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Gruppentheoretische Studien. 
Von 


Watruer Dycx in Leipzig. 
(Mit drei lithogr. Tafeln.) 


» A group is defined by means of the laws 
of combination of its symbols.“ 


Einleitung. 


Die folgenden Untersuchungen beschiftigen sich mit dem Probleme, 
eine Gruppe von discreten Operationen, welche auf ein gewisses Object an- 
gewandt werden, zu definiren, wenn man dabei von einer speciellen Dar- 
stellungsform der einzelnen Operationen absieht, diese vielmehr nur nach 
den zur Gruppenbildung wesentlichen Eigenschaften als gegeben voraussetat. 

Wir gehen zur Bildung der Gruppe von gewissen erzeugenden 
Operationen A,, A,, A,, +--+ aus, tiber deren speciellen Charakter 
keinerlei Annahmen gemacht werden. 

Dann kann man jede Gruppe, welche durch Iteration und Com- 
bination dieser Operationen sich bilden lisst, individualisiren, durch die 
Kenntniss gewisser Relationen, die bei der Zusammenseteung dieser 
urspriinglichen Operationen auftreten.*) 

Indem wir jede Verbindung unserer Operationen in der bekannten 
Weise in Form eines symbolischen Productes: 


Cayley. 


(1) Pap .. aR ss 
schreiben, nehmen alle solche Relationen die Gestalt 
(2) F,(A) =1 


an, wo die F’, specielle Producte der in (1) angedeuteten Form sind. 
Damit werden alle holoedrisch isomorphen Gruppen in eine einzige 
Gruppe begriffen, und das Wesen der Gruppe driickt sich nicht mehr 
an einer speciellen Darstellungsform ihrer Operationen aus, sondern 
lediglich in der gegenseitigen Beziehung derselben zu einander. Im 
umgekehrten Sinne liisst sich daher auch das Princip aussprechen: 


*) Die zu Anfang gesetzte Bemerkung Cayley’s im ,,American Journal of 
Mathematics“ vol. 1, pag. 51. 


Mathematische Annalen. XX. 1 








W. Dyck. 


Die nothwendige wnd hinreichende Charakteristik des gegenseitigen 
Verhaliens einer Reihe irgendwie definirter Operationen A,, A,,---, 
welche wir auf ein gewisses Object ausiiben, ist in der aus ihnen ge- 
bildeten Gruppe gegeben. 

Indem wir so die gruppentheoretischen Operationen rein formal 
auffassen , zeigt sich deutlich ihre Stellung in einer formalen Ent- 
wickelung analytischer Operationen tberhaupt.*) Es sind Multiplications- 
operationen , welche das associative, nicht aber das commutative Princip 
befolgen. Dabei wird diesen Operationen durch gewisse Multiplications- 
regeln (2), F, =1, der Charakter eines speciellen Operationskreises 
ertheilt, der eine unendliche oder auch eine endliche Gruppe von 
Operationen umfasst. 


Die vorliegende Arbeit zerfiallt in zwei Theile. Der erste Abschnitt 
entwickelt das Thema in seiner allgemeinsten Formulirung. Wir gehen 
aus von der denkbar allgemeinsten Gruppe G, die aus einer Reihe von 
erzeugenden Operationen A,, A,, A,,--+- sich bilden lisst, indem wir 
zwischen diesen Operationen keinerlei Relationen voraussetzen. Jede 
specielle Gruppe G scheidet sich dann ab durch Einfiihrung gewisser Re- 
lationen F, = 1, deren gegenseitiges Verhiltniss, sowie ihre Stellung zu 
den Gruppen G und G sich in einfachster Weise pricisiren asst. 

Den abstracten Entwickelungen geht eine geometrische Einkleidung 
parallel, die hier zunaichst nur eine anschauungsmissige Darstellung 
unserer analytischen Operationen bezweckt, die aber fiir die Auseinander- 
setzungen des zweiten Abschnittes wesentlich wird. Allgemein zu reden 
besteht diese geometrische Darstellung einer Gruppe in der Eintheilung 
zunachst eines ebenen Bereiches in gleichartige Gebiete**), derart, 
dass jedem einzelnen Gebiete eine Substitution der Gruppe zugeordnet 
werden kann und die Ueberfiihrung der Substitutionen in einander 
durch die (im Sinne der analysi¥ situs verstandene) Ueberfiihrung dieser 
Gebiete in einander sich ausspricht. 


*) Ich erwihne hier die Entwickelungen in Grassmann’s Ausdehnungslehre 
itiber die Multiplication extensiver Grissen, einzelne Abschnitte iiber die Multi- 
cation der Quaternionen in Hamilton’s Elements of Quaternions, sowie Hankel’s 
Vorlesungen iiber die complexen Zahlen, um darauf in § 16. Bezug zu nehmen; end- 
lich Arbeiten von E. Schréder, welcher speciell der Stellung gruppentheoretischer 
Operationen in einer formalen Entwickelung der Algebra gedenkt. 

**) Gebietseintheilungen, wie sie der Art nach zuerst von Schwarz im 
Anschluss an functionentheoretische Betrachtungen studirt worden sind (man ver- 
gleiche die Abhandlung tiber die hypergeometrische Reihe in Crelle’s Journal, 
Band 75, sowie ,,Bestimmung einer speciellen Minimalfliche.‘‘ Preisschrift. Berlin 
1871), und wie sie in den sogleich niher zu bezeichnenden Arbeiten von Klein 
— zuerst in dessen Programm ,,Vergleichende Betrachtungen tiber neuere geo- 
metrische Forschungen“ Erlangen 1872 (Note VII) — in gruppentheoretischem Sinne 
verwerthet sind. 
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Gruppentheoretische Studien. 3 


Der gweite Abschnitt beschrinkt sich auf die Darstellung endlicher 
Gruppen und schliesst dabei enge an unser geometrisches Bild an. 
Dieses erscheint nimlich jetzt in der Form der reguliren Gebietsein- 
theilung einer geschlossenen Fliche und damit als regulire Riemann’- 
sche Flache in dem von Herrn Klein eingefiihrten Sinne*). Die Rela- 
tionen F’, = 1, die wir zur Definition einer Gruppe zu Grunde legen, 
lassen sich dabei zur Charakterisirung der Verzweigung der Riemann’- 
schen Fliche und weiter zur Bestimmung eines Systems von nicht 
ineinander tiberfiihrbaren Riickkehrschnitten auf der Fliche verwenden. 
Diese geometrische Bedeutung ergiebt die Bestimmung einer oberen 
Grenze fiir die, zur Definition einer endlichen Gruppe nothwendige, An- 
zahl von Relationen F;, = 1. 

Gerade diese geometrische Formulirung vermittelt nun die Dar- 
stellung gewisser specieller Gruppen in dem von uns intendirten Sinne 
durch Relationen F,=1 zwischen gewissen erzeugenden Substitutionen. 


*) Man sehe die Abhandlungen von Klein in den Annalenbinden IX—XV 
und insbesondere die Arbeit ,, Ueber die Transformation siebenter Ordnung der 
elliptischen Functionen,.‘‘ Math, Ann. Bd. XIV, p. 458 ff. In allen diesen Unter- 
suchungen tritt die Gruppe der behandelten reguliiren Riemann’schen Flichen in 
dem hier zu Grunde gelegten Sinne in der Ueberfiihrung gewisser Gebiete (der 
Blatter der Riemann’schen Fliche) ineinander hervor. 

Im Anschlusse hieran stehen meine friiheren Untersuchungen, in denen es 
sich darum handelte, regulire Gebietseintheilungen auf einer Flache von gegebenem 
Geschlechte zu bestimmen und die zugehérigen Gruppen zu discutiren*). 

Der Zusammenhang gewisser Gebietseintheilungen auf einer Fliche mit 
gruppentheoretischen Problemen wurde wohl zuerst von C. Jordan ausgesprochen 
und es sei betreffs dieser Anschauungen auf dessen ,, Recherches sur les polyédres‘ 
im 66, und 68, Bande von Crelle’s Journal, sowie auf eine Bemerkung in seinem 
» Traité des substitutions et des équations algébriques“ pag. ‘56 verwiesen. Ferner 
habe ich noch eine im April dieses Jahres erschienene Abhandlung von W. Godt 
,», Untersuchungen iiber Polyeder von mehrfachem Zusammenhange“ (Programm 
des Katharineums zu Liibeck, 1881) zu erwahnen, welche unmittelbar an diese 
C. Jordan’schen Untersuchungen ankniipft und in welcher geradezu eine ge- 
gebene Gruppe zur Bildung einer zugehérigen reguliren Gebietseintheilung auf 
einer Fliche von gewissem Geschlechte verwandt wird. 

Die vorliegenden Untersuchungen betrachten dagegen die geometrische Dar- 
stellung nur als ein Durchgangsstadium zur Entwickelung der abstracten gruppen- 
theoretischen Anschawungen. So kam es mir bei der hier zu Grunde gelegten 
geometrischen Deutung**) wesentlich darauf an, die zur Erzeugung einer Gruppe 
zum Ausgangspunkt gewihlten Substitutionen als gleichberechtigte geometrische 
Operationen unmittelbar hervortreten zu lassen und dabei eine fiir die gruppen- 
theoretischen Operationen miglichst tibersichtliche Darstellung zu erhalten. Man 
vergl. hierzu die Schlussbemerkungen dieser Einleitung, sowie pag. 25. 


*) Vergleiche hierzu § 14. der vorliegenden Arbeit, wo die Stellung des gr th tisch 


PP 





Theiles dieser Untersuchungen zu den vorliegenden allgemeinen Ausfithrungen bezeichnet ist. 
**) — und diese unterscheidet sich von der bei Godt angewandten, welche auf dem durch 
C, Jordan eingefithrten ,,aspect d’un polyédre basirt ist, 


1* 











4 W. Dyck. 


Diese Beispiele, theils angedeutet, theils durchgefiihrt, bilden den 
Schluss der vorliegenden Arbeit. Unter ihnen gestalten sich diejenigen, 
fiir welche das Geschlecht der zugehérigen Riemann’schen Flache 
gleich Null ist, besonders einfach. 

Eine letzte Bemerkung bezieht sich auf gewisse gruppentheoretische 
Festsetzungen, welche man der Definition eines Systems von Hinheiten 
fiir gewisse complexe Zahlsysteme zu Grunde legen kann, Festsetzungen, 
unter denen sich insbesondere die iibliche Definition der Quaternionen- 
einheiten als ein besonderer Fall einbegreifen liisst. 


Wenn somit in der Durchfiihrung der Absicht, die Definition einer 
Gruppe von der speciellen Gestalt ihrer Operationen loszulésen, eben 
wieder eine specielle (geometrische) .Darstellung dieser letzteren mit 
zur Verwendung kommt, so steht eine solche, theoretisch genommen, 
allerdings mit jeder anderen auf gleicher Stufe. Aber wie gerade diese 
Darstellung fiir mich die Veranlassung zu den abstracten Frage- 
stellungen gewesen ist, so scheint sie auch (practisch) die erste Be- 
handelung derselben zu erleichtern. Diese Versinnlichung gruppen- 
theoretischer Operationen hat niimlich vor anderen den Vorzug, fiir 
einfache Fille die Gesammtheit der Operationen einer Gruppe in ihrer 
gegenseitigen Stellung iiberblicken zu lassen*) und so gelingt es von 
ihr aus, das Wesentliche einer Gruppe von den durch ihre specielle 
Erscheinungsform zufillig hineingetragenen Eigenschaften zu sondern. 

Was nun dhnliche geometrische Operationen anlangt, welche, an 
Stelle der von mir gewahlten, zur Versinnlichung einer Gruppe ein- 
treten kénnen, so bezeichne ich in § 10., pag. 23 eine allgemeinere Auf- 
fassung meiner Figuren, welche das ganze Gebiet andeutet, dem diese 
geometrischen Repriisentationen angehéren**). — Gleichwoh! konnte 
und wollte ich den heuristischen Entwickelungsgang, der gerade in der 
specielleren von mir gewihliten Darstellungsform liegt , nicht verwischen. 
Er findet in meinen friiheren Studien tiber Riemann’sche Flaichen 
seine Entstehung und hat vor der allgemeineren geometrischen Auf- 
fassung den Vorzug der grésseren Uebersichtlichkeit fiir die einzelnen 
Operationen der Gruppe, auf dje es mir zur Entwickelung der abstracten 
gruppentheoretischen Formulirungen vor Allem ankam. Dagegen kenn- 


*) Was beispielsweise bei einer Darstellung der Operationen als Buchstaben- 
vertauschungen sicher nicht der Fall ist. 

**) Ein Gebiet, welches nach seiner functionentheoretischen Bedeutung durch 
die (schon erwihnten) Arbeiten von Schwarz, Klein und von Fuchs (in einer 
Reihe von Abhandlungen in;Crelle’s Journal) eréffnet und durch die neuesten Unter- 
suchungen von Poincaré (Comptes Rendus 1881) wesentlich geférdert worden ist. 
Weiter gehért hieher eine Arbeit von Schottky ,,Ueber die conforme Abbildung 
mehrfach zusammenhingender ebener Flichen“ im 83. Bande von Crelle’s Journal. — 
Man vergl. noch pag. 24, Anm. der vorl. Abh. 
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zeichne ich auch (pag. 24) bestimmt eine gewisse hieraus erwachsene 
EKinseitigkeit meiner geometrischen Behandlung, die mich in meinen 
friiheren Arbeiten zu einem Fehler verleitet hat*). Die Beschrinkung 
auf diese speciellere Darstellungsform ist indess fiir den hier ‘festge- 
haltenen gruppentheoretischen Zielpunkt keine wesentliche. Fiir die 
Weiterentwickelung der vorliegenden gruppentheoretischen Probleme hat 
nimlich an Stelle jeder geometrischen Sprechweise die analytische 
(combinatorische) Formulirung einzutreten. Fiir sie aber hat diese 
erste geometrische Orientirung gewisse Gesichtspunkte ergeben, die in 
ihrer geometrischen Fassung, wie ibrem analytischen Inhalte nach, zu 
entwickeln, den Zweck der vorliegenden Arbeit bildet, 


I. Abschnitt. 
Allgemeine Entwickelungen. 


§ 1. 
Definition einer Gruppe G als Ausgangspunkt der Betrachtung. 


Wir gehen, um auf die Darstellung einer Gruppe in dem von 
uns intendirten Sinne zu kommen, von der denkbar allgemeinsten 
Gruppe von Operationen aus und fragen uns dann nach der Stellung 
einer speciellen Gruppe zu dieser allgemeinsten. 

Seien A,, A,, A, ---, Am irgendwelche m Operationen, welche 
auf ein Object J (Identitit), das wir in der Folge stets als 1 be- 
zeichnen, angewandt werden kénnen, so lassen sich diese A; stets als 
die ,,erzeugenden“ Operationen einer Gruppe auffassen, die wir erhalten, 
wenn wir auf unser Object J alle Operationen in Iteration und Com- 
bination anwenden. 

Die allgemeinste Gruppe aus m erzeugenden Operationen entsteht 
dann, wenn wir voraussetzen , dass unsere Operationen A; keine Perioden 
besitzen und ausserdem gegenseitig durch keine Relation verbunden 
sind. Wir wollen dabei auch die den Operationen A; entgegengesetaten 
Operationen in die Betrachtung ziehen, die wir in der tiblichen Weise 
durch A;* bezeichnen. Dann erhalten wir die unendlich vielen Sub- 
stitutionen, welche unserer Gruppe G angehéren, wenn wir auf die 
Identitit zuniichst die Operationen A,, Ay’, Ag, Ad*,+++, Amy An’ 
anwenden, je- auf die so entstandenen Substitutionen die gleichen 
Operationen u. s. f. Da wir zwischen den erzeugenden Operationen 


*) Man vergl. mein Referat iiber die Arbeit ,,Ueber reguliire Riemann’sche 
Fliichen.* (Math. Ann. Bd. XVII, p. 473 ff.) in Ohrtmann’s Jahrbuch fir 1880, 
ferner pag. 30 der vorliegenden Abhandlung. 


6 W. Dyer, 


keine Relation angenommen haben, so sind die so entstandenen Sub- 
stitutionen simmtlich von einander verschieden und es kann jede nur 


auf einem ganz bestimmten Wege aus den erzeugenden Substitutionen 
erlangt werden, den die Formel 


M& 4he % V 
A, Ay’: ++ Ay Ayes s ee: 


(die wir stets von links nach rechts lesen wollen) angiebt.*) 

In der That ist die Forderung, dass alle Substitutionen einer 
Gruppe nur auf einem Wege aus den erzeugenden Substitutionen erlangt 
werden, die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass 
zwischen den letzteren keine Relationen bestehen und die folgenden 
Entwickelungen beschiiftigen sich gerade mit der Frage, wie nun der 
Umstand, dass gewisse Substitutionen einer Geugee oat mehrfache 
Weise aus den zu Grunde gelegten erzeugenden Substitutionen erhalten 
werden kénnen, dass also gewisse Relationen zwischen den erzeugen- 
den Substitutionen bestehen, zur Definition jeder speciellen Gruppe dient. 


Es erweist sich im Folgenden, mit Riicksicht auf die von uns 
gewiahlte geometrische Interpretation unserer Gruppen, zweckmiissig, 
den Gebrauch der negativen Potenzen unserer Operationen A; zu ver- 
meiden und wir fiihren zu dem Ende eine neue Operation A, ein 
durch die Definition 


(1) A, A, A; +++ Am An, = 1 
oder wie wir in der Folge kurz schreiben: 
(La) TT(A,;) = 1. 


Wir bemerken dabei, dass die Definition der Substitution A, an eine 
bestimmte Reihenfolge der Operationen A,, A,,--- Am gekniipft ist, 
die noch auf die verschiedenste Weise gewahlt poe. kann. Wir 
wollen stets die in (1) gegebene Reihenfolge der Operationen A; zu 
Grunde legen und in dieser auch das Symbol T1(A,) verstehen. 


Dann ergiebt sich fiir die negativen Potenzen unserer Operationen 
sofort: 


A, = A, A, +++ An An; 
A, — =— A, A, — , A,, 
An = A, A, ++: A, 
{A,* =A, A, --- An }- 
Wir kénnen also unsere Gruppe G erzeugen, indem wir die 








*) Wir wollen jede solche Substitution in der Folge durch 
S(Ay, A;, —e A,,) aie 8(A4;) 
oder kurz durch S§ bezeichnen. 
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Operationen A,, A, ---Am,A, nur in positivem Sinne anwenden*) 
und bemerken dabei, dass wir durch Anwendung bloss der positiven 
Operationen wieder nur auf einem Wege zu einer bestimmten Sub- 
stitution gelangen kénnen, von der Einschaltung von Operationen 
A,A,A,-+-An, A,A,+-++A,A, u. 8s. w., die nach der obigen Rela- 
tion gleich 1 sind, abgesehen. Fassen wir aber gleichzeitig auch 
negative Potenzen der A; hinzu, so giebt es zu jedem Ausdrucke 
S(A,, A,+-+Am, An) unendlich viele aquivalente. 


§ 2. 
Eine geometrische Versinnlichung der Gruppe G. 


Das geometrische Bild, durch das wir jetzt die ganze Gruppe 
ersetzen wollen, zeigt, so zu sagen, nur eine schematische Raum- 
eintheilung, deren wir bediirfen, um die Substitutionen unserer soeben 
definirten Gruppe G iibersichtlich aufzuschreiben. 

Der priciseren Ausdrucksweise wegen wollen wir zuniichst eine 
ganz bestimmte geometrische Anordnung bezeichnen, deren Verall- 
gemeinerung im Sinne der analysis situs sich daraus aber sofort ergiebt. 

Wir zeichnen ein, etwa reguliires, Kreishogenpolygon, dessen Ecken 
@;,@,++*Gm,@,, simmtlich auf einem Kreise K gelegen sind, wahrend 
die Seiten auf ebendiesem Kreise K senkrecht stehen, und vervielfaltigen 
dasselbe, indem wir es nach dem Principe der reciproken Radien zu den 
Seiten spiegeln. Indem wir die Ecken dieser Spiegelbilder in symme- 
trischer Weise durch a,, a) ++: Gm, @, bezeichnen und diesen Process in’s 
Unendliche fortsetzen, erhalten wir eine unendliche Reihe von (in Riick- 
sicht auf die Bezeichnung der Ecken) congruenten und symmetrischen 
Polygonen — die wir auch als schraffirte und nichtschraffirte bezeichnen 
moégen — welche sich dem Begrenzungskreise K niher und naher an- 
schliessen. Dabei stossen, weil alle Polygonseiten auf dem Kreise K 
senkrecht stehen, in jeder Ecke unendlich viele Polygone zusammen 
[man vergleiche Fig. 1., Tafel I, welche fiir » — 4 entworfen ist.]. 

Denkt man sich nun durch einen, im Sinne der analysis situs 
aufzufassenden Process ein bestimmtes, etwa schraffirtes Polygon P, 
in ein anderes schraffirtes Polygon P, iibergefthrt, so, dass die homo- 
logen Eckpunkte der beiden Polygone sich decken und setzt dabei fest, 
dass benachbarte Polygone wieder in benachbarte tibergehen**), so 
wird dabei, weil die Anordnung unserer unendlichen Polygonreihe 


*) Des kurzen Ausdruckes halber sprechen wir in der Folge auch von diesen 
nm Operationen A,,--- A,,, A, als den erzeugenden Operationen der Gruppe. 

**) Eine Operation, die bei unseren spectellen Annahmen mit einer linearen 
Substitution einer complexen Veriinderlichen (die wir in der Zeichnungsebene 
deuten) Aquivalent ist, 
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mit Bezug auf alle congruenten Polygone eine identische ist, das 
ganze Polygonnetz in sich tibergehen. Die unendlich vielen Opera- 
tionen also, die ein bestimmtes Ausgangspolygon 1 in sémmtliche 
andere schraffirten Polygone iiberfiihren, bilden eine Gruppe von unend- 
lich hoher Ordnung. 

Von dieser Gruppe beweisen wir, dass sie holoedrisch isomorph 
auf die im vorigen Paragraphen definirte Gruppe bezogen werden 
kann, oder, sofern wir iiberhaupt holoedrisch isomorphe Gruppen als 
identisch betrachten*), dass sie mit ihr zusammenfillt. 

Wir definiren zu dem Zwecke eine Reihe von Elementaroperationen 


A,, a. A,, ¥ as co Ue y ed ye as" 


dadurch, dass jede derselben ein bestimmtes (etwa schraffirtes) Aus- 
gangspolygon 1 in das beziiglich an der Ecke a,, a, +--+ Gm, a des- 
selben nach der einen oder anderen Richtung anstossende schraffirte 
Nachbarpolygon tiberfiihrt, Operationen, die wir als ,Drehungen“ des 
Polygons 1 um seine Eckpunkte a,, @,, +++ @u, @ figiirlich be- 
zeichnen wollen**). Dabei setzen wir fest, dass die Drehung A; immer 
in einem dem Uhrzeiger entgegengesetzten Sinne verstanden sein soll, 
die Drehung A;~“ also im Sinne des Uhrzeigers. 

Wenden wir die Operationen A,, A, --+- A», A» hintereinander 
an, eine Operation die wir durch A, A,A,---A,A, bezeichnen, so 
kommen wir zum Ausgangspolygone 1 zuriick und somit besteht 
zwischen unseren Operationen die Beziehung: 


A, Aylly > + Agha 1. 


Die Anordnung der einzelnen Polygone in unserem Netze lisst 
nun ersehen, dass, wenn wir die Operationen A,, A, +++ An, A, von 
einem Polygone 1 ausgehend nur im positiven Sinne anwenden, wir 
in jedes andere schraffirte Polygon gelangen kénnen und zwar nur 
auf einem Wege —, dabei abgesehen von der Einschaltung von Wegen 
A,A,+++AmAn, A,A;+-++A,A, U. 8. w., welche sich auf die Iden- 
titit reduciren. Das sagt aber, dass zwischen den Operationen 
A,,A,,:*:Am,An, ausser der obigen Relation, keine weiteren mehr be- 
stehen und dass somit die Substitutionen dieser Gruppe den Substitu- 
tionen der im § 1. definirten Gruppe holoedrisch isomorph zugeordnet 
werden, wenn wir die beiderseits gleichbezeichneten erzeugenden Opera- 
tionen einander guordnen. 

Wir kénnen etwa auch nur von den Operationen A,, A, -- + An 


*) Und das liegt, wie schon Eingangs erwiihnt, im Sinne unserer ganzen 
Betrachtungen. 

**) Ueber die Stellung dieser speciellen geometrischen Repriisentation zu 
allgemeineren Auffassungen vergl. pag. 23, 
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zur Erzeuguig unserer Gruppe ausgehen, wo wir dann auch die 
Operationen A; , Ag’ --+A,,, die Drehungen im entgegengesetzten 
Sinne, zur Darstellung der gewollten Gruppe heranziehen miissen, 
analog wie eben in § 1. 

Um den lsomorphismus der beiden Gruppen noch deutlicher her- 
vortreten zu lassen, kénnen wir jetzt die einzelnen schraffirten Poly- 
gone mit Namen belegen, indem wir, von irgend einem Polygone als 
erstem, 1, beginnend, jedes Polygon durch die Substitution S bezeichnen, 
welche, von jenem ersten ausgehend, zu ihm hinfiihrt. Dann erhalt nach 
dem Obigen jedes Polygon, wenn wir nur positive Operationen anwenden, 
eine bestimmte Bezeichnung S(A,, A,,---A,) und so ist jede Substitution 
unserer Gruppe durch ein bestimmtes Polygon unseres Netzes vertreten. 

Was wir bisher nur fiir die eine Reihe der (schraffirten) Polygone 
ausgefiihrt, gilt selbstverstiindlich auch fiir die andere Polygonreihe. 
Dabei wollen wir fiir diese letzteren (nichtschraffirten) Polygone eine 
mit der obigen gleichlaufende Bezeichnung einfiihren, in der Weise, 
dass wir gleichfalls irgend eines dieser Polygone mit 1 bezeichnen und 
nun dasjenige weisse Polygon mit S, in welches das weisse Polygon 1 
iibergefiihrt wird, wenn wir auf das schraffirte Polygon 1 die Sub- 
stitution S ausiiben. Es ist dann in der Folge zweckmissig, eines der 
an das schraffirte Polygon 1 anstossenden weissen Polygone mit 1 zu 
bezeichnen, etwa das an der Kante a,a, benachbarte, wo dann 
jedesmal die zwei in den analogen Kanten (also hier in Kanten a, ay) 
zusammenstossenden Pulygone die gleiche Bezeichnung tragen. 

Die Méglichkeit der eindeutigen Zuordnung der in § 1. gegebenen 
allgemeinen Gruppe G zu der durch unser eben geschildertes Polygon- 
netz definirten liegt in der vollen Allgemeinheit und Unabhingigkeit 
der beiderseits zu Grunde gelegten erzeugenden Operationen A,, A,,--- Am, 
nicht aber in der speciellen Gesetzmissigkeit, mit der wir, zur besseren 
Uebersicht, unser Polygonnetz entworfen haben. Wir fassen dasselbe, 
insoferne fiir uns nur die gegeftseitige Anordnung der einzelnen Ge- 
biete von Wichtigkeit ist, lediglich im Sinne der analysis situs auf 
und kénnen es also beliebigen Dehnungen unterwerfen. 

Wir kénnen, sofern sich die Polygone unseres eben betrachteten 
Netzes niher und niaher einer bestimmten Randcurve anschmiegen, 
das System in einem gewissen Sinne als einfach zusammenhiingend be- 
zeichnen. Diese EHigenschaft ist charakteristisch fiir die Anordnung 
unserer Polygone und bleibt bei beliebigen Dehnungen erhalten. Im 
Sinne der analysis situs ausgesprochen lautet dieselbe: Es ist nicht 
modglich, eine unendliche Reihe von lauter einfach zusammenhdngenden 
n-Ecken, deren an jedem Ecke unendlich viele zusammenstossen, so 
aneinander zu schliessen, dass das Netz sich mehreren getrennten 
Randcurven anschmiegt. Der Beweis dafiir liegt eben darin, dass die 
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Gruppen aller solcher Netze holoedrisch isomorph aufeinander bezogen 
werden kénnen, und dadurch in den zugehdrigen Netzen successive 
je einfach zusammenhdngende Gebiete einander entsprechen. 


§ 3. 
Isomorphismus der Gruppe G in sich. 

Mit Bezug auf die im vorigen Paragraphen festgesetzte Be- 
zeichnungsweise der einzelnen Polygone erwihnen wir fiir unsere all- 
gemeine Gruppe G einer bestimmten Art der isomorphen Beziehung 
dieser Gruppe in sich, mit der wir uns weiterhin, im Anschluss an die 
geometrische Formulirung, fiir gewisse specielle Gruppen noch zu be- 
schaftigen haben. 

Unser unendlich ausgedehntes Polygonnetz ist in Bezug auf 
die Anordnung der schraffirten und der nichtschraffirten Polygone 
symmetrisch. 

Wir greifen speciell die Anordnung des Netzes um das schraffirte 
und weisse Polygon 1 heraus, die etwa mit der Kante a, a, zusammen- 
stossen mégen. [In der zugehdérigen Fig. 2., Taf. I. tritt, der Uebersicht 
halber, diese Symmetrie der Anordnung noch in einer gestaltlichen 
Symmetrie der Polygone hervor]. Dann lassen sich zu den Operationen 
A,, A,, Aj; +--+ Ai, Am, An, die als erzeugende Substitutionen der 
Gruppe fiir die schraffirten Polygone definirt sind, sofort die symmetri- 
schen Operationen — mit Bezug auf diese beiden in einer Kante a, a, 


zusammenstossenden Polygone 1 — fiir die nichtschraffirten Polygone 
angeben. Es sind die Operationen: 

A= F = A, A,A,+++Aj;AmAn, 
A, = A, A; A; =A, A, A,+++A;AmAn, 
A= A, A, fis* s* a" =A, A,A,:+-A;AmAn, 


At $4142 As? Ai A,,' Ay*.-» As bAz' Ay" 
- A; A;,' An 

A, = &,* =A,A,A;::- AjAm, 

die wir in gleicher Weise zur Erzeugung der Gruppe zu Grunde legen 

kénnen. 


Nun gehen umgekehrt die A; ganz analog aus den A; hervor 
durch die Formeln: 


A, = A, A, A,’ pee Bi Aj Ay, A;, 
A, => A,' A; A,’ ye Aj An Ax, 


jay de dy A; An, 


yyy iG eee 2 
A, = A,' A, A,’ +'o'2 Aj An. 
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Der Relation: 

A,A,A, +--+ AnA,=1 

entspricht weiter die zu ihr ,symmetrische“ Relation: 
A,’ A, A; --- AmAn=1, 

wihrend die A; sowohl, wie die A; keimer weiteren Bedingung unter- . 

worfen sind. 

Damit schliessen wir aber unmittelbar, dass durch die Zuordnung 
der Substitutionen A; zu den A; sdimmtliche Substitutionen der Gruppe 
einander wechselseitig eindeutig zugeordnet werden. 

Geometrisch lasst sich diese holoedrisch isomorphe Beziehung der 
Gruppe G in sich folgendermassen darthuen: Die symmetrische An- 
ordnung des Netzes in Bezug auf die Kante a,a, unserer beiden Aus- 
gangspolygone 1 ergiebt das Vorhandensein einer (nicht mit zu unserer 
Gruppe gehorigen) Operation 0, der ,Spiegelung“ liings der Kante a, ap, 
durch welche die Gruppe in sich transformirt wird und vermége deren 
wir die erzeugenden Substitutionen <A; sofort in die A; tiberfiihren 
kénnen durch die Beziehung: 

04,0 = Aj. 

Allgemein kénnen wir die symmetrische Anordnung unseres Netzes 
auffassen mit Bezug auf irgend ein schraffirtes und irgend ein weisses 
Polygon. Dies besagt aber gegen vorhin nur eine Aenderung in der Be- 
zeichnung etwa der Reihe der weissen Polygone. Wir gehen dann zur 
Definition der zu den A; symmetrischen Operationen A;, statt von jenem 
in Kante a, a, an das schraffirte Polygon 1 anstossenden weissen Poly- 
gone, von irgend einem anderen mit 1 zu bezeichnenden weissen 
Polygone aus. 


§ 4. 


Stellung einer speciellen Gruppe G zu der allgemeinen Gruppe G. 


In §§ 1. und 2. haben wir die allgemeinste Gruppe G, die aus 
irgend welchen m Operationen A,, A,, --- A, erzeugt wird, in ihrer 
abstracten Formulirung und in einem geometrischen Bilde gekenn- 
zeichnet. 

Es handelt sich jetet wm die Frage nach der Stellung jeder beliebigen 
speciellen Gruppe G, — von der also angenommen wird, dass sie aus m, 
durch vorgegebene Processe definirten Operationen A,, A,, +--+ Am (die 


wir uns, wenn G z. B. eine endliche Gruppe ist, etwa als Permutationen 
gewisser Buchstaben gegeben denken mégen) erzeugt wird, — zu der 
in allgemeinster Weise definirten Gruppe G. 

Wir behandeln diese Frage zuvérderst im analytischen Sinne, um 
sie weiterhin auch in unserer geometrischen Darstellung zu verfolgen. 
Zunichst haben wir den Satz: 
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Unsere Gruppen G und G lassen sich isomorph auf einander 
beziehen. 

Wegen der Allgemeinheit der Operationen A; ist es nimlich ge- 
stattet, den m erzeugenden Operationen A,, A, --- A,, der Gruppe G 


_ die Operationen A,, A,',---A,, durch welche die Gruppe @ entsteht, 
zuzuordnen: Indem wir dann die jedesmal gleichen Substitutionen der 
einen und anderen Gruppe entsprechend setzen, folgt: 

Jeder Operation S(A,,A,,-+++ Am) in den A; entspricht eine wnd 
nur eine Operation S(A,,°A,,--+ A») in den A;. 

Die Annahme, dass mehrere Substitutionen S(A;), S’(A,) -- - der 
einen Substitution S(A;) entsprechen, fiihrt namlich zu dem Wider- 
spruche, dass mehrere Substitutionen S(A;), S’(A,;) --- der Gruppe G 
einander gleich sein miissten, was nach unseren allgemeinen Annahmen 
fiir die Substitutionen A; unzulissig ist. 

Umgekehrt aber entspricht einer Operation in den A; entweder 
gleichfalls nur eine Operation in den A;, oder aber unendlich viele. 

Im ersten Falle sind die Gruppen G und G holoedrisch isomorph 
auf einander bezogen und die Operationen A; von derselben All- 
gemeinheit, wie die Operationen A; Die Gruppen erscheinen also fiir 
unsere Auffassung als identisch. 


Wir nehmen zweitens an, die Gruppe aus den Operationen 
A,, A, +++ Am sei so beschaffen, dass neben der identischen Operation 1 
auch noch die Operation 

F(A,, A,, +--+ Am) =F 
gebildet in den A; zur Identitiat fiihrt, haben also fiir unsere Opera- 
tionen A; die Beziehung: 
F(A,, A,, --+ Am) = F=1. 

Dann folgt aber sofort, dass alle aus F’ mit Hiilfe der Substitu- 

tionen 1,8, S’ --- der Gruppe G ,,transformirten“’ Substitutionen: 
F, SFS", S' FS... 

in den A; gebildet, gleichfalls zur Identitat fihren und ebenso alle 

aus diesen Substitutionen wieder durch Iteration und Combination 

abgeleiteten. Es sind dies unendlich viele Operationen fiir die Gruppe 

G, weil sie als solche simmtlich von einander verschieden sind. 

Alle diese wnendlich vielen Operationen der Gruppe G, welche 
sonach der Identitét in G entsprechen, bilden eine Gruppe H und diese 
ist, wie aus der Entstehungsweise ihrer Operationen unmittelbar hervor- 
geht, mit allen Substitutionen S, S' --- der Gruppe G vertauschbar, 
oder wm die von Herrn Lie eingefiihrte Bezeichnungsweise zu gebrauchen, 
diese Gruppe H ist in G ausgezeichnet enthalten. 
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Bezeichnen wir die Operationen der Gruppe H, also die Opera- 
tionen in G, welche der Identitét in G zugeordnet sind, durch 
1, T, T’ . --, so sind die irgend einer Substitution S der Gruppe @ zu- 
geordneten Substitutionen gegeben durch S,S7', ST’ -.- - 

Jetzt setzen wir ganz allgemein fest, dass die Uperationen 


Pith +>: hide Tele 2 ORR PESO 
+ Rs a, 


in den A; ausgefiihrt, die Identitit ergeben, dass also: 


Fi=1, Fy=1,---R—1,-:-F=—1 
statthat. 

Dann ist die Beziehung der Gruppen G und G eine solche, dass 
jeder Substitution S der Gruppe G die eine Substitution S in G ent- 
spricht. Umgekehrt aber entsprechen der Identitut in G, neben der 
identischen Substitution, zuniichst die Substitutionen F, , F,,---F,,--+F, 
der Gruppe G. Dann aber alle aus diesen durch Iteration, Combi- 


nation und Transformation (durch die Substitutionen S, S’ ---) ab- 
geleiteten Substitutionen. 


Dabei bilden diese Operationen 1, 7’, 7’ ---, wie dies wieder aus 
ihrer Entstehungsweise sich ergiebt, eine Gruppe H, die in der Gruppe G 
ausgezeichnet enthalten ist*). 

Einer beliebigen Substitution S der Gruppe G entsprechen dann 
wieder die Substitutionen S,S7', ST’ .-- in der Gruppe G. 

Die soeben definirte Gruppe H bildet sich durch die Combination 
einer Reihe von Untergruppen H,, H,, --- H,,--- H,**). Jeder 
einzelne Ausdruck F’, giebt niimlich Anlass zu einer speciellen Gruppe H,, 
die aus allen Substitutionen S¥,S~' und den hieraus durch Iteration, 

. und Combination abgeleiteten Substitutionen besteht. Dabei ist nach 
dem friiher Gesagten auch jede dieser speciellen Gruppen H, in der 
ganzen Gruppe G ausgezeichnet enthalten. 

Weiter aber folgt unmittelbar aus der Entstehungsweise jeder 
einzelnen dieser Gruppen: 


*) Der Satz, dass meriedrischer Isomorphismus — und ein solcher liegt hier 
in der 1,-deutigen Beziehung der Gruppen @ und G vor — nur bei zusammen- 
gesetzter Gruppe G statthaben kann, findet sich bei C. Jordan, Traité des 
substitutions et des équations algébriques, pag. 56. 

**) Die indess im Allgemeinen nicht véllig von einander getrennt zu sein 
brauchen, sondern sehr wohl gewisse Theile (Untergruppen) gemeinsam haben 
kénnen. 
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1. Die Gruppen H, sind auch in der Gruppe HA ausgezeichnet 
enthalten. 


2. Jede Gruppe A, ist mit jeder anderen H; vertauschbar. 
3. Jede Combination zweier oder mehrerer Gruppen H,, H;, - - -, 
die also in der zu Grundelegung zweier, oder mehrerer Relationen 


F,=1, F;=1,--- ihre Entstehung findet, ist in der Gruppe H als 
ausgezeichnete Untergruppe enthalten. 


4. Auch alle solche Combinationen sind gegeneinander ver- 
tauschbar. 


Wir gehen auf die Folgerungen, welche sich an diese Siitze 
kniipfen, im nichsten Paragraphen ein. Doch wollen wir schon hier 
die Beziehung unserer Gruppe G zu der allgemeinen Gruppe G, wie 
sie aus der Zuordnung der erzeugenden Substitutionen A,, A,,---,Am 
einerseits, A,, A,,---, A», andererseits entstanden ist, formuliren: 

Die isomorphe Zuordnung der Gruppen G und G spaltet die Gruppe 
G in zwei Factoren: In die Gruppe der Substitutionen, welche in 
den Substitutionen A; geschrieben verschieden sind, d. h. die Gruppe 
G selbst — und in die Gruppe H derjenigen Substitutionen, welche in 
den Substitutionen von G geschrieben der Identitat dquivalent sind. 
Die letztere Gruppe H ist dabei in G ausgezeichnet enthalten und folgt 
aus thr durch Adjunction von G “. 


§ 5. 
Fortsetzung. Verallgemeinerungen. 
Der Zusammenhalt der im vorigen Paragraphen besprochenen Be- 
ziehungen der Gruppen G und G ergiebt jetzt die Definition einer 
Gruppe G in dem von uns beabsichtigten Sinne durch die blosse Kennt- 


niss einer Anzahl von Beziehungen zwischen erzeugenden Substitutionen 


unmittelbar . 
Wir kénnen nimlich diese Sitze auch folgendermassen formuliren: 
Legen wir den Substitutionen A,,A,,---, A, unserer allgemeinsten 
Gruppe G die Bedingung auf, dass: 
(1) F,(A,, A,,***, An) = 1 
sei, so wird die Gruppe dadurch eingeschrinkt auf die Gruppe G, 


der Substitutionen, welche mit Beriicksichtigung der Bedingung (1) 
noch verschieden ausfallen. 


Fiigen wir die weitere Bedingung 
(2) F,(A,, A,,++-, Am) =1 


zur ersten hinzu, so wird dadurch die engere Gruppe G,,2 der Sub- 
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stitutionen definirt, welche nach Zuziehung der beiden Relationen noch 
von einander verschieden sind u. s. f. 

Dabei ist es gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge wir die Substitutionen 
F,,---+, F, zur successiven Abgrenzung unserer Gruppe G benutzen 
und somit bilden, unabhingig von ihrer Reihenfolge, die Relationen 


F,=1, PF, =—1,--+, Fe =1 
zwischen den erzeugenden Substitutionen A;, die Definition einer be- 
stimmten Gruppe G von Substitutionen. 


Es ist zweckmissig, gleich hier noch eine etwas allgemeinere 
Auffassung dieser Definition einzufiigen, die wohl implicite im Vor- 
stehenden enthalten ist, die aber der folgenden Darstellung wegen 
besonders formulirt sein mag: 

Wir haben die Gruppe G aus der denkbar allgemeinsten Gruppe 
G, die aus m erzeugenden Substitutionen sich bildet, ausgeschieden. 
Unser Process lisst sich analog definiren, wenn wir von einer weniger 
allgemeinen Gruppe dabei ausgehen. 

Bezeichnen zu dem Ende 4 


Ay, Ae, i ie An 


wieder die erzeugenden QOperationen einer Gruppe [, fiir welche wir 
aber jetzt gewisse specielle Voraussetzungen 


(I) F,(A,, Ao, ° : +) An) = 1, : +, Fi(A;, Ag, - . *» Am) = 1 


vorab machen wollen. 
Seien dann ae cas 
Ay, Aes ** > Am 
die erzeugenden Substitutionen einer speciellen Gruppe [, fir welche 
zunichst gleichfalls die Voraussetzungen : 


(I) F, (A,, Ay, +++) Am) = 1,+++, Fe(Ay, Ay, +++) An) = 1 
erfiillt sind, welche aber ausserdem noch gewisse weitere Bedingungen: 
(I) Fri (Ay, Ags +++ Am) = 1, +++, F(A, Ay) s+ +) Am) = 1 


befolgen. 

Dann ist das Verhiltniss dieser Gruppen [ und f genau das gleiche 
wie in unserem allgemeinsten Falle: Wir haben zwei Gruppen, welche 
zuniichst eine Reihe gemeinsamer Bedingungen (I) erfiillen. Diese kommen 
also bei der Frage nach dem gegenseitigen Verhdltniss beider Gruppen 
nicht in Betracht. Vielmehr wird die Stellung der Gruppe T zw [ eben 
durch die zweite Reihe von Relationen bezeichnet, welche der Gruppe 
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T gegeniiber von ihren speciellen Charakter ertheilt. Dabei gelten fiir 
diese Relationen wieder analoge Sitze, wie die auf pag. 14 oben all- 
gemein formulirten. 


§ 6. 
Geometrische Interpretation. 


Ehe wir in unseren abstracten Betrachtungen weitergehen, und 
nun gewisse Gesichtspunkte fiir die wirkliche Aufstellung der Rela- 
tionen J, entwickeln, welche zur Definition einer Gruppe dienen, 
wollen wir das bisherige in unserer anschauungsmiissigen Darstellung 
verfolgen, weil gerade auch diese fiir unsere weiteren Ausfiihrungen 
von Bedeutung wird. 

Wie schon friiher erwihnt, haben wir jedem der schraffirten und 
weissen Polygone unseres fiir die Gruppe G entworfenen Netzes eine 
bestimmte Bezeichung S(A,, A,,---, An) beigelegt, indem wir dabei 
von einem bestimmten als (1) bezeichneten Polygone ausgingen. Wir 
haben, zu einer pricisen Festsetzung, dabei jedesmal den beiden an 
einer Kante a, a, zusammenstossenden Polygonen die gleiche Bezeich- 
nung beigelegt und halten auch hier daran fest. Die isomorphe Zu- 
ordnung der Gruppen G und G bedeutet nun, dass wir diese Bezeich- 
nungen durch die in den speciellen Operationen A,, A,,---, A der 
Gruppe G geschriebenen Bezeichnungen S(A,, A,, - - -, A») ersetzen.*) 
Dadurch erhilt jedesmal eine unendliche Zahl von Polygonen die 
gleiche Bezeichnung; alle Polygone, die durch eine Substitution der 
Gruppe H bezeichnet sind, werden als (1) benannt werden u. s. f. 

Wir greifen unter allen solchen zu einer Substitution gehdrigen 
Polygonen, die wir wohl auch als dgquivalente Polygone bezeichnen, 
jedesmal einen ,,Repriisentanten“ unter den schraffirten und den nicht- 
schraffirten Polygonen heraus; dann entspricht ein solches System von 
lauter verschieden bezeichneten Polygonen der Gruppe G. 

Alle Rinder der Polygone, die wir so als Reprisentanten der ver- 
schiedenen Substitutionen abgeschieden haben, sind einander paarweise 
zugeordnet, derart, dass immer ein Rand a; a;+, eines schraffirten Gebietes 
einem bestimmten Rande a;a;+4: eines nichtschraffirten Gebietes ent- 
spricht. Dabei ist diese Zuordnung eine vollig bestimmte und ein- 
deutige, weil jedes schraffirte (nichtschraffirte) Polygon von ganz 
bestimmten nichtschraffirten (schraffirten) Polygonen umgeben ist. (Vgl. 
Fig. 1 der I. Tafel.) Da nun die Substitutionen, durch welche unsere 


*) Wir mégen dabei auch die der Operation A, , fiir welche A,A,---A,,A,=1 


m n 


ist, entsprechende Operation A, definiren durch die Relation A, A,---A,,A, =1. 
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Polygone bezeichnet sind eine Gruppe bilden, lédsst sich dieses System 
von Polygonen als ein zusammenhingendes Ganze in unserem Netze 
ausbreiten. 

Der Rand dieses Bereichs besteht dann noch aus einer Reihe von 
Kanten a;@;4:, die wieder paarweise einander zugeordnet sind. Jede 
soleche Zaordnung zweier Randkanten K, und K, bedeutet dabei im 
gruppentheoretischen Sinne, dass ein (etwa schraffirtes) Polygon S, 
welches an der einen Randkante K, in unserem Bereiche liegt, iquivalent 
ist mit jenem (schraffirten) Polygone S’, welches an der Randkante 
K, an unseren Bereich angrenzt. Mit anderen Worten: Jeder solchen 
Zuordnung entspricht eine Substitution Z’ unserer Gruppe H, welche 
die zu einem gegebenen Polygone S fiquivalenten Polygone definirt. 

Das so umgrenzte zusammenhiingende System von Polygonen 
breitet sich iiberdies noch als einfach zusammenhdngendes Ganze in 
unserem Netze aus, weil jedes einzelne Polygon mit seinen Spitzen bis 
zur ,Raudeurve* desselben (vergl. pag. 9) sich erstreckt. Wir wollen 
dieses System, das indess noch der mannigfachsten _,iiquivalenten“ 
Modificationen fihig ist, als das Fundamentalpolygon der Gruppe G 
bezeichnen *). 

Indem wir iiber das Fundamentalpolygon unserer Gruppe hinaus 
die Substitutionen entsprechend fortsetzen, lassen sich an dieses unend- 
lich viele fiquivalente Fundamentalpolygone anreihen, deren jedes in 
gleicher Weise die Gruppe G reprisentirt. 

Wir beweisen, dass dieselben liickenlos und einfach unser ganzes 
unendliches Gebiet von Polygonen iiberdecken. 

Zunichst nimlich lisst sich an jede freie Kante des urspring- 
lichen Fundamentalpolygons ein neues Fundamentalpolygon anlegen 
und ebenso an jedes folgende. Wir haben also nur zu zeigen, dass 
zwei solche Kundamentalpolygone coincidiren, sobald sie nur ein Polygon 
miteinander gemein haben. Bezeichnen aber in einer bestimmten 
Reihenfolge . 

ne ee severe = ke 
die Polygone des urspriinglichen Fundamentalpolygons, so sind 
T;; 8, P,S',---, T,8,-- : 
T,, TS, TS’, ere. T,S®, trey 
die diesen entsprechenden Polygone zweier neuen Fundamentalpolygone, 


fiir welche beziehungsweise 7’; und 7’, dem Polygone 1 entspricht. Ist 
nun irgend ein 


*) Nach Klein, der diese Bezeichnung speciell bei der Gruppe der linearen 


ganzzahligen Substitutionen wo = wore von der Determinante 1 einfiihrt. 
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T, SO = T,S® 
so folgt 7, —= 7, und damit die Coincidenz der beiden Fundamen- 
talpolygone*). 

Durch unsere Entwickelungen ist jetzt das Verhiltniss der Gruppen 
G und G@ in der geometrischen Auffassung vdéllig deutlich und wir 
kénnen dem Schlusssatze des § 4. (pag. 14) die folgende geometrische 
Beziehung zur Seite setzen: 

Die isomorphe Zuordnung der Gruppen G und G spaltet unser 
unendliches Netz in eine unendliche Reihe von ,,dquivalenten Gebieten“, 
deren jedes der Gruppe G entspricht. Die Gruppe H kennzeichnet sich 
dabei als die Gruppe der Operationen, welche alle unsere Fundamental- 
polygone ineinander iiberfiihrt, dergestalt, dass dabei das Polygon 1 in 
alle diquivalenten Polygone tibergefiihrt wird. 


§ 7. 
Geometrische Interpretation. Fortsetzung. 


Den Entwickelungen des § 5. gehen nach unserer geometrischen 
Auffassung die folgenden Siitze parallel: 


Legen wir den Substitutionen A,, A,,---, A» unserer allge- 
meinsten Gruppe G die Bedingung auf: 
(1) F,(A,, Ag, +++, Am) = 1 


so wird aus dem unendlichen Netze der Gruppe G ein Stiick heraus- 
geschnitten, welches die mit Beriicksichtigung der Bedingung (1) noch 
»verschiedenen* Polygone umfasst. Die Riinder dieses Gebietes sind ein- 


ander paarweise zugeordnet, so dass dasselbe geeignet ist, die Gruppe G, 
zu reprasentiren. 

Die weitere Bedingung: 
(2) F(A, , Ag, +++, Am) = 1 
spaltet auch hier wieder ein Gebiet ab, das sich durch die paarweise 
Zuordnung seiner Randkanten als geschlossenes Ganze und geeignet 


erweist, die Gruppe G,, zu versinnlichen u. s, f. 

Dabei ist ses gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge wir die Rela- 
tionen F,, F,,---, F, zur successiven Einschrinkung unseres Funda- 
mentalpolygons benutzen, so dass dieses letztere, bis auf aquivalente 
Modificationen in eindeutiger Weise erhalten, in geometrischer Form 


die Definition einer bestimmten Gruppe G bildet. 


*) Diese Entwickelung fiir die Gruppe der linearen ganzzahligen Substitutionen 


@ —sett von der Determinante 1 hat Herr Klein in einer Vorlesung iiber 
elliptische Modulfunctionen, Sommersemester 1879, gegeben. Vergl. auch die Aus- 


fiihrung von Hurwitz, Math. Annalen, Bd. XVIII, pag. 537 ff. 
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Was die verallgemeinerte Auffassung unserer Definition anlangt, 
deren wir in § 5. erwihnt haben, indem wir zur Specialisirung einer 
Gruppe [ nicht von der allgemeinsten Gruppe G ausgingen, sondern 
bereits von einer speciellen [, so ist ihre geometrische Bedeutung jetzt 
gleichfalls unmittelbar ersichtlich: 

Wir gehen dann zur Abscheidung eines Fundamentalpolygons fir 
die Gruppe [ nicht von dem allgemeinsten Polygonnetze G aus, son- 
dern bereits von einem Fundamentalpolygone [ desselben. 

Dabei erscheint es aber zweckmiissig, dieses Fundamentalpolygon T 
so umzugestalten, dass es seine speciellen Eigenschaften 
(I) F,=1, Fy =1,---,;h=1 
bereits implicite enthdlt. Dies geschieht, indem wir die durch die 
obigen Relationen gegebenen Zuordnungen der Rdnder dieses Funda- 
mentalpolygons uns durch die Vereinigung der Randkanten wirklich 
ausgefiihrt denken. Es erscheint dann das Fundamentalpolygon nicht 
mehr tiber dem allgemeinen Polygonnetze G ausgebreitet, sondern als 
Individuum fiir sich, implicite behaftet mit den Eigenschaften (I). 

Wir wollen ein solches Netz, auch wenn es eine unendlich grosse 
Gruppe definirt, und dann eine niemals abschliessende Reihe von Poly- 
gonen umfasst, als ein geschlossenes Netz bezeichnen, mit Riicksicht 
darauf, dass es keine freien Randkanten mehr besitzt. 

In diesem Sinne bildet also auch der ganze Bereich der Gruppe 
G ein geschlossenes Netz. Dabei beachten wir noch folgendes: Wihrend 
das geschlossene Netz G in gewissem Sinne als einfach zusammen- 
hiingend zu bezeichnen war (vergl. pag. 9), wird dies fiir das ge- 
schlossene Netz einer Gruppe [ im Allgemeinen nicht mehr der Fall 
sein. Vielmehr kann der Zusammenhang eines solchen Netzes ein 
gewisser endlicher sowohl, wie auch ein unendlich grosser sein. 

Aus einem geschlossenen Netze [ schneiden wir nun wieder das 


Fundamentalpolygon [ aus, vermége der Relationen 

(II) Fyyi=1,---, Fp =. 

Dann spricht sich in diesem letzteren Fundamentalpolygone explicite 
nur mehr das Verhiiltniss von F zu [ aus, nicht mehr das allgemeinere 
von T zu G. . 

Dabei wird sich ein solehes Fundamentalpolygon [ im Allgemeinen 
jetzt nicht mehr als einfach zusammenhiingendes Ganze in dem ge- 
schlossenen Netze [ ausbreiten lassen, wie dies speciell fir ein Fun- 
damentalpolygon G der Fall war, das wir aus dem allgemeinsten Netze 
G ausgeschnitten haben. 
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§ 8. 
Geschlossene Netze. 


Das bisherige zusammenfassend, gewinnen wir fiir die geometrische 
Definition einer Gruppe die folgende Auffassung: 


Die Definition einer Gruppe [, welche sich analytisch durch die, 
zwischen den erzeugenden Substitutionen A; bestehenden Relationen: 
P,—1, F,—1,--:, Rel, ---+, B=! 

kennzeichnet, ist geometrisch gegeben: 

1. Durch die Angabe eines Fundamentalpolygons, welches sich 
iiber dem geschlossenen Netze einer allgemeinen Gruppe [ (und das 
kann selbstverstindlich auch die allgemeinste Gruppe G sein) aus- 
breitet, und durch die Festsetzung der paarweisen Zuordnung der 
Rander dieses Fundamentalpolygons. 

2. Zweitens aber lisst sich die Gruppe F (die wir nach der eben 


gemachten Bemerkung auch als Gruppe G bezeichnen kénnen) in einem 
geschlossenen Netze versinnlichen, welches erhalten wird, wenn wir die 
eben angegebene Aneinanderfiigung der Rander des Fundamentalpolygons 
wirklich ausfiihren. Dabei wird dieses geschlossene Netz eindeutig erhalten, 
welche allgemeinere Gruppe [ auch den Ausgangspunkt fiir die Bildung 


des Fundamentalpolygons von [ gegeben hat. Somit bildet dieses ge- 
schlossene Netz auch die geometrische Definition unserer Gruppe T. 


Wir fiigen dieser Definition der geschlossenen Netze noch zwei Satze 
bei, welche die Lagenverhiltnisse der einzelnen schraffirten und nicht- 
schraffirten Polygone eines solchen Netzes charakterisiren und welche 
sich unmittelbar den Sitzen anschliessen, welche wir in § 2. und § 3. 
fiir das Netz der allgemeineren Gruppe G aufgestellt haben: 

1. Die Lagenbeziehung der einzelnen schraffirten Polygone unterein- 
ander ist fiir jedes schraffirte Polygon genau dieselbe wie fiir jedes andere. 

Betrachten wir niamlich die Anordnung der Fliche in Bezug auf 
das schraffirte Polygon 1, so gehen wir von den Operationen A,, A,,-- 
-+, A, aus, durch welche wir successive alle Gebiete unserer Fliche 
um das Gebiet 1 anordnen. Die Anordnung der Fliche um irgend 
ein anderes schraffirtes Gebiet S erhalten wir nun, wenn wir von den 
Operationen ausgehen, welche dieses Gebiet S in die den obigen ana- 
logen Gebiete SA,, SA,,---, SA, tiberfiihren. Dies sind aber auf 
das Polygon 1 angewandt die Operationen S.A;S—'. Da nun unsere 
Gruppe holoedrisch isomorph auf sich selbst bezogen ist, wenn wir sie 
einmal durch die Operationen A; erzeugen, das andere Mal durch die 
Operationen SA;S—', so ist die Anordnung um ein Gebiet S die- 
selbe, wie um ein Gebiet 1, w. z. b. w. 
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Das gleiche gilt beztiglich der gegenseitigen Anordnung der nicht- 
schraffirten Polygone, aus welchen sich in analoger Weise die Gruppe 
des Netzes herleitet. 

Wir bezeichnen dieses Lagenverhiltniss der einzelnen Polygone 
zu einander, indem wir sagen: Jede Gruppe léisst sich durch ein 
reguldres Polygonnetz versinnlichen. 

2. Was die Lagenbeziehung der schraffirten Polygone zu den nicht- 
schraffirten anlangt, so gilt hiertiber das Folgende: 

Wir haben diese Anordnung fiir das Netz der Gruppe G als eine 
symmetrische bezeichnet. Es war nimlich die Gruppe G holoedrisch 
isomorph auf sich selbst bezogen, wenn wir den erzeugenden Operationen 
A,, Ay, +++, Am, A, der Gruppe die ,symmetrischen“ Operationen 
A,’, Ay’, +++, An, An zuordneten (vergl. pag. 10). Dabei fanden die 
Beziehungen statt: 

A; — A, A, vies Aj-1 Ajas ae’, An An, 
A; a= A,’ A,’ 7 on Aj_; Ajs1 lad A, An; 
TT(A;) = 1, 1(A;) = 1. 


' Diese Symmetrie, welche fiir das geschlossene Netz der Gruppe G statt- 


hat, tritt im Allgemeinen fiir das geschlossene Netz einer speciellen 


Gruppe G nicht ein. Dies ist vielmehr dann und nur dann der Fall, 
wenn den Relationen: 


F,(A,, Ay, +++ Am, An) = 1, 


welche die Gruppe G definiren, sich die analogen Relationen, ge- 
schrieben in den A; zur Seite stellen, wenn also unsere erzeugenden 
Substitutionen auch den Bedingungen: 


F(A; Ay, Pie's An, An) =1, 
geniigen , wo die A; und A; durch die obigen Relationen verbunden sind. 
Sprechen wir also allgemein von dem reguldren Polygonnetze einer 
Gruppe G, so wollen wir diese besonderen Netze, welche sich durch 
die Méglichkeit einer gewissen holoedrisch isomorphen Beziehung der 
Gruppe G in sich ergeben, als reguldr-symmetrische Polygon- 
netze bezeichnen*). 


Schliesslich bemerken wir noch, dass ein durch die obigen Processe 
erhaltenes Polygonnetz G stets einer bestimmten Erzeugungsweise der 


*) Man vergleiche hierzu § 10 , sowie die im II. Abschnitte (§ 12, u. § 14.) fiir end- 
liche Gruppen gegebenen Erérterungen, die speciell auf die Stellung dieser allge- 
meineren Auffassung zu meinen friiheren Arbeiten Bezug nehmen, in denen ich in 
falscher Beschrankung ausschliesslich gewisse reguldr-symmetrische Netze be- 
trachtet habe. 
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Gruppe aus gewissen Operationen A; entspricht, dass also zu einer 
Gruppe, den.unendlich vielen verschiedenen Arten ihrer Erzeugung 
durch solche Operationen entsprechend, eine unendliche Anzahl ver-' 
schiedener Netze gehort. 


g 9, 
Verhiltniss der Gruppen G und H. 


Unsere bisherigen Betrachtungen haben gezeigt, dass zur Defini- 
tion einer Gruppe G es darauf ankommt, fiir eine Anzahl von ,er- 
zeugenden Substitutionen* A,, A,, --- A» die hinreichende Zahl von 
Relationen F),(A,, A,, --- Am) = 1 zu bestimmen, welche diese 
Gruppe aus der allgemeinen Gruppe G abscheidet. 

Die Aufgabe fallt zusammen mit der anderen, unsere Gruppe H 
zu bestimmen derjenigen. Substitutionen von G, welche mit Bezug auf 
die Gruppe G der Identitét congruent sind*). 

Es mégen die erzeugenden Substitutionen dieser Gruppe H sich in 
der Form: 

®,(A,, int; An), %,(A,, +++ Ay), oo %,(A,, tie An) 


darstellen. Diese Substitutionen liefern fiir unsere Gruppe G ein System 
von definirenden Relationen. Denn die aus den ; gebildete Gruppe H 


soll, in Bezug auf die Gruppe G betrachtet, mit der Identitit con- 
gruent sein, d.h, mit Bezug auf die Substitutionen A; der Gruppe G ist 
©,(A,, «++ An) = 1. 
Die linken Seiten der obigen Relationen 
Fi,(A;, --+ An) = 1 


fiir unsere Gruppe G finden sich also sicher als erzeugende Substitu- 
tionen unter den 9;(A;): Aber das System der ®; ist wmfassender als 
das System der F,. Es ist niimlich ersichtlich, dass mit einer Rela- 
tion F, = 1 alle aus ihr durch Transformation mit den Substitutionen 
der Gruppe G abgeleiteten Relationen S/',S~'= 1 dquivalent sind**), 
wihrend die linken Seiten dieser Relationen doch als wesentlich ver- 
schiedene erzeugende Substitutionen 9; der Gruppe H im Allgemeinen 
zu gelten haben. 

Insofern nun jede Relation F,—1 (wie auch die Relationen 
®; = 1) geometrisch die Zusammengehorigkeit zweier Randkanten des 
Fundamentalpolygons fiir unsere Gruppe bedeutet, lassen sich um- 


gekehrt diese definirenden Relationen einer Gruppe G (sowie jene der 
*) Es sei die kurze Ausdrucksweise in diesem iibertragenen Sinne gestattet. 
**) Nicht aber im Allgemeinen die aus solchen Substitutionen durch Iteration 
und Combination abgeleiteten. 
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Gruppe H) bilden, wenn uns fiir eine Gruppe das Fundamentalpolygon 
und die Zuordnung der Riinder desselben gegeben vorliegt. Gerade 
in dieser Form, ausgehend von der geometrischen Darstellung, stellen 
wir im II. Abschnitte die abstracte Definition einiger bekannten Gruppen 
auf. Es sind die Beispiele, an denen ich zuerst die vorliegende Auf- 
fassungsweise gruppentheoretischer Processe studirte. Doch ist gerade 
auch hier nicht zu verkennen, dass die Geometrie nur fiir verhiltniss- 
miissig einfache Fille die Lésung erméglicht, wihrend weitergehende 
Untersuchungen auf die rein combinatorische Formulirung der Frage 
eingehen miissen, welche ich hier zu entwickeln versucht habe. 


§ 10. 


Anschliessende Bemerkungen. 

Zum Schlusse dieses Abschnittes seien noch einige Punkte beriihrt, 
die sich unmittelbar den bisherigen Erérterungen anfiigen. 

1, Was zunichst die hier verwendete geometrische Darstellung 
einer Gruppe betrifft, so habe ich die allgemeinere Auffassung solcher 
Figuren zu bezeichnen, deren ich in der Einleitung erwihnte, Sie 
liegt geradezu in den vorstehend gegebenen Entwickelungen ber 
Fundamentalpolygone. 

Die Gruppe H, welche wir vorhin (pag. 12, ff.) aus unserer all- 
gemeinsten Gruppe G abgeschieden haben, als die Gruppe der mit 
Bezug auf G der Identitaét congruenten Substitutionen von G, ist uns 
in geometrischer Form gegeben durch die Ueberfiihrungen eines ge- 


wissen Fundamentalpolygons (welches der Gruppe G entsprach) in 
eine Reihe von gleichartigen Kundamentalpolygonen, die, mit ihren 
Randern aneinander grenzend, das ganze Gebiet der Gruppe G einfach 
und liickenlos tiberdecken. Diese Gruppe H entsteht dabei aus den- 
jenigen Operationen als ,den erzeugenden Substitutionen“, welche durch 
die paarweisen Zuordnungen der Randkanten eines wurspriinglichen 
Fundamentalpolygons bezeichnet sind, und aus welchen die Zuordnung 
der einzelnen Fundamentalpolygone, deren jedes eine Substitution der 
Gruppe H versinnlicht, hervorgeht. 

Gehen wir, zu einer noch etwas allgemeineren Formulirung, von 
dem ,,geschlossenen Netze“ einer Gruppe [ aus (vergl. § 7. u. 8.), 


so wird durch das Fundamentalpolygon einer Gruppe [, in analoger 
Weise wie soeben, in diesem geschlossenen Netze eine Kintheilung in 
eine Reihe von Fundamentalpolygonen hergestellt, deren Ueberfiihrungen 
in einander eine zur obigen Gruppe H analoge Gruppe H definiren, 
Dabei werden jetzt diese Fundamentalpolygone, deren jedes Trager 
einer Substitution der Gruppe H ist, im Allgemeinen mehrfachen Zu- 
sammenhang aufweisen und von einer Anzahl getrennter Rander be- 
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grenzt sein, fiir welche eine gegenseitige Zuordnung wieder die Art 
der Ueberfiihrung der einzelnen Polygone ineinander bestimmt. 

Das Wesentliche fiir alle solche Darstellungen von Gruppen H 
und H ist dabei dieses, dass die Reihe der Fundamentalpolygone ein 
in sich geschlossenes“ (vergl. pag. 19) Gebiet (von endlichem oder un- 
endlich hohem Zusammenhange) liickenlos und einfach, und in regulérer 
Eintheilung tiberdeckt*). 

Kine solche allgemeinere geometrische Darstellung kann man nun 
ersichtlich von Anfang an zur Repriisentation einer jeden Gruppe zu 
Grunde legen, und hat dabei vor der im Vorstehenden gewiahlten 
speciellen Formulirung gewisse Vortheile voraus: 

Zunichst fallt die gezwungene Auffassung fort, welche darin liegt, 
dass wir auf ein ,,symmetrisches* Netz G (vgl. pag. 10) als den Aus- 
gangspunkt der Darstellung zuriickgehen**) und alle Gruppen G als 
Fundamentalpolygone aus einem solchen Netze ausschneiden, wihreud 
doch diese selbst dabei durchaus nicht .symmetrisch zu sein brauchen 
(vergl. pag. 21). Dadurch kommt es, dass jedes specielle geschlossene 
Polygonnetz G, auch wenn es kein reguliér-symmetrisches ist, doch 
eine scheinbare Symmetrie in der Unterabtheilung in schraffirte und 
nichtschraffirte, zu einander symmetrische, Polygone besitzt***). Wir 
miissen je zwei solcher Gebiete, welche die gleiche Bezeichnung 
tragen, zu einem einzigen zusammenfassen, um eine Darstellung in 
dem hier gegebenen allgemeineren Sinne zu erhalten. 

Indem weiter in der allgemeineren Darstellung die erzeugenden 


Substitutionen der Gruppen G, G,T, F, ebenso wie die der Gruppen 
H und H, definirt erscheinen durch die paarweise Zuordnung der 
Rander in einem ersten Polygone einer reguliren Gebietseintheilung, 


*) Ebene Gebietseintheilungen solcher Art sind es, welche den schon Ein- 
gangs erwihnten functionentheoretischen Untersuchungen von Schottky und 
Poincaré zu Grunde liegen. [Vergl. insbesondere Comptes rendus 1881, I., 
pag. 383, 1274, 1484, sowie Crelle’s Journal, Bd. 83, pag. 346,]*) Dabei sind, 
im Gegensatz zu der hier eingefiihrten abstract gruppeutheoretischen Auffassung, 
die in Gebietseintheiluugen vorliegenden Gruppen stets als Gruppen linearer Sub- 
stitutionen einer Verinderlichen verstanden, zu welchen ebendiese Gebietsein- 
theilungen in einer bestimmten quantitativen Beziehung stehen. 

**) Wir legen damit eigentlich eine Gruppe zu Grunde, welche doppelt so 
gross ist, als die Gruppe G. Zu den Operationen von G kommen niimlich noch 
die Spiegelwngen hinzu, welche die schraffirten und nichtschraffirten Polygone mit 
einander vertauschen. 

***) Und hier liegt die Quelle des schon erwahnten Fehlers meiner friiheren 
Arbeit, auf den ich pag. 30 ausfiihrlich eingehe. 





*) Den auf pag. 4 gegebenen Citaten habe ich nachtriglich noch 2 demniichst in diesen 
Annalen (Bd. XIX, Heft 4) erscheinende Abhandlungen von Poincaré und Klein beizufiigen 
[Januar 1882). 
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fallt die Besonderheit fort, welche der specielleren Darstellung anhaftet, 
dass nimlich die erzeugenden Substitutionen der Gruppen G, G,, f detinirt 
sind als ,,Drehungen um die Eckpunkte der Gebietseintheilang“, wih- 
rend gleichzeitig die erzeugenden Substitutionen fiir die Gruppen HundH 
durch die Zuordnung der Rander eines Fundamentalpolygons ge- 
geben erscheinen. 

Gleichwohl habe ich an der specielleren geometrischen Darstellung 
festgehalten. Einmal ist sie mir durch meine fritheren Studien die 
geliufigere; dann aber, und darauf kommt es hier vor Allem an, lasst 
sich in der allgemeineren Formulirung die geometrische Uebersichtlich- 
keit nicht in dem Maasse erreichen, wie dies hier (auch noch fiir ver- 
hiltnissmiissig complicirte Beispiele) gelingt, wo durch die Trennung 
schraffirter und nichtschraffirter Gebiete die Definition der einzelnen 
gruppentheoretischen Operationen in anschaulichster Form gegeben ist, 
Und insoferne der geometrische Apparat, wie schon in der Hinleitung 
erwihnt, nur einem ersten Eindringen auf die gruppentheoretischen Fragen 
dient, an dessen Stelle weiterhin eine davon unabhingige Behandelung 
zu treten hat, mag es geniigen, hier gezeigt zu haben, wie eine solche 
Darstellung sich unter ein allgemeines Gebiet subsumirt, das von 
anderer Seite her Gegenstand der Untersuchung geworden ist, und 
mag es geniigen, von der Besonderheit, welche unserer engeren 
geometrischen Formulirung anhaftet, Rechenschaft gegeben zu haben. 


2. Die folgende Bemerkung bezweckt, der gruppentheoretischen 
Fragestellung, welche uns in ihrer allgemeinen Gestalt seither beschaftigte, 
noch eine andere Fassung zu geben, die uns gleichzeitig zu den Aus- 
fiihrungen des folgenden Abschnittes hiniiberleitet. Ist uns ,,in inde- 
pendenter Form“ eine Gruppe gegeben durch Relatiouen F, = 1 
zwischen erzeugenden Substitutionen A;, und wir haben die Aufgabe, 
nun die Substitutionen derselben explicite zu bilden, so werden wir 
uns aus den erzeugenden Substitutionen zuniichst eine Reihe von 
Gruppen herstellen, die, mit den Bedingungen F’, = | vertriglich, 
sicher als Untergruppen in der ganzen Gruppe enthalten sind. Durch 
die Combination solcher Untergruppen eutsteht dann die Gesammt- 
gruppe, und die Regeln nach welchen diese Combinationen vorzu- 
nehmen sind, liegen eben wieder in den obigen Relationen vor. 

Wir kennzeichnen also in dieser Auffassung eine Gruppe dadurch, 
dass wir sagen, sie enthilt eine Reihe von (bekannten) Gruppen als Unter- 
gruppen, fiir welche die gegenseitige Stellung durch gewisse Relationen 
zwischen ihren Substitutionen gegeben ist. Diese Darstellung lisst sich 
dabei noch auf die mannichfachste Weise, durch zweckmissige Um- 
formungen der Relationen /, = 1, gestalten, den verschiedenen in 
einer Gruppe enthaltenen Untergruppen entsprechend. 
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Wir machen im Folgenden von diesem allgemeinen Principe Ge- 
brauch: Indem wir uns nimlich im folgenden Abschnitte auf endliche 
Gruppen beschrinken, geben wir durch eine erste Reihe von Formeln 
F, = 1 jedesmal die Perioden der erzeugenden Substitutionen A; an; 
es ist also unmittelbar eine Reihe von cyklischen Untergruppen, welche 
in der Gesammtgruppe enthalten sind, durch diese Formeln definirt; 
eine zweite Reihe von Formeln F), = 1 bestimmt dann die gegenseitige 
Stellung dieser cyklischen Untergruppen untereinander. 


II. Abschnitt. 
Endliche Gruppen. 


§ 11. 


Definition einer Gruppe [, welche den Ausgangspunkt fiir die folgenden 
Betrachtungen bildet. 

Die specielle Weiterfitihrung der im vorhergehenden Abschnitte in 
allgemeinster Weise gegebenen Entwickelungen soll sich auf die Be- 
handelung endlicher Gruppen beziehen. 

Dabei wollen wir in unserer Darstellung nicht mehr von der all- 
gemeinsten Gruppe G ausgehen, sondern im Sinne des § 5. von einer 
speciellen Gruppe [, die aber geeignet ist, alle méglichen Fille end- 
licher Gruppen zu umfassen. Wir wollen (wie soeben erwihnt) an- 
nehmen, dass unsere erzeugenden Operationen A,, A,,---, Am bestimmte 
Perioden v,, v.,-+++, Vm besitzen, so dass fiir unsere Gruppe [ die 
Relationen 

Aj=1, 4,=1,---,4,"=1 
bestehen. Diesen fiigen wir noch die analoge Relation zu fiir die 
Operation A, (welche wir durch die Beziehung A, A,- +--+ A,» An,=1 
definirt hatten). Wir setzen fiir A, die Periode v, fest und stellen 
also kurz als Definition der Gruppe [ die Relationen auf: 


Aj’ =1 
I . ’ {=1,3,...™m,%. 
® TA, = 1, 


Die Einfiihrung und niahere Definition der Substitution A, geschieht 
im Interesse unserer geometrischen Darstellung, wie denn die folgenden 
Entwickelungen sich enger an diese anschliessen sollen als dies bisher 
der Fall war, wo sie nur eine gelegentliche anschauungsmiissige Deutung 
unserer gruppentheoretischen Sitze bildete. 

Unserer neuen, im Allgemeinen*) noch unendlich grossen, Gruppe 
[ entspricht nun in dem unendlichen Netze der Gruppe G als Funda- 


*) Ueber gewisse specielle Fille vergleiche § 15, 1. 
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mentalpolygon, wie wir oben (pag. 17) allgemein gezeigt, ein einfach 
zusammenhdngender Bereich. An jedem Eckpunkte a; desselben sind 
nur mehr 24; abwechselnd schraffirte und nichtschraffirte Polygone zu 
beriicksichtigen, den Perioden v; der Operationen A; entsprechend. Die 
jedesmal entstehenden beiden Randkanten sind dann einander zugeordnet. 

Indem wir durch Dehnungen des Fundamentalpolygons diese freien 
Randkanten vereinigen, entsteht ein neues ,geschlossenes Polygonnetz“, 
in welchem an jedem Eckpunkte a; je2v; abwechselnd schraffirte und nicht- 
schraffirte Polygone zusammenstossen, die sich (im Allgemeinen (vergl. 
vorige Anm.)) unendlich oft reproduciren. Ertheilen wir auch diesem Netze, 
im Sinne unserer friiheren Darstellung (pag.7) eine tibersichtliche Anord- 
nung, so kénnen wir die Kanten unserer Polygone wieder als Orthogonal- 
kreise zu einem festen Kreise K zeichnen und auseinander durch Spiegelung 
nach dem Principe der reciproken Radien ableiten. Dabei miissen wir 
dann, um die gewiinschte Anzah) der jedesmal in einem Ecke zusammen- 
stossenden Polygone zu erhalten, dem Ausgangspolygone an den Ecken 
= +++, 2, — beilegen, 
% m » 
eine Anordnung, die sich im Allgemeinen noch auf sehr mannigfache 
Weise bewerkstelligen liisst. 

Dieses unendliche geschlossene Nete definirt jetzt unsere Gruppe T 
im Sinne des § 7., denn die niheren Eigenschaften 


° : 7 
@,) Ay, ***; Amy A, bez. die Winkel = 


(1) Aj'==l, Apel 


dieser Gruppe, und nur diese, sprechen sich implicite in der gegen- 
seitigen Anordnung der einzelnen Polygone aus. Dabei bemerken wir, 
dass das Netz dieser Gruppe gleichfalls noch ein einfach zusammen- 
hdngendes Ganze bildet in unserer pag. 9 gegebenen Auffassung. 

Indem wir jetzt wieder von einem Polygone 1 ausgehen, ertheilen 
wir allen tbrigen Polygonen bestimmte Namen, den Substitutionen 
entsprechend, welche ‘vom Ausgangspolygone 1 zu ihnen fiihren. Diese 
Bezeichnungen sind dabei wieder bestimmte, wenn wir von 4quivalen- 
ten Ausdriicken absehen, die durch das Vorhandensein der obigen 
Relationeu herbeigefiihrt werden. Geometrisch gesprochen kénnen wir 
von Polygon 1 auf unendlich vielen ,, Transformationswegen* zu einem 
Polygone S gelangen: Alle diese Wege sind dguivalent und durch die 
obigen Relationen in einander iiberfiihrbar. Wir*geben mit Riicksicht 
auf das Folgende diesem Satze noch die Formulirung: 

Jeder in sich geschlossene Transformationsweg auf unserem unend- 
lichen Netze, der also ein Stiick desselben herausschneidet, kann auf 
einen Punkt zusammengezogen werden, d. h. die einem solchen Wege auf 
der Fliiche entsprechende Substitution S(A,, A, +++, Am, An) kann mit 
Hiilfe der Bedingungen (1) auf die Identitat gebracht werden. 
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Dabei sei erwihnt, dass (wie dies auch unmittelbar in der Figur 
deutlich) unser Polygonnetz ein reguldr-symmetrisches ist. Den Relationen 


A;' =1, T1(A;)) = 1 


entsprechen nimlich, wie aus den pag. 10 gegebenen Formeln un- 
mittelbar hervorgeht, die symmetrischen Relationen: 
A, == 1, TT(Ai) = 1 

womit nach § 8. (pag. 21) die Symmetrie gekennzeichnet ist. In geo- 
metrischer Auffassung bildet wieder die Spiegelung der Polygone lings 
einer der Kanten eine Operation ©, durch welche die Gruppe in sich 
tibergefiihrt wird und fiir welche gleichzeitig © A;0-! = A; ist, womit 
die holoedrisch isomorphe Zuordnung der Gruppe in sich gleichfalls 
bezeichnet ist (vergl. pag. 11). 


§ 12. 


Fundamentalpolygon und geschlossenes Polygonnetz (Riemann’sche 
Flache) fiir eine endliche Gruppe [ . 


Jede Gruppe [, fiir welche ein System von erzeugenden Opera- 

tionen A,, A,,---,Am, A, existirt, welches den Bedingungen: 

(I) Av—=i, 1(A)—1 

der Gruppe [ geniigt, stellt sich jetzt in der Weise dar, dass zu diesen 
Bedingungen noch weitere Relationen (Il) hinzutreten, die wir (um 
Verwechselung mit der friiheren Bezeichnung zu vermeiden) jetzt in 
der Form 

(Il) P, (Ai) = 1, P, (Aj) =1,---, P,(Ai) =1,---, P,(Ai) =1 
schreiben wollen. 

Wir verfolgen die Bedeutung dieser Relationen P,; = 1 unter der 
Annahme, dass wir es mit einer endlichen Gruppe [ von N Sub- 
stitutionen zu thun haben. 

In gleicher Weise, wie friiher geschildert, breiten wir die Sub- 
stitutionen der Gruppe [ in dem geschlossenen Netze der Gruppe [ aus 
und gelangen zu einem Fundamentalpolygone der Gruppe, welches bis 
auf ,aquivalente Aenderungen‘ bestimmt ist. Es besteht aus 2.N ab- 
wechselnd schraffirteh und nichtschraffirten Polygonen (n-Ecken), welche, 
der Erzeugung unserer Gruppe durch die Substitutionen A; eutsprechend, 
sich als ein zusammenhdngendes Gebiet im Netze [ ausbreiten lassen, 
dessen Randkanten vermége der Relationen (II) paarweise einander 
zugeordnet sind. Wir haben zu beweisen, dass wir das Gebiet wiederum 


in Gestalt eines einfach zusammenhdngenden Stiickes in unserem Netze 
ausbreiten kénnen. 
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Nimmt man namlich an, dass innerhalb des Fundamentalpolygons aus- 
geschlossene ,,Inseln“ von Polygoncomplexen liegen, so brauchen wir 
zuniichst diese Inseln nur als einfach zusammenhingend vorauszusetzen, 
denn andernfalls hitten wir unser Fundamentalpolygon tiberhaupt nicht 
zusammenhiingend ausgebreitet, was sicher méglich ist. Die Riander 
R,, R, einer solchen Insel sind nun irgendwie anderen Randkanten 

“ Ri, -++ unseres Fundamentalpolygons zugeordnet. Die an diese 
letzteren grenzenden Stiicke S,’, S,’,--- des Fundamentalpolygons sind 
also den entsprechenden Stiicken S,, S,,---+ der Insel aquivalent und 
diese kann, indem wir die Stiicke 8”, Sy, +++ ersetzen durch die 
Stiicke S,, S,,--- der Insel, verkleinert und ganz zum Verschwinden 
gebracht werden, ohne dass eine neue Insel auftrite. Indem wir dieses 
Verfahren fortsetzen , sehen wir: 


Fiir jede Gruppe T, welche durch Substitutionen A,, Ay, - ++, An 
erzeugt wird, welche den Bedingungen 


(I) Aj=1, A= 


geniigen, lisst sich in unserem unendlichen Netee ein einfach zusam- 
menhingendes Fundamentalpolygon construiren, dessen Rdnder 
einander paarweise zugeordnet sind. 

Wir wollen die freien Rander dieses Fundamentalpolygons wirklich 
aneinanderschliessen, wie es die Relationen 


(il) P,(A;) = 1 


angeben, d. h. wir wollen das geschlossene Polygonnetz fiir unsere end- 


liche Gruppe F bilden. Dieses ist dann eine allseitig geschlossene 
Fliiche von einem gewissen Geschlechte p: eine frei im Raume gelegene 
Riemann’ sche Fliche*), deren 2.N einzelne, abwechselnd schraffirte 
und weisse Gebiete in den Ecken (Verzweigungspunkten) zu je 2»; 


zusammenstossen, den Relationen (I) A;' = 1 entsprechend. Je zwei 
in irgend einer Kante a;a;4: benachbarte Polygone sind dabei als ein 
Blatt der Riemann’schen Fliache aufzufassen. 

Der pag. 21 fiir unsere allgemeinen Polygonnetze aufgestellte Satz 
lautet fiir unseren speciellen Fall: 

Das geschlossene Polygonnetz ist eine reguldre sal blittrige Rie- 
mann’ sche Fliiche. 


*) Ich gebrauche fiir diese Polygonnetze das Wort ,,Riemamnn’ sche F'ldche' 
wegen ihrer unmittelbaren Beziehung zu den betreffenden Eingangs erwihnten 
Abhandlungen (pag. 2, 3, 4, Anm.), Doch sei nochmals hervorgehoben, dass 
in der vorliegenden Untersuchung alle unsere geometrischen Gebilde, allein 
den gruppentheoretischen Fragen dienend, nur im Sinne der analysis situs ver- 
standen sind. 
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Dabei ist, wie schon im § 8. allgemein erwahnt, die Anordnung 
der nichtschraffirten Gebiete nicht nothwendig symmetrisch zu der 
Anordnung der schraffirten Gebiete. Vielmehr verlangen die friher 
hiefiir aufgestellten Bedingungen unter Festhaltung der dortigen Be- 
zeichnung, dass neben den Relationen: 


lL Aji=1, TA =1, 
(a) 


Il. P,(A;) =1 

noch die symmetrischen Relationen 
fl. 4,%—=1,° 1A’ =1, 
(I. P(A’) = 1 
stattfinden, was wohl stets fiir die Relationen I. (pag. 28) nicht aber 
im Allgemeinen fiir die Relationen II. eintritt. 

Die Zusammenfassung des Bisherigen ergiebt folgenden Satz: der 
eine friiher (Ann. Bd. XVII, p. 476) aufgeworfene Frage beantwortet: 

Jede endliche Gruppe von N Substitutionen lésst sich, ausgehend 
von gewissen erzeugenden Substitutionen derselben, durch eine reguldre 
N-blittrige Riemann’ sche Fliche versinnlichen, und zwar, den ver- 
schiedenen Arten entsprechend , durch die wir die Gruppe aus erzeugen- 
den Substitutionen definiren kinnen, noch auf sehr verschiedene Weise. 
Die regulire Flache, die wir erhalten, ist aber im Allgemeinen nicht 
auch regulir-symmetrisch. Dies tritt vielmehrdann und nur dann ein, wenn 
die Gruppe vermége ihrer erzeugenden Substitutionen in der eben angedeu- 
teten Weise holoedrisch isomorph auf sich selbst bezogen werden kann*). 


*) Anmerkung: Hier sei es gestattet, die Richtigstellung des Fehlers ein- 
zufiigen, der sich, wie schon erwihnt, in meinen friiheren Arbeiten iiber reguliire 
Riemann’sche Flichen findet: Meine Untersuchungen iiber reguliire Riémann’- 
sche Flichen (in meiner Inauguraldissertation , (Miinchen 1879) und im XVII. Bande 
der Mathematischen Annalen pag. 473—510) beschrinken sich auf die Betrachtung 
nur reguldr-symmetrischer Flichen (vergl. pag. 17 der Diss., sowie pag. 477, 478 
der Annalenarbeit), ohne dass dieses Umstandes als einer Einschrénkung — weil 
als solche nicht erkannt — Erwiihnung gethan ist. So sind also die Siitze in 
pag. 9 der Inauguraldissertation , sowie pag. 477, Anm. und 501 der Annalenarbeit, 
welche eine Aufzdhlung gewisser reguldirer Riemann'scher Flichen betreffen, 
dort nur fiir reguldr-symmetrische Flichen zu verstehen. Die eigentliche gruppen- 
theoretische und algebraische Untersuchung der Arbeiten macht von dieser Voraus- 
setzung keinen Gebrauch und ist somit allgemeingiiltig. Inwiefern sich gerade 
diese Untersuchungen den hier gegebenen allgemeineren gruppentheoretischen 
Formulirungen einordnen, zeige ich in § 14. Fassen wir die regulire Riemann’ 
sche Fliche in ihrer algebraischen Definition als Galois’sche Resolvente f(n,2z)=0 
auf, so bedeutet die Einschrinkung auf our regulir-symmetrische Flichen im 
algebraischen Sinne die Betrachtung Galois’scher. Resolventen mit nur reellen 
Coefficienten, wie dies Herr Klein in seiner soeben erschienenen Schrift ,, Ueber 
Riemann’s Theorie der algebraischen Functionen und ihrer Integrale“ § 21. fiir 
symmetrische Flichen tiberhaupt zeigt. 


(b) 
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§ 13. 


Geschlossene Curven auf unserer Riemann’schen Fliche. Maximalzahl 
der Relationen II. 


Wir haben uns vermége der Relationen 


(I) Aji=1, TA;—1, 
(ID) P,(A;) = 1 
eine geschlossene Riemann’sche Flache hergestellt, die unsere, N 
Substitutionen umfassende, Gruppe [ reprisentirt. Fiir jede solche Dar- 
stellung wird also einer Gruppe F ein gewisses Geschlecht p gugewiesen. 
Dasselbe ergiebt sich nimlich aus der Kenntniss der Zahl N, (der 
Bliatterzahl) und den durch die Formeln (I) gegebenen Zahlen »;, welche 
die Anzahl der in einem Eckpunkte zusammenstossenden schraffirten 
Polygone (Multiplicitét der Verzweigungspunkte) angeben. Man hat 
namlich nach dem Geschlechtssatze : 

Te am 

p=—N+14+ 3 

wo die Summe iiber alle Eckpunkte der Gebietseintheilung ausgedehnt ist. 

Wir wollen uns iiber die Anzahl der Relationen (Il) orientiren, 
welche die Gruppe T aus dem unendlichen, durch die Formeln (1) defi- 
nirten Netze ausschneiden. 

Ziehen wir ,auf unserer geschlossenen Fiche irgend eine Curve, 
welche von einem Polygone zu einem anderen hinfiihrt, so lisst 
sich dieser Weg mit Bezug auf die auf der Fiche getroffene 
regulire Eintheilung sofort als eine aus den Operationen A,, A), 
-++,An, A, zusammengesetzte Substitution P(A,, A,,- ++ ,Am, An) 
schreiben, analog wie friher im unendlichen Netze. 

Ist dieser Weg ein geschlossener, so implicirt er eine Relation 


P(A,, A, +++, Am, An) = 1. 


Dabei haben wir aber jetzt zu unterscheiden, ob der Weg im Sinne der 
analysis situs auf einen Punkt zusammengezogen werden kann oder 
nicht. Im ersteren Falle lisst sich die Relation P(.A,,A,,---,Am,An)=1 
mit Hilfe der Formeln (1) auf eine Identitiét zuriickfthren, wie wir 
dies beim unendlichen Netze gesehen. Im anderen Falle ist dies nicht 
miglich, d. h, die Relation P(A,, A,,++-, Am, An) = 1 stellt eine 
wesentlich neue in den Formeln (I) nicht ausgesprochene Beziehung 
zwischen den Operationen A; auf. Dabei kénnen wir diese Relationen 
(I) noch mannigfach umgestalten, d. h. wir kénnen die geschlossene 
Curve noch mannigfach auf der Fliche verschieben — und umgekehrt 
sind alle geschlossenen Wege, die sich auf der Fliche durch blosse 
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Verschiebung ineinander iiberfiihren lassen, von jenen durch (I) hervor- 
Oo Aenderungen abgesehen, einer einzigen Relation P(4,, A, . 
+, An, As) = 1 diquivalent. 

Nun giebt es auf einer Fliche vom Geschlechte p in diesem Sinne 
nicht mehr als 2p von einander unabhingige geschlossene Wege; alle 
iibrigen lassen sich aus diesen unter Zuhiilfenahme blosser Verschiebungen 
durch Wiederholung und Combination zusammensetzen. Sprechen wir 
diesen Satz in gruppentheoretischem Sinne aus, so folgt: 

Es giebt fiir unsere regulire Eintheilung sicher nicht mehr als 2p 
von einander unabhdngige Relationen: 


P,(A,, 4,,°++: 4m; 4s) = 1. 


Jede weitere Relation ldsst sich mit Hiilfe dieser und iibrigens der Re- 
lationen (1) herstellen. 

Dabei stellt aber die Zahl 2p nur eine obere Grenze der noth- 
wendigen Relationen P; = 1 fest. Denn fiir unsere reguliire Kintheilung 
sind nicht bloss die geschlossenen Wege ifquivalent, die wir durch 
stetige Verschiebungen auf der Fliche ineinander iiberfiihren kénnen, 
Eine Relation P;— 1 sagt naimlich zunichst, dass wir, von einem 
Polygone 1 ausgehend, auf dem Wege P; wieder zum Polygone 1 
zurickgelangen; sie sagt aber auch, dass wir vom Polygone @ aus- 
gehend auf dem Wege P; wieder nach @ gelangen; d. h. aus P; = 1 
folgt unmittelbar @P;#-'— 1. Und allgemein wird sich ein aus 
solchen Wegen zusammengesetzter Zug 


&P,8-1 & Po -1... = P(e P,o-)" 
schliessen, wenn nur P; = 1 ist*). Nun kann aber sehr wohl: 
aP,3- aS P, oder P(d? P; a") = P, 
sein, und also aus P; = 1 auch P, = 1 folgen, ohne dass darum diese 
beiden Wege stetig (d. h. durch blosse Verschiebung auf der Fliche) 
ineinander tibergefiihrt werden kénnen. 

Verzeichnen wir also auf unserer Fliche 2p Curven, die dieselbe 
zu emer einfach zusammenhiingenden machen und driicken diese ge- 
schlossenen Curven als Relationen P, = 1, P, =1,--+, Po; = 1 aus, 
so wird die Zahl 2p derselben sich um 1 vermindern lassen, so oft eine 
Relation P(# P;8—') = P, statthat. 

Gerade diese geometrische Formulirung ist es nun, von welcher 
wir in § 15. ausgehen, um fiir einzelne specielle Gruppen eine ,,inde- 
pendente Definition* abzuleiten. Wir legen die Definition dieser 
Gruppen durch regulire Riemann’sche Flichen zu Grunde, deren 


*) Umgekehrt folgt aber aus P (@P, a) = 1 nicht auch nothwendig P; = 1. 
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Verzweigung uns die Relationen (1) erkennen lisst, deren zweckmissige 
Zerschneidung zu einfach zusammenhingenden Flichenstiicken uns die 
zugehérigen Relationen (II) ergiebt. 


§ 14. 
Frihere Untersuchungen. 


Ehe ich dazu iibergehe, die im Vorstehenden allgemein exponirten 
Principien an einigen Beispielen durchzufiihren, sei es gestattet, die 
Stellung meiner friiheren gruppentheoretisch-geometrischen Unter- 
suchungen zu den hier gegebenen zu bezeichnen. 

In den soeben, pag. 30, citirten Abhandlungen wird geometrisch 
die Aufgabe gelést, eine Gruppe [, die uns in Form einer reguliren 
Riemann’ schen Fliche gegeben vorliegt, zu zerlegen, d. h. fir die- 
selbe eine Reihenfolge von Gruppen [, H,, H,,-~-- aufzustellen, deren 
jede ausgezeichnet in der unmittelbar vorhergehenden enthalten ist 
und dabei aus ihr sich abscheidet durch Adjunction bez. einer Gruppe 
r,,0,,---. Zu dem Ende*) wird die N-blittrig tiber der complexen 
Ebene ausgebreitete regulire Riemann’sche Fliche einer Deformation 
unterworfen, durch welche die Blatter derselben zum Theile neben- 
zum Theile tibereinander zu liegen kommen, Gelingt dann diese De- 
formation so, dass eine M’-blittrige (VN — M’- M”) frei im Raume 
gelegene reguldre Riemann’sche Fliache entsteht, deren jedes Blatt 
vom Geschlechte jp, wicder reguliir eingetheilt erscheint, so ist durch 
diese Deformation die Gruppe [ der Fliiche gespalten in eine Gruppe 
[,, repriisentirt durch die regulire Kintheilung des einzelnen Blattes 
der deformirten Fliche tnd eine Gruppe H,, die Gruppe der Ver- 
tauschungen der iibereinanderliegenden Biliitter. 

In unserer hier gegebenen allgemeinen Ausdrucksweise haben wir 
aus dem geschlossenen Netze einer endlichen Gruppe [ ein Funda- 
mentalpolygon fiir eine Gruppe [, abgeschieden, durch dessen Ad- 
junction die Gruppe [ sich auf die Gruppe H, reducirt, welche in der 
Ueberfiihrung der einzelnen ‘iquivalenten Fundamentalpolygone I, be- 
steht. Somit kennzeichnet sich diese friihere Behandelung als eine 
specielle Form unserer hier gegebenen allgemeinen Auffassung**). 


*) Vergl. pag. 46 ff. der Inauguraldissertation; pag. 484 ff. der Arbeit im 
XVII. Annalenbande, 

**) Es sei hier der Hinweis gestattet, dass fiir die allgemeine Frage nach 
der Zerlegung einer Gruppe, die durch Relationen F', =1 gegeben ist, in der 
vorliegenden Untersuchung (zumal in §§. 4., 5.,9., 10.) die nothwendigen Mittel 
gegeben sind, und ich méchte mir vorbehalten, auf eine Behandlung derselben, 
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§ 15. 
Beispiele. 


1. Die Gruppen beim Geschlechte p= 0. 


Die vorstehenden Siitze iiber die Definition von endlichen Gruppen 
an einigen Beispielen zu erliutern, beginnen wir mit den Fiillen, in 
denen das, aus den Relationen 


(I) Aji=1, (A) =1 


und der Zugrundelegung der Anzahl N der Substitutionen einer Gruppe 
sich ableitende Geschlecht p gleich Null ist. Dann ergiebt unser in 
§ 13. abgeleiteter Satz tiber die Maximalzahl 2p der zur vollstiindigen 
Definition einer endlichen Gruppe noch nothwendigen Relationen (II) 
sofort: 

Die beim Geschlechte Null auftretenden Gruppen sind durch die 
Relationen (1) allein vollsténdig definirt. 

_ Wir zihlen die in Betracht kommenden, nachgerade sehr bekannten 
Gruppen*) kurz auf, indem wir zuniichst die hierhergehérigen reguliren 
Riemann’ schen Flichen vom Geschlechte 0 durch ihre Verzweigung und 
Blatterzahl charakterisiren, durch welche ja ganz ebenso die Gebiets- 
eintheilung der entsprechenden ,,frei im Raume gelegenen Fliiche “ 
bezeichnet ist. Es sind die folgenden: 


Verzweigung der Blitter der Rie-| 
mann’schen Fliche an den Stellen! Blitter- 


Gy, Os, &, zu je zahl 

V4, %, Vs N= 

1. Cyklische Gruppe. Vv, v, . | v 
2. Doppelpyramidengruppe. v, 2, 2 | 2v 
3. Tetraedergruppe. 3, 3, 2 Le 
4. Oktaedergruppe. 4, 3, 2 | 24 
5. Ikosaederpruppe. 5, 3, 2 | 60 


Fiir diese Gruppen ergeben sich hiernach unmittelbar die independenten 
Definitionen. Wir schreiben dieselben, wie wir dies im Anschluss an 
unsere geometrischen Formulirungen stets gethan, in der Weise, dass 
wir 2 bez. 3 Substitutionen A; als erzeugende Substitutionen einfiihren, 
der Anzahl der Verzweigungsstellen entsprechend , zwischen denen eine 


die sich in einfachster Weise gestaltet und das Wesen der Frage klar erfassen 
lisst, demniichst im weiteren Verfolge meiner Untersuchungen einzugehen, 

*) Man vergl. Klein, Math. Ann. Bd. IX, pag. 183 ff., und ebenda Bd. XIV, 
pag. 149. 
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Relation TT(A;) = 1 besteht — eine Schreibweise, die man etwa als 
»,homogene“ bezeichnen kénnte. Dann kommen die definirenden 
Formeln: 


1, Cyklische Gruppe: A,’ =1, A,’=1, A, A,=1. 
2. Doppelpyramidengruppe: A,” =1, A,?=1, A,?=1, A, A,A,—1. 
3. Tetraedergruppe: A,i=1, A i—_l, AZ2—1, A,A,A,—1. 
4. Oktaedergruppe: A,'=1, A,i=1, A,?=—1, A,A,A,—1. 
5. Ikosaedergruppe: A,i=1; AS—1, A,2==1, A, A,A,—1. 


Dies Resultat, etwa speciell fiir die letzte dieser Gruppen ausge- 
sprochen, lautet also: 

Sind uns zwei Operationen irgend welcher Art, A, und A,, gegeben, 
von denen, auf ein Object 1 angewandt, die erste nach 5-maliger Wieder- 
holung, die zweite nach 3-maliger Wiederholung den Anfangszustand 
herstellt, wiihrend die Combination der beiden A,A,(— Az") von der 
Periode 2 ist, so ist die durch Iteration und Combination der beiden 
Operationen A,, A, entstehende Gruppe holoedrisch isomorph mit der 
Ikosaedergruppe (also mit der Gruppe der geraden Vertauschungen von 5 
Dingen). 

Abgesehen von unserer geometrischen Entwickelung iiberzeugt 
man sich auf rein combinatorischem Wege leicht von diesem Resultate. 

Ks lassen sich niimlich (indem wir etwa A, zuniichst durch die 
Beziehung A; = A, A, eliminiren) alle aus A, und A, miglichen Pro- 
ducte A," A, A,’ A,--- mit Hiilfe der obigen Relationen 

Aj=1, A,>—<1, (A, A)? =—1 
auf die folgenden 60 von einander verschiedenen Producte zuriickfiihren : 
Af‘, 
Af‘ A,Ai, 
Aj‘ A, A,?.A, Ar, 
Aj‘ A, A, A, A,\3 A, = A, A,? A, A,° A, Ai, 
(a, ¥=0, 1,2, 3, 4), 


welche die Substitutionen unserer Gruppe vorstellen. 

In unserer geometrischen Sprechweise lautet der Satz: Setzt man 
irgend welche krummlinige Dreiecke a,a,a, (schraffirte Dreiecke) und 
im Sinne der analysis situs symmetrische Dreiecke a, a,a, (nichtschraffirte 
Dreiecke) derart nebeneinander, dass in den Ecken a, je 10 abwechselnd 
schraffirte und nichtschraffirte Dreiecke zusammenstossen, in den Ecken 
a, ebenso je 6 und in den Ecken a, je 4 solecher Dreiecke, so enthdlt das 
entstehende Netz von Dreiecken, wie wir auch die Gestalt dieser Dreiecke 
3* 
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im Uebrigen wiihlen mégen, nur 60 schraffirte und ebensoviele weisse 
Dreiecke, welche die ganze Ebene ausfiillen*). [Die Ebene ist dabei als 
geschlossene Fliche mit einem unendlich fernen Punkte aufgefasst.| 

In Tafel II ist ein solches Netz von Dreiecken entworfen. Zur 
besseren Uebersicht sind diese als Kreisbogendreiecke mit den Winkeln 
bi 4 4 
5B’ 3? 
stereographische Projection eines auf die Kugel verzeichneten Iko- 
saeders**). Weiter ist in der Figur von einem Polygon ,,1‘ aus- 
gehend ein Theil der Dreiecke durch die zugehérigen Substitutionen 
S(A,, A,) bezeichnet, wodurch sich die eben angefiihrte Tabelle der 
60 Substitutionen unmittelbar ergiebt. 

Die Zuriickfthrung irgend einer allgemeinen Substitution 

Aj A, Af A, + -- 
auf eine dieser 60 Substitutionen wird dann geometrisch sofort ge- 
leistet, wenn wir nur den einer solchen Substitution entsprechenden 
Weg vom Polygone 1 beginnend auf unserer Gebietseintheilung ver- 
folgen. Dieser Weg fiihrt uns zu einem bestimmten Endpolygone, 
welches die ,,reducirte Form“ des obigen Ausdruckes darstellt. 

Fiir die tibrigen, bei p = 0 auftretenden Gruppen und die zuge- 
hérigen Gebietseintheilungen ergeben sich selbstverstiindlich ganz ana- 
loge Siitze. Insoferne aber diese Gruppen die einzigen sind, deren, 
aus den Relationen I gebildete Netze nur eine endliche Zahl von Poly- 
gonen umfassen, kénnen wir auch umgekehrt den Satz aussprechen: 

Die aufgezihlten Gruppen sind die einzigen, fiir welche die Kennt- 
niss der Relationen I zu ihrer villigen Definition hinreicht. 

Es bedarf dabei wohl kaum der Erwihnung, dass unsere Gebiets- 
eintheilungen, als Netze der in § 11. gegebenen Art, symmetrische 
sind, die Gruppen also durch die pag. 21 gegebene Zuordnung holoedrisch 
isomorph auf sich selbst bezogen sind. 


= gezeichnet und somit erscheint die Figur als die bekannte 


2. Einige Gruppen, fiir welche das Geschlecht einer zu- 
gehérigen Riemann’schen Fliche p—1 ist. 


a. Als Beispiel einer Gruppe, bei welcher die in §. 13. abge- 
leitete Maximalzah] der Relationen (II) wirklich nothwendig ist zur 
volligen Charakterisirung der Gruppe, dient uns die Gruppe der Trans- 
formationsgleichungen der elliptischen Functionen. 


*) Der Ausdruck ,,im Allgemeinen“, den wir in den Sitzen pag. 26 u. 27 
gebraucht, ist also gerade mit Bezug auf die Gebietseintheilungen bei p = 0 als 
specielle Fille zu verstehen. 

**) Eine Figur, wie sie Schwarz in der mehrfach erwiihnten Abhandlung 
im 75. Bande von Crelle’s Journal pag. 321 ff. angiebt. Vergleiche auch Klein, 
Math. Annalen Bd. XII, pag. 511. 
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Verwandeln wir die Perioden 2@, 2q’ einer elliptischen Function 


in Se, = so besteht die zur Gruppe der Transformationsgleichung 


gehorige regulire Riemann’sche Fliche aus N = 2mm Blattern, die 
an vier Stellen paarweise verzweigt sind*). Das Fundamentalpolygon 
unserer Fiaiche zeigt also die bekannte Parallelogrammeintheilung 
(Fig. 1 der Tafel I11), in der die schraffirten und nichtschraffirten 
Polygone jedesmal den Halbblittern unserer Riemann’schen Fiche 
entsprechen. Die Anordnung dieses Polygonnetzes in seiner unend- 
lichen Ausdehnung liefert uns also sofort die ,Relationen (I)* fiir die 
erzeugenden Substitutionen unserer Gruppe in der Gestalt:. 


(I) At—1, A2—=1, A—1, A2—_1, 4,4,4,4,—1 


und aus diesem Netze wird ein endliches Stiick als Fundamental- 
polygon unserer Gruppe herausgeschnitten durch die unmittelbar aus 
der Figur abzulesenden Relationen 

(I) (A, 4,)™=1, (A; A,)"=— 1, 

durch welche die ,,Linge“ und ,,Breite‘ unseres Fundamentalpolygons 
sich bestimmt. 

Die Substitutionen (A, A,) und (A,A,) (also die Combination zweier 
,», Drehungen“‘ A;) bezeichnen dabei zwei ,,Verschiebungen“ des unend- 
lichen Netzes in sich, aus welchen sich alle méglichen Verschiebungen 
desselben zusammensetzen; gerade der Umstand nun, dass diese Ver- 
schiebungen unter einander vertauschbar sind, vewirkt, dass wir hier 
wirklich 2p==2 Relationen (II) bediirfen, um aus diesen zweifach unend- 
lich vielen Operationen eine endliche Gruppe abzuscheiden. 

Schliessen wir das nunmehr analytisch definirte Fundamental- 
polygon unserer Gruppe zur Riemann’schen Fliche zusammen, so 
kommt die bekannte, reguliir eingetheilte Ringfliche, auf welcher 
sich die ,,geschlossenen Wege“ einer liche in ihrer gruppentheoretischen 
Bedeutung an einem einfachsten Beispiele darstellen. 


b. Wir fiihren als weitere Beispiele p = 1 zwei reguliire Rie- 
mann’sche Flichen auf, welche nicht regulér-symmetrisch sind, fiir 
welche also die aus den Flacheneintheilungen abgeleitete Erzeugungs- 
weise der zugehérigen Gruppen den in § 12. gekennzeichneten Isomor- 
phismus der Gruppe in sich nicht zulisst. 





*) Fiihren wir in der Weierstrass’schen Bezeichnung p(w), p’(w) als 
doppeltperiodische Functionen mit den Perioden 2, 2’ ein, und bezeichnen 


durch p(u), p(w) Functionen mit den Perioden 28 5 2° , 80 stellt die obige 





Fliche wnmittelbar die Verzweigung von p’(u) in Bezug auf p(u) dar. Vergl. 
Math. Ann, XVII, pag. 504 ff. 














38 W. Dyck. 


Die beiden Gruppen sind durch die in Figur 2 und 3 der Tafel Ill 
gegebenen Fundamentalpolygone und die beigesetzte Zuordnung der 
Riander definirt. Uebertragen wir dieses geometrische Bild in unsere 
analytische Formelsprache, so ergeben sich zuniichst die ,,Relationen 1“, 
welche das unendliche Polygonnetz kennzeichnen. Sie sind: 

«) Fiir die erste Gruppe (Fig. 2): 


(I) Aji=1, A i=ml, AZ—1, A, AA, = 1. 
B) Fiir die zweite Gruppe (Fig. 3): 
(1) Aten t, Atmel, A2—1, A,A,A, = 1. 


Die Zuordnung der Rinder der Fundamentalpolygone fiir unsere 
endlichen Gruppen liefern nun weiter die Relationen (II), welche wir 
der in die Figuren eingetragenen Bezeichnung der einzelnen Polygone 
sofort entnehmen. Es sind die folgenden: 

a) Fiir die erste Fliche: 


(1) (A; A,*)* = A, A,* 
B) Fir die zweite Fliche: 
(II) (A, A,?)? = A, A, 


Bilden wir nun fiir diese Fliichen die analogen Definitionen, wie 
sie sich mit Hiilfe der (pag. 21 gegebenen) symmetrischen Relationen 
A,’, A,', A,’ gestalten, so kommt: 

a) Fiir die erste Fliche: 


(l’) Ajt*=1, Aa l, A4,2?=—1, A, A, A, —1, 
(i) (A, A,')3 = (.A,’.A,’)2, 

B) Fiir die zweite Fliche: 
(I’) Aten, Aten t, btm l, AAAS 1, 
(I’) (A; A,?)? = (A, A,*)*. 


Hier zeigt sich also, dass die obigen Relationen (Il), geschrieben 
in den gestrichenen Buchstaben, nicht erfiillt sind, dass also eine iso- 
morphe Beziehung der Gruppe in sich durch Zuordnung der Opera- 
tionen A; und A; nicht statthat, wie dies geometrisch unmittelbar 
ersichtlich ist*). 


*) Flacheneintheilungen dieser Art sind, nach den Ausfiihrungen auf pag. 30, 
in meiner Arbeit im XVII. Aunalenbande (Abschnitt ILI.) nicht enthalten, viel- 
mehr sind dort (pag. 506, § 12.) unter den Flichen der Verzweigung [6, 3, 2] und 
[{4, 4, 2] (in der dortigen Bezeichnung) nur die reguliir-symmetrischen Flichen 
aufgezihlt. Wie dort beziehen sich auch die hier charakterisirten nicht -sym- 
metrischen Flichen auf die complexe Multiplication der elliptischen Functionen 
mit g,=0 bez. g, 0 (in der Weierstrass’schen Bezeichnung) und zwar ist 
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3. Die Gruppen der Modulargleichung fiir Primzahltrans- 
formation der elliptischen Functionen. 


Die Darstellung der Gruppe der Modulargleichungen, welche einer 
Primzahltransformation der elliptischen Functionen entsprechen, durch 
Relationen zwischen den erzeugenden Substitutionen ist mir in end- 
giiltiger Form noch nicht gelungen. Wiihrend ich also hierauf bei 
nichster Gelegenheit zuriickzukommen denke, sei doch fiir diese 
Gruppen die Form der Fragestellung, die sich hier kurz bezeichnen 
lisst, entwickelt. Gerade fiir diese Gruppen ist nimlich das Princip 
der Bildung eines Fundamentalpolygons, auf dem ja unsere geometrischen 
Definitionen beruhen, von Herrn Klein, im Verfolge anderer Gesichts- 
punkte, zuerst ausgesprochen worden. 

Alle linearen ganzzahligen @-Substitutionen von der Determinante 1 
bilden eine Gruppe [, die erzeugt wird durch die beiden Substitutionen 

A,-::-a@ =o+1, 
, 1 


A,::-a=——, 
‘ @ 


wo A, eine ,,unendlich hohe‘ Periode — wenn dieser Ausdruck ge- 
stattet ist —, A, die Periode 2 besitzt. Die Combination beider 
Operationen 
A, = Ay’ As ++ of = — Ot! 
@ 

ist von der Periode 5. In unserem Sinne ist also diese Gruppe T definirt 
durch die Relationen: 
(I) A,*=1, Aji@el, Aol, A, A, A, = 1. 

Geometrisch entspricht ihr ein unendliches Netz von abwechselnd 
schraffirten und nichtschraffirten Dreiecken, die an den Ecken a, zu 
je unendlich vielen, bei a, zu je 6, bei a, zu je 4 zusammenstossen 
-- in eine gewisse Symmetrie gebracht die bekannte Hintheilung der 
a-Ebene, wie sie sich ergiebt, wenn wir die Abhiingigkeit des Perioden- 
verhiiltnisses @ des elliptischen Integrales von der absoluten Invariante 
desselben studiren. Die gestaltliche Anordnung dieses Netees, im Sinne der 
analysis situs, ergiebt sich dabei hier, wnabhingig von der Theorie der 


es hier speciell die Multiplication mit (2-++¢@), wo @ eine dritte Einheitswurzel, 
beziehungsweise die Multiplication mit (2-7), also eine specielle Transformation 
der 7'" bez, 5'" Ordnung, deren Gruppe durch die obigen Flichen bezeichnet wird, 
Es finden sich diese Flichen in den Tabellen der reguliren Gebietsein- 
theilungen vom Geschlechte 1 von C. Jordan und W. Godt (vergl, dessen 
bereits erwiihnte Programmschrift pag. 11 ff.) nicht aufgezihlt; auch die Flichen, 
die ich nach meiner friiheren Bezeichnung durch [2, 3, 6], N = 18m?; [3, 3, 3], 
N = 9m? und [2, 4, 4], NV = 8m? charakterisirt habe, sind dort nicht erwiahnt. 
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linearen Substitutionen, auf einem independenten Wege aus den Rela- 
tionen (1). 

Nehmen wir alle Substitutionen der Gruppe [ nach einem Modul n 
(der als Primzahl vorausgesetzt sei), so spaltet sich dieselbe dadurch in 
die Gruppe H der modulo » der Identitdt congruenten o-Substitutionen und 
die Gruppe Ff der modulo n verschiedenen w-Substitutionen. Die letztere 
Gruppe ist die Gruppe der Modulargleichung fiir Transformation n'* 
Ordnung. Ihr entspricht in der w-Ebene ein Fundamentalpolygon von 


N=- 2 schraffirten und ebensovielen nichtschraffirten Dreiecken, 


dessen Riinder einander paarweise zugeordnet sind. Das ,,geschlossene 
Netz“ bildet die reguliire Riemann’sche Fliche, welche der Galois’- 
schen Resolvente der Modulargleichung zukommt. Ihre 2N =n- n?—1 
abwechselnd schraffirten und nichtschraffirten Gebiete (Halbblitter) 
stossen an Ecken a, zu je 2”, an Ecken a, zu je 6, und an Ecken a, zu je 
4 zusammen. Diese Fliiche und das zugehérige Fundamentalpolygon habe 
ich (Annalen XVIII, p. 507 ff.) einer eingehenden gestaltlichen Discussion 
unterworfen, auf die man eine Definition unserer Fliche durch Rela- 
tionen F,(A;) = 1 griinden kann. Die Ableitung der Relationen 
Fi, = 1 fiir diese Gruppen ist dabei, nach den friiher allgemein aus- 
gesprochenen Sétzen, gleichlaufend mit der Bestimmung der Gruppe H der 


modulo n der Identitiét congruenten Substitutionen a = wets durch 
ihre erzeugenden Substitutionen. 


Indem ich auf diese allgemeine Fragestellung spater zuriickzu- 
kommen denke, sei hier die Durchfiihrung unseres Problems fiir den 
Fall der Transformation 7” Ordnung gegeben. Die hier zugehdrige 
168 -bliittrige Flache hat Herr Klein im XIV. Annalenbande in der 
Abhandlung ,,Ueber Transformation siebenter Ordnung“ ausfiihrlich 
discutirt*). Wir beziehen unsere folgende Entwickelung auf das dort 
in einer besonderen Tafel gegebene F'undamentalpolygon der Gruppe. 

Zuvorderst ergeben sich die ,,Relationen (I) fiir unsere Gruppe 
sofort aus der Multiplicitét der Verzweigungspunkte unserer Fiche 
in der Form: 


(I) Aji=1, A=, Az—1, A,A,A, — 1. 


Zur Herstellung der ,,Relationen (II) haben wir jetzt die Zu- 
ordnung der Rdnder unseres Fundamentalpolygons (wie sie auf jener 
Tafel bezeichnet ist) symbolisch auszudriicken, Dies gelingt am ein- 
fachsten, wenn wir die in jener Tafel stark markirte Zickzacklinie 
verfolgen, welche von dem mit 13 bezeichneten Rande des Gebietes 


*) Vergl. insbesondere § 12, dieser Abhandlung. 
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zum Rande 4 hinfiihrt. Indem namlich die Riander 4 und 13 einander 
zugeordnet sind, schliesst sich in der geschlossenen Fliche unsere 
Linie gerade zusammen; schreiben wir also den Zickzackweg mit Hilfe 
der Substitutionen A,, A,, A, als eine Substitution, wclche von einem 
am Rande 13 liegenden Dreieck unseres Fundamentalpolygons hinfiihrt 
zu dem ,aquivalenten* Dreieck, welches im Rande 4 an unser Funda- 
mentalpolygon anstésst, so haben wir diese Substitutign gleich 1 zu 
setzen, um die gewiinschte Relation zu erhalten, welche die Rinder 4 
und 13 einander zuordnet. So kommt eine Relation (II) in der Gestalt: 
(IT) (A, A,*)* = 1*). 

Diese Relation ist aber ausreichend, wm das ganze Fundamental- 
polygon unserer Gruppe auszuschneiden. In der That, die Zuordnungen 
der iibrigen Rander unserer Figur (wie sie die, jener Tafel beigesetzte, 
Tabelle angiebt) werden durch ebensolche Zickzacklinien bezeichnet, 
welche sich als Substitutionen schreiben lassen, die aus der obigen 
durch Transformation abgeleitet sind. 

Es bilden also die Relationen (1) und (11) die gewollte Definition 
unserer Gruppe, die wir kurz etwa in der folgenden Form schreiben 
konnen: 

Aji=1, AJi=—1, (4,4,)?=—1, (4,4,°)' = 1. 
Die 168 Substitutionen, welche unsere Gruppe umfasst, lauten 


dabei — indem wir zu einfacher Schreibweise wieder von A, und A, 
als erzeugenden Substitutionen ausgehen — kurz wie folgt: 
a 
S As‘, 
a 
Ss Af‘ As Ay’, 


wo S die folgende Substitution von der Periode 3 bedeutet: 

S = A, A,3A, A,5 A, 4,', 
und « die Werthe 0,1,2; w und v (von einander unabhiingig) die 
Werthe 0, 1,2,---,6 durchliuft™). 








*) Selbstverstiindlich hiitten wir (nach pag. 17 u. 31) auch irgend einen an- 
deren Weg von Rand zu Rand fiihren kiénnen; der vorliegende ist nur in der 
gruppentheoretischen Schreibweise der einfachste. 

**) Diese Schreibweise der 168 Substitutionen beruht auf def Zerlegung der 
Fliche in drei Gebiete von 56 schraffirten und ebensovielen nichtschraffirten Drei- 
ecken, welche ich in der erwihnten Abhandlung im XVIII, Annalenbande (p. 525) 
als ,,Polygoncyklen® bezeichnet habe. 

Ich fiige hier gleich die ganz entsprechende Schreibweise wiberhaupt fiir die 
Substitutionen der Modulargruppe fiir Transformation nter Ordnung (n Primzahl) 
bei. Bezeichnen hier A, und A, die (jetzt modulo n verstandenen) Substitutionen 
."—! = *— . n+2. n? 
Substitutionen, welche unsere Gruppe umfasst, gegeben durch die Formeln: 


wo’ =o-+1, bez. w =; so sind die 
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Unsere Fliche kennzeichnet sich — (wie die Figur lehrt und eine 
Umsetzung der obigen Formeln (pag. 21 gemiiss) zeigt — als eine 
regulir-symmetrische. Die isomorphe Zuordnung der Gruppe in sich, 
welche sich hierin ausspricht, ist, wenn wir die betreffeuden Substitu- 
tionen etwa wieder als ,,@-Substitutionen“ deuten wollen, bezeichnet 


dureh: . 
A, ---@=—o+1, A, ::- @=oa—l, 
' ss altatl Be fen an 
A, Qo = o?| 4s ou — —-*). 
vA ‘ 
S A} ‘ 
S* At A, A’, 


[a=o, l,ee — oe Tee ee ij, 
wo S die folgende Substitution bedeutet: 
S= A,A,’ AA," A, A?; 


hierin sind die Exponenten @ und @ zwei primitive Wurzeln der Primzahl x, fiir 
welche die Beziehung «d= 1mod.n statthat. Fiir die Potenzirung der Sub- 
stitution S hat man dabei die folgende einfache Regel : 


2 a a a 
S* = A, AY A, A® A, AY, 


aus welcher sich, mit Beriicksichtigung der soeben gemachten Festsetzungen, die 


: n 
Periode von S zu 


7 . ergiebt. 

Diese Angaben folgen unmittelbar aus pag. 515 ff. und 523 ff. der oben er- 
wahnten Arbeit: Die Substitution S, als a-Substitution (und modulo n) geschrieben, 
lautet nimlich einfach o’ = 7 , und die obige Schreibweise fiir die Substitu- 
tionen unserer Gruppe besagt geometrisch nichts anderes, als dass die reguliire 
Riemann’ sche Fliche, welche wir unseren Darstellungen zu Grunde legen kéunen, 

n— 


: 1 . 
. » Polygoncyklen“ zerlegt werden kann, welche den verschiedenen 





Werthen von 4 entsprechen. 

Selbstverstiindlich lisst sich in dieser Formulirung auch die vorbin (pag. 35) 
gegebene Modulargruppe fiir die Transformation 5" Ordnung (die ,, [kosaeder- 
gruppe‘‘) einbegreifen. Man hat niimlich hiefiir S = A,A,?A,A,34,4,? und be- 
kommt dann 60 Ausdriicke S* Ai‘, S* Af‘ A, A?, welche sich sofort in die vorhin 
(pag. 35), in unmittelbaren Anschluss an die Figur (Tafel II.), gegebenen iiber- 
fiihren lassen. 

*) Diese holoedrisch isomorphe Beziehung hat, wie bekannt, allgemein fiir 
jede Modulargruppe statt. Man sehe die Entwickelungen in Serret’s Traité 
@algébre supérieure vol. II., sowie auch einen Aufsatz von Kronecker in den 
Monatsberichten der Berliner Akademie vom Jahre 1861. Geometrisch spricht 
sich der Isomorphismus wieder in der Symmetrie der zugehérigen Riemann’- 
schen Flichen aus (vergl. Ann. XVIII, pag. 521). 
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Gruppentheoretische Studien. 


§ 16. 
Ueber die Definition gewisser complexer Zahlsysteme. 


Bei der Aufstellung eines Systems von complexen Zahlen im all- 
gemeinsten Sinne des Wortes handelt es sich zunichst stets um die 
Annahme einer Reihe von Einheiten fiir dieses Zahlsystem und weiter 
um die Festsetzung der Rechenoperationen in diesem Systeme. 

Die folgenden Bemerkungen betreffen die Einfiihrung gewisser 
Multiplicationsregeln fiir die Einheiten eines Zahlsystems. Unter den 
verschiedenartigen Verabredungen, die man hier treffen kann, setzen 
wir nimlich ein Princip solcher Bestimmung folgendermassen fest: 

Die durch Iteration und Combination der zu Grunde gelegten Ein- 
heiten E,, E,, E,,--+ E,, gebildeten Producte 


EF," E," i E,” E,” ay eS 


sollen eine geschlossene Gruppe von Operationen bilden. 

Dann gelten die urspriinglichen Einheiten E,, E,,--+ EZ, als die 
erzeugenden Substitutionen dieser Gruppe und die Mudltiplications- 
regeln fiir unsere Kinheiten stellen sich als die zur Definition der 
Gruppe nothwendigen Relationen zwischen den erzeugenden Substitu- 
tionen dar. Die Gesammtheit aller Substitutionen dieser Gruppe ent- 
spricht dem vollen Systeme der Einheiten fiir unsere complexen Zahlen. 

Es soll gezeigt werden, dass dieses Princip bei der Definition der 
Quaternionenenheiten thatsiichlich zur Verwendung kommt und diese 
also eine Gruppendefinition in dem hier aufgestellten Sinne ist.*) 

Wir bezeichnen durch 1, E,, Z,, E, vier Einheiten, fiir welche 
die Multiplicationsregeln gegeben sind durch folgende Formeln: 


E,=£,h,, E,=E,E,, £E,=£,f,, 
E,E,E, =1. 


Dann ist, 1 (die identische Substitution), E,, Z,, H, als die er- 
zeugenden Substitutionen einer Gruppe aufgefasst, durch diese Rela- 
tionen die Gruppe folgender acht Substitutionen definirt: 


*) Analoges gilt fiir die von Clifford, im Anschluss an Grassmann, ge- 
gebene Erweiterung der Quaternionen auf ein System mit n Einheiten (vergl. den 
Aufsatz ,,Applications of Grassmann’s extensive Algebra‘ im American Journal, 
vol. L, pag. 351). Was Festsetzungen fiir die Multiplicationsregeln eines Zahlen- 
gebietes anlangt, so ist hier (neben der schon Eingangs angefiihrten ,, Ausdehnungs- 
lehre‘‘) noch der Aufsatz von Grassmann ,,Sur les différents genres de multi- 
plication“ im 49. Bande von Crelle’s Journal zu erwihnen, Doch sei bemerkt, 
dass eine Reihe der dort getroffenen Multiplicationsregeln sich nicht unter den 
Gruppenbegriff subsumiren lassen, insoferne dort gewisse Producte von Einheiten 
gleich Null gesetzt werden. 
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Ei, £,, &;, 
E? = EZ = E,2, 
FE, £5, £,°. 


Man findet namlich, fiir die Zuriickfiihrung irgendwelcher Sub- 
stitutionen, sofort die Beziehungen: 
E,! = £,' = E,‘ = 1, 
und 


Ei =E#,E;,, ES =EE,, ES =EL,E,. 


Diese Einheiten und thre Multiplicationsregeln entsprechen hiernach 
unmittelbar dem System der Quaternioneneinheiten, wenn wir fiir 
dasselbe die acht Einheiten 


1, a 1, i, —t, jy om $y k, — k*) 
(in der gewdhnlichen Schreibweise) zu Grunde legen**). 


Leipzig, am 6. December 1881. 


*) Die getrennte Einfiihrung positiver und negativer Einheiten giebt z, B. 
Weierstrass in seinen Vorlesungen iiber analytische Functionen. 

**) Man vergleiche die Formeln in Hamilton's Elements of Quaternions 
pag. 157 ff. , oder auch in H. Hankel’s Theorie der complexen Zahlen, Abschnitt VIII. 


In Erginzung des pag. 1 gegebenen Citats auf die Cayley'’sche Note ,,On 
the theory of groups‘ im 1. Bande des American Journal of Mathematics habe 
ich noch drei kleine Abhandlungen Cayley’s ,,0On the theory of groups, as 
depending on the symbolic equation 0"—1‘ (Philosophical Magazine and Journal 
of Science, Se 4, Bd, 7 u. 18, 1854, 1859) zu erwiahnen, die mir bisher entgangen 
sind. Sie behandeln die Aufstellung aller méglichen Gruppen von » Substitutionen 
als Lisungssysteme der symbolischen Gleichung 0” = 1 fiir die einfachsten Fille; 


inbesondere findet sich dort die soeben gegebene Darstellung der ,,Gruppe der 
(Juaternioneneinheiten“. 


April 1882. 
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Notiz zur Theorie der Modulfunctionen. 
Von 


Orro Ravsensercer in Frankfurt a. M. 


In seiner Arbeit ,Grundlagen einer independenten Theorie der 
elliptischen Modulfunctionen wu. s. w.“ im XVIII. Bande der Annalen 
basirt Herr Hurwitz die Construction der Modulfunctionen auf die 
Bildung von Reihen, die in etwas modificirter Gestalt lauten 


(1) > Gr)” n>l1, 


und die er, falls sie homogen gemacht werden, als Modulformen be- 


zeichnet. mg und v durchlaufen beide hierbei alle ganzzahligen Werthe © 


mit Ausnahme der Combination uw = v = 0. — Herr Poincaré legt 
in seinen Untersuchungen iiber Functionen mit linearen Transfor- 
mationen in sich (vgl. z. B. die Abhandlung im XIX. Band der 
Annalen: Sur les Fonctions Uniformes qui se reproduisent par des 
Substitutions Linéaires) der Bildung von Transcendenten, welche die 
Modulfunctionen als speciellen Fall in sich schliessen, ihnliche Reihen 
zu Grunde, Diejenige unter denselben, welche der obigen entspricht, 
lautet 


=y’ 1 \n 
(2) pA , 
worin jedoch w und y nur diejenigen Werthe durchlaufen, welche der 
ganzzahligen Gleichung 
av — bu = 1 

Geniige leisten, d. h. zu einander relativ prim sind. 

Es bietet sich uns nun die Frage dar: Sind die Reihen (1) und 
(2) wesentlich von einander verschieden, oder stehen sie 2u einander in 
einfacher Beziehung? Dass das Letztere der Fall ist, ergiebt sich 


iiberaus leicht in folgender Weise. 
Bezeichnet 


« 1 2n 
3) aGete 
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eine Reihe, in welcher w und v alle Werthepaare durchlaufen, welche 
den gréssten gemeinschaftlichen Theiler k besitzen, so leuchtet ohne 
Weiteres ein, dass sich diese Reihe den Substitutionen 


y= und y=2+1 


gegeniiber genau ebenso verhiilt wie die Reihe (1). Wihrend niimlich 
die erste Substitution die Absonderung eines Factors veranlasst, wird 
durch die zweite aus (3) 


ok ate +u oe 


und es ist klar, dass w und v +- w ebenfalls den grossten gemeinschaft- 
lichen Theiler i besitzen und dass somit nur eine Vortmcheng der 
Glieder hervorgebracht wird. Da nun 


pt ae, aie Skt 
Darr) y"=- ae i (aere) )" 


ist, so erhalten wir 


2 Gers) "=(1+4 iz + +. +) 2G)" 
(2”)?" | 1 > ( : * 


1-2-3---2n-2 pe-+yv 
wobei B, die n° Bernoulli’sche Zahl bedeutet. Diese Formel behiilt 
auch fiir » = 1 ibre Richtigkeit, falls man die Reihenfolge der Summa- 
tion derart festsetzt, dass je 2 Glieder mit + » und — vy zusammen- 
gefasst werden; denn bei der obigen Zerlegung bleiben die zusammen- 
geordneten Glieder ungetrennt. 

Man ersieht hieraus, dass es keinen wesentlichen Unterschied 
macht, ob man sich der einen oder der andern Reihe bedient; da sich 
jedoch die Poincaré’sche in naturgemiisserer Weise ergiebt — sie 
enthalt eben gerade nur die nothwendigen Glieder —, so glaube ich, 
dass sie als die eigentliche Normalform zu betrachten ist. 


Frankfurt a. M., im Marz 1882. 
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Zur Theorie der Functionen mit mehreren, nicht 
vertauschbaren Perioden. 


Von 


Orro RavuseENsERGER in Frankfurt a. M. 


Bezeichnet f(x) eine Modulfunction, d. h. eine eindeutige Func- | 
tion, welche den Gleichungen 


f(a+1)=f() und f(—+)=f(2) 


geniigt, mithin nach der von mir in der Abhandlung: ,,Theorie der 
allgemeinen Periodicitiit* im XVIII. Band der Annalen gebrauchten 
Ausdrucksweise eine Function mit den beiden nicht vertauschbaren 


Perioden 
1 
x ? 


y=ax+1 und y= — 


so lassen sich mit Hiilfe derselben Functionen construiren, welche 
die Perioden (n ist eine positive, ganze Zahl) 


yaotyn md y=, | 


oder, was durch eine einfache Transformation zu erreichen ist, die | 
Perioden 
{ 
! 


1 
y=a2-+1 und fa 
besitzen. Bildet man niimlich irgend eine rationale, symmetrische ‘| 


Function von 
f(aYn) und (+ ): 
z. B. 
F(a) =f(@) + f(45-): 


so erhilt man eine Function mit den ersterwihnten Perioden; denn 
es ist 


O. Rausenzercer. Periodische Functionen. 


F(e + Vn) =f(eyn +») +f(j~ +1) 
= x 
=fevn) + (=~) = Fe) 
und 
1 Vn : ;\ of * — 
F(— +) =f(—- *.) +f(-s-)=1 (<=) + f(xYn) = F(2). 
Die durch Iterirung und Combination der Substitutionen 
y=a2t+yn und y= — . 
gebildete Gruppe ist nur dann eine Untergruppe der durch 
y=a2+1 und y= — 


erzeugten Gruppe, wenn » eine Quadratzahl ist. 

Ich gedenke dieser kurzen Notiz umfassendere Untersuchungen 
iiber Functionen mit mehreren, nicht vertauschbaren Perioden folgen 
zu lassen, welche die von Herrn Poincaré auf diesem Gebiete er- 
zielten Resultate in mannigfacher Weise ergiinzen werden. 


Frankfurt a. M., im Mirz 1882. 
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Ueber eindeutige Functionen mit linearen Substitutionen 
in sich. 


(Zweite Mittheilung.) 
Von 


Fevrx Kier in Leipzig. 


Der allgemeine Satz, welchen ich in meiner ersten unter gleichem 
Titel erschienenen Note (diese Annalen XIX, p. 565 —568) mitgetheilt 
habe, gehdrt als einzelnes Glied in eine ganze Kette ihnlicher Theoreme, 
bei denen es sich immer um unendlich viele lineare Substitutionen 
einer Variabelen 4 handelt, welche einen urspriinglichen, auf der 
y-Kugel gegebenen Bereich, der das Bild einer zerschnittenen Rie- 
mann’schen Fliiche ist, in der Art reproduciren, dass je nachdem 
entweder die Gesammtkugel oder nur eine von einer Ebene begrenzte 
Kugelcalotte von den Reproductionen einfach und vollstindig itiber- 
deckt wird. Ich will dementsprechend einen Augenblick von y-Func- 
tionen der ersten und der zweiten Art sprechen. Dann ist das ein- 
fachste Resultat, welches ich bis jetzt in dieser Richtung gewonnen 
habe, fiir p > 1 durch folgenden Satz gegeben: 

Unter allen auf einer Riemann'schen Fliiche existirenden wnver- 
zweigten Functionen giebt es immer eine und nur eine*) y- Function der 
cweiten Art. Alle anderen unverzweigten Functionen sind eindeutige 
Functionen dieses 4. 

Dabei beachte man, dass zu diesen unverzweigten Functionen 
nicht nur die zur Riemann’schen Fliche gehérigen algebraischen, 
iiberhaupt die eindeutigen Functionen zu rechnen sind, sondern z. B. 
auch die Integrale erster und zweiter Gattung, sodann die co*?—° in 
meiner vorigen Mittheilung besprochenen §-Functionen ete. — 

Ich will dabei, um eine Anschauung vom Verlaufe dieser 4-Func- 


*) Von linearen Transformationen, denen man y unterwerfen mag, wird 
dabei natiirlich abgesehen. 
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tion zu geben, an die Tafel erinnern, welche meiner Arbeit iiber 
Transformation siebenter Ordnung der elliptischen Functionen (diese 
Annalen Bd. XIV, p. 428 ff.) beigegeben ist. Die betreffende Zeich- 
nung versinnlicht genau die hier in Rede stehende »-Function fiir 
die dort in Betracht gezogene Fliche p=—3. Die in bestimmter 
Weise*) zerschnittene Fliiche wird durch das in der y-Ebene gelegene 
Vierzehneck der Figur abgebildet. In tihnlicher Weise kann vermige 
der zugehérigen 7-Function jede Fliche p= 3 durch ein Kreisbogen- 
Vierzehneck repriisentirt werden. Nur wird dasselbe im Allgemeinen 
in keiner Weise reguliir sein. Die Zerlegung des in der Figur ge- 
gebenen Vierzehnecks in 168 schraffirte und ebensoviele nicht schraffirte 
Kreisbogendreiecke ist nur das Aequivalent dafiir, dass die dort in 
Betracht gezogéene Fliiche p= 3 168 directe und ebensoviele inverse 
eindeutige Transformationen in sich gestattet**). 

Es kann hier nicht die Aufgabe sein, die Tragweite des hiermit 
ausgesprochenen Satzes noch besonders zu schildern. Ich will nur 
bemerken, dass fiir p = 1 unser y durch einen leicht zu verstehenden 
Grenziibergang in das zugehérige Integral erster Gattung iibergeht, 
so dass also umgekehrt unser 9 als die richtige Generalisation jenes 
Integrals fiir den Fall eines beliebigen p erscheint. 

Es ist iibrigens sehr einfach, den vorstehenden Satz noch so zu 
generalisiren, dass auch solche auf der Riemann’schen Fiche 
existirende Functionen eindeutig darstellbar werden, welche, in tibrigens 
beliebiger Weise, an vorgegebenen Stellen Q,, Q., ---, Q» verzweigt 
sind. - Es giebt néimlich immer eine und nur eine y- Function der 
zweiten Art, welche in Q,, Q., +--+, Qy logarithmisch verzweigt ist***), 
andere Verzweigungspunkte aber nicht besitet. 

Der so erweiterte Satz gilt nun auch ungehindert fiir p= 1 und, 
falls v > 2, fir p=—0O. Im letzteren Falle wird unser y mit der- 
jenigen Function identisch, welche Herr Poincaré in Nr. 10. und 
11. seiner Annalenarbeity+) benutzt, und die fiir » 3 die Modul- 


*) Nimlich durch sieben, zwei bestimmte Flichenpunkte verbindende Quer- 
schnitte. 

**) Ich habe dabei eine Uebereilung zu corrigiren, die sich in meine 
vorige Note eingeschlichen hat. Fiir die jetzt (im Texte) besprochene 7-Func- 
tion gilt allgemein, dass 7 eine lineare Transformation erfihrt, sobald man die 
urspriingliche Riemann’sche Fliche durch eine eindeutige Umformung in sich 
iiberfithrt. Dagegen ist dies fiir die damals besprochene 7-Function nur so lange 
richtig als die betreffende eindeutige Transformation das dort in Betracht kommende 
System der Riickkehrschnitte in ein iiquivalentes tiberfiihrt. Auf die Coastruction 
symmetrischer Flichen, wie ich sie damals gab, hat diese Bemerkung keinen 
Einfluss. 

***) D. h. so, wie etwa log z fiir z= 0. 

+) Siehe Bd. XIX, pag. 561, 562. 
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function*) (x?) als speciellen Fall umfasst, waihrend die gewohnliche 
Logarithmusfunction ein der Annahme v = 2 entsprechender Grenz- 
fall ist. Man kann, wie ich beiliufig bemerken will, mit Hiilfe 
dieser Function die allgemeine Aufgabe lésen: zu einer Riemann’- 
schen Fiche, die mehrblittrig tiber der z-Ebene gegeben ist, die zu- 
gehérige algebraische Gleichung f(w,z)—0O zu finden. Denn ein 
beliebiges zu verwendendes w wird eine eindeutige Function desjenigen 
auf die z-Ebene beziiglichen 4 sein, dessen Verzweigungspunkte mit 
denen der Riemann’schen Fliche zusammenfallen, und zwar eine 
eindeutige Function, welche bei allen linearen Substitutionen des 4 
ungeindert bleibt, die unter jenen Substitutionen, welche ¢ invariant 
lassen, als bestimmte durch die Gestalt der Riemann’schen Fliiche 
definirte Untergruppe enthalten sind. 


Disseldorf, den 27. Marz 1882. 


*) w ist das Periodenverhiltniss des Integrals dx 


Vae-1—ax-i— xx 











Sur les Fonctions Uniformes qui se reproduisent par des 
Substitutions Linéaires. 


(Extrait d’une lettre adressée 4 Mr. F. Klein.) 
Par 
H. PorncarE a Paris. 


. .. Vous avez eu dernitrement la bonté de faire insérer aux 
Mathematische Annalen*) mon travail sur les fonctions uniformes 
qui se reproduisent par des substitutions linéaires et vous |’avez fait 
suivre d'une note od vous exposez les raisons qui vous font trouver 
peu convenables les noms que j’ai donnés & ces transcendantes. Per- 
mettez-moi de vous adresser quelques lignes pour défendre mes dé- 
nominations, que je n’ai pas choisies au hasard**). 


Si j'ai cru devoir donner aux fonctions nouvelles le nom de 


M. Fuchs, ce n’est pas que je méconnaisse la valeur des travaux de 


M. Schwarz et des vdtres; je suis le premier, au contraire, 4 en 
apprécier la haute importance. Mais il ne m’était pas possible d’oublier 
les découvertes si remarquables que le savant professeur de Heidelberg 
a publiées dans le Journal de Crelle. Elles sont le fondement de la 
théorie des équations linéaires et, sans elles, je n’aurais pu aborder 
Vétude de mes transcendantes qui se lient si directement 4 cette 
théorie. Dans ses premiers travaux, M. Fuchs se place, il est vrai, 
& un point de vue un peu différent du mien et ne se préoccupe ni de 
la discontinuité des groupes, ni de l’uniformité des fonctions. Mais 
M. Schwarz, dans ses mémoires des tomes 70 et 74 du Journal de 

*) t. XIX, p. 553—564. 

**) Herrn Poincaré’s Darlegungen habe ich nur hinzuzufiigen, dass ich fiir 
mein Theil allerdings nach wie vor an der Auffassung festhalte, der ich auf 
p- 564 des XIX. Annalenbandes Ausdruck gegeben habe. Dabei will ich nicht 
unterlassen, ausdriicklich auf die Note. aufmerksam zu machen, mit welcher 
Herr Fuchs von sich aus dem auf ihn beziiglichen Passus meiner Auseinander- 
setzung entgegengetreten ist (cf. Géttinger Nachrichten vom 4. Miirz 1882). 


Diisseldorf, den 2, April 1882. 
F. Klein. 
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Crelle, ne s’en préoccupe pas non plus; il en dit quelques mots dans 
un cas trés particulier, dans le mémoire du tome 75 que j'ai cité dans 
ma note. C’est li seulement qu'il se trouve: ,auf dem Gebidte 
der fonctions fuchsiennes.“ Dans vos belles recherches sur les 
fonctions modulaires, votre fagon d’envisager les choses différait peu 
de la mienne, mais vous aviez plutdt en vue alors l'étude des fonctions 
elliptiques, que celle des équations linéaires. Quant & M. Fuchs, dans 
ses mémoires des tomes 83 et 89 du Journal de Crelle, il s'est élevé 
& un point de vue nouveau et a mis en lumiére le lien étroit qui 
unit la théorie des équations différentielles & celle de certaines fonctions 
uniformes. Ce fut a lecture de ces mémoires qui devint le point de 
départ de mes recherches. 

En ce qui concerne les fonctions Kleinéennes, j’aurais due com- 
mettre une injustice, si je leur avais donné un autre nom que le 
votre. C’est M. Schottky qui a découvert la figure qui faisait l’objet 
de votre lettre, mais c’est vous qui avez: ,ihre principielle Wichtig- 
keit betont“, comme vous dites & la fin de votre savant travail: 
» Ueber eindeutige Functionen mit linearen Transformationen in sich“. 

Quant 4 ce que vous dites de Riemann, je ne puis qu’y souscrire 
pleinement. C’était un de ces génies qui renouvellent si bien la face 
de la science qu’ils impriment leur cachet, non seulement sur les 
oeuvres de leurs éléves immédiats, mais sur celles de tous leurs suc- 
cesseurs pendant une longue suite d’années. Riemann a créé une 
théorie nouvelle des fonctions, et il sera toujours possible d’y retrouver 
le germe de tout ce qui s'est fait et se fera aprés lui en analyse 
mathématique. .. . 


Paris, le 30. Mars 1882. 





























Ueber Multiplicatorgleichungen der hyperelliptischen Functionen 
erster Ordnung. 


Von 


M. Krause in Rostock. 


Ausser den Modulargleichungen bietet die Theorie der elliptischen 
Functionen noch andere Gleichungen dar, unter welchen die Multi- 
plicatorgleichungen einen hervorragenden Platz einnehmen. Es soll 
im Folgenden auf analoge Gleichungen im Gebiete der hyperelliptischen 
Functionen erster Ordnung aufmerksam gemacht werden. Hierbei be- 
schrinkt sich der Verfasser auf den Fall, dass der Grad der Trans- 
formation eine ungerade Primzahl ist, er sieht ferner einstweilen von 
einem jeden Versuch ab, die bei den elliptischen Functionen in 
neuester Zeit entwickelten allgemeinen Theorien auf die hyperellip- 
tischen zu iibertragen. 


§ 1. 


Setzt man nach Rosenhain: 


a2(v,w) F 
> ile “Aux, x, etc., 
so wird: 
B— Cz B-— Cz, 
dv = 1 dz ——-___— @x, 
V(ay% 2m) , + V (agx hu) ” 
a 2 dz,+ > ge. 
V (wyxdm) V (a_%hu) ‘ 


Das Vorzeichen der Wurzeln lassen wir unbestimmt, dann ist: 


@, (w) . @, (v) 
> U's (Wo > —— 73 We 
2B B, tu: Dge 94-3,’ 


intyy- O,- 3,’ 


i es ta Pu) 
 _— Pe 4 ¢ —— adn 4 
2C Vudu 1 5,°39 4-9,” 2C, Vudu 0-Day Pye dD, 


Beriicksichtigt man, dass: 


By (v)y Fai(w)y — 5’ (w), Poi (Vp = WH. + Bog By Hy 
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ist, so folgt, wenn tiberdies fiir /xAm sein Werth eingesetzt wird: 





: Bin Dia: Dogs Hy Pog? By Hr 
B, C aa Cy B am 1 12 + r © 0 1 A 
0,3 - 83-8, 


Wir wollen nun setzen: 
u, = 2K,,0+ 2K,.u, 
u, = 2K,,v + 2K,,.w 


und die Gréssen K,,, K,., K,,, Ky. so bestimmen, dass wird: 


din en's da, dix, 
Vande) * Viegndp) ’ 
é du, x x, day Hq dX 


Viayxdu) V (ag xiu) 
Dann folgt: 


4(K), Ky, car K\» K),) —_ : 


“B,C-—CG,B’ 
oder also: 





Fd -@ 3. 3 
” 34 A 5 
4 (By Boe — Ki2 Ba) = Gog Gn On Ou Oe Ou 


§ 2. 
Wir gehen jetzt zu der Transformation n'* Ordnung iiber und 
zwar unter der Voraussetzung, dass » eine ungerade Primzahl ist. 
Dann gehen fiir die Transformation (a)b,c,d,) die urspriinglichen 
Argumente der Thetafunctionen v, w iiber in zwei neue v, w’, fiir 
welche ist: 


v = (ay + ag tit + @yt12) v + (by + €3t11 + byt) w, 
w’ = (a + 321 + a, 22) v + (b, + dD, tet + b,T22) w. 
Setzen wir daher: 
Ay = dy + At + G,t2, Ay = a + ste + 4, Te, 
By = by + Ost + bt, By = dy + dy tai + dy t22, 
u, = 2K,,0 + 2K,,w, u, = 20,0 + 2C,,u, 
Uy = 2K,,0+ 2K,,w, uy = 20,0 + 2C,,w’, 
so wird fiir dieselbe Transformation : 
u, = Mu, + M,u,, 
u, = M,u, + Muy. 
Setzen wir daher: 
M,M,—M,M,=—M, A,B,—B,A,=—A, 
so folgt: 
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Cy, Coe — Cy - C. 
We on A ne ~~ Se * ae 
Kuk —1 ‘an Ky: J Ky,’ 
oder wenn wir die transformirten Thetafunctionen durch grosse Buch- 
staben von den urspriinglichen unterscheiden: 
3 
pee =. 0. - 0; Boy Bip Fog Fo Foy- Fo Fy y 


- of a,° Oor + O42 + Ogg + Og - Dog + Oy > O44 


Nun lassen sich andererseits, wie Hermite gezeigt hat, die 
° . &(v’, w’) : 
transformirten Functionen ©", und - ov, wo’ or als rationale Fune- 
a enaie av’, “W )o 

ne cao 3, 02, 23) und gewisser Constant 
oo (a = ) und gewisser Constanten 
1,2,3.-.-- darstellen. 

Setzen wir daher: 


tionen der Gréssen 


B(v',w'), > 3 
ao, w 1 =f/(v, W)s 


®(v', w')os 
B(v', w')o =f, Woes 





so folgt durch Differentiation: 


D 
am dD,’ 
wenn D die Functionaldeterminante von f(v, W)s f(%,, W)og und D, 


die Functionaldeterminante von O(0', 0')s O(v', Woe bedeutet. Diese 


F(v',w’)g ? B(v', w')o 
Gleichung gilt fiir alle Werthe von v und w. 
Setzen wir in ihr v=0, w=0, mithin auch v' =0, w= 0 
und beriicksichtigen, dass: 


Doz (V)o By (W)y — Foz (w)y Hy (v)y = 2 Dyy - By, > By > 
ist, so folgt: 
Bin By Fu By? 
i= Ore + Og¢* Oop Og BY? F, 
’ : ° y . 1% a, ~ 
wo JF eine rationale Function der Grosse —* und der Constanten 
0 
1,2,3, +--+ ist. 


thie wir diesen Werth von , in die Gleichung fiir M ein, so 
folgt der 

Lehrsatz: 

Fiir eine jede Transformation n‘” Ordnung ist die Grisse M eine 


. 7 *. - 0 a 
rationale Function den Grissen —_ , = und der Constanten 1,2,3,+++ + 
0 0 


Hierbei kann « den Index einer jeden geraden Thetafunction bedeuten. 

Aus den angestellten Betrachtungen folgt, dass die Grésse MW fiir 
eine jede lineare Transformation, fiir welche die Diagonalglieder un- 
gerade, alle anderen gerade sind, der Einheit gleich wird. 
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In der That, sehen wir von den Factoren ab, die bei der linearen 
Transformation bei allen Thetafunctionen gemeinsam auftreten, so geht 
iz in 
“(aN + > (i 1) 
fiir eine solche Transformation (a,b, ¢,d,) A tiber in (—1) * 2 ’ . 
Dasselbe gilt von dem Factor 


o.8 3 
Os he. 7 Bors Fie + Bag + Be + Fos + Fo» Hrs 
63-02-03 Dor * Ope + Ogs + Op + Oog +00 = Ory? 





mithin wird, da die gemeinsamen Factoren sich fortheben, 
M=1. 


3. 
Wir fiihren jetzt Repriisentanten ein und zwar nach Kénigs- 
berger die Gréssen: 


Sh 


1000} 110 & 2 

(0 10 0) (0 nm i(an+1) 0! 

0 0 n 0) |0 0 1 0)? 

1000n; 00 oO a 
|n i(an+1) 0 t(an+1){ |n O t(am+1) i (an+1) | 
0 1 0 0 (On i”(an+1) i(an+1)! 
10 0 n —i(an-+1)|’ |0 0 1 0 , 
|0 0 0 Pos ee 0 1 


wo « eine Lésung der Congruenz ist: 
an == — 1 mod. 8. 
Nennen wir die zu einem beliebigen Repriisentanten gehérende 
Grosse M: M;, so folgt aus dem Lehrsatze des vorigen Paragraphen, 
dass M; eine algebraische Function der Gréssen x*, A?, uw? ist, da 


0 a P 
dasselbe von den Grdssen -=~, -g~ und den Constanten 1, 2,3,--- gilt. 
0 0 


Mithin sind auch alle Potenzsummen |>} M;? — erstreckt iiber 
alle repriisentirenden Werthe M — algebraische Functionen von x?, 4?, u*. 

Sei nun (a,b, ¢,d,) eine beliebige Transformation erster Ordnung, 
fiir welche die Diagonalglieder alle ungerade, die iibrigen Glieder alle 
gerade sind, sei ferner (w)v,w,2,) ein beliebiger Repriisentant, dann 
findet stets eine Gleichung 

(yb, Cydy) (Uy 0; Wy Ly) = (yO, Wy’ xs') (Ay by’ C2’ ds’) 

statt, in welcher die erste Determinante rechts einen Reprisentanten, 


die zweite eine lineare Transformation derselben Art, wie die urspriing- 
liche darstellt. 
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Wir wollen die beiden zu den Repriisentanten links und rechts. 
gehérenden Gréssen M durch M; wid M; -bezeichnen. Dann folgt 
unter Hinzunahme der letzten Bemerkungen des vorigen Paragraphen, 
dass der Ausdruck fiir M; in den Ausdruck fiir M; tibergeht, wenn 
in ihm die Gréssen 1,,, t,., T. durch Gréssen 141, 712, T22 ersetzt 
werden, welche durch die urspriingliche lineare Transformation aus 


Ti:> Tyo» To. entstanden sind. Mithin sind die Potenzsummen > Ms 
algebraische Functionen von x’, 4?, u?, die fiir eine jede.lineare Trans- 
formation ungeiindert bleiben, fiir welche die Diagonalglieder ungerade, 
alle iibrigen gerade sind. 

Derartige Functionen von x?, 4*, uw? sind aber eindeutige Functionen. 

Mithin ergiebt sich, dass simmtliche Potenzsummen > Me ein- 
deutige Functionen von x?, 4?, u* sind. 

Hieraus wiederum ergiebt sich mit Hiilfe weniger Schliisse der 

Lehrsatz: 

Die Grissen M; sind Wurzeln einer algebraischen Gleichung 
1+ n+ n? + ni“ Grades, deren Coefficienten rationale Functionen 
von x*, a*, w® sind. 

Die Eigenschaften dieser Gleichungen sind aus dem Friiheren 
leicht zu ersehen. Der Verfasser glaubt yon ihrer Aufstellung ab- 
sehen zu diirfen. 


Restock, den 21. Januar 1882. 
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Note tiber die algebraischen Curven, welche eine Schaar 
eindeutiger Transformationen in sich zulassen. 


Von 


M. Noeruer in Erlangen. 


Unter eindeutiger Transformation ist hier eine solche Transfor- 
mation verstanden, die rational und eindeutig umkehrbar ist. Dass 
keine algebraischen Curven von einem Geschlecht p > 1 existiren, 
welche unendlich viele solcher Transformationen in sich zulassen, hat 
Schwarz im 87. Band von Crelle’s Journal auf functionentheore- 
tischem Wege bewiesen. Einen algebraischen Beweis dieses Satzes 
hat Hettner (Gétt. Nachr. 1880) versucht, indem er sich auf Ent- 
wicklungen stiitzt, die Weierstrass als Grundlage seiner Vorlesungen 
tiber Abel’sche Functionen giebt; aber wiihrend der Gedanke dieses 
Beweises richtig ist, enthiilt der Schlussin Nr. 4. desselben eine 
Liicke. Da nun dieser Beweis einerseits sich nach bekannten Siitzen 
kurz darstellen, andererseits die noch bestehende Liicke sich einfach 
ergiinzen lisst, so sei der vollstiindige Beweis unter Auseinander- 
haltung der einzelnen Schritte in 1.—8. hier mitgetheilt. 

1. Es existirt der Satz, dass bei einer eindeutigen Transformation 
einer irreduciblen algebraischen Gleichung f(s, 2) = in eine eben- 
solehe Gleichung F’(o, £) = 0 ausnahmslos stetig aufeinanderfolgende 
Werthsysteme (s,2) in stetig aufeinanderfolgende (6, §), getrennte 
Werthsysteme (s, 2) in getrennte (¢, €) tibergehen. Einer rationalen 
Function y(s, 2) also, die in genau w aufeinanderfolgenden Werth- 
systemen einen gegebenen Werth 4 annimmt (d.h. ftir welche y — 4 
in (S), %) genau in der Ordnung mw verschwindet), entspricht eine 
rationale Function Y(o, §), die ebenfalls in genau w aufeinander- 
folgenden Werthsystemen den Werth 4 hat. 

2. Fiir die eindeutige Transformation von f in F in 1. existirt 
weiter der Satz*), dass die Gesammtheit der Verhiiltnisse der zu f 
adjungirten ganzen rationalen Functionen » von s, ¢ tibergeht in die 
Gesammtheit der Verhiiltnisse der zu F adjungirten Functionen » von 
6,§. Solche Verhiltnisse existiren erst von p = 2 an. 

3. Man hat ferner den Satz**), dass es bei keiner algebraischen 
irreduciblen Gleichung f(s, 2) = 0, vom Geschlecht p, eine unendliche 
Zahl von Werthsystemen (s,, 2) giebt, derart, dass eine rationale 


*) Fiir die Bezeichnung ,,p“ vgl. Riemann, Abel’sche Functionen; fiir 
den Satz Brill und Noether, ,,Ueber die algebraischen Functionen und ihre 
Anwendung in der Geometrie‘‘, Math. Ann, VII, pag. 283. 

**) Einen algebraischen Beweis desselben wird der Verf. an anderer Stelle 
geben. 
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Function #(s, 2) existirte, die in einer solchen Stelle (s), 2) in der 
p'" oder niedrigeren Ordnung verschwiinde, ohne in weiteren Stellen 
zu verschwinden. Die Zahl derartiger Werthsysteme (s,, 2,) ist viel- 
mehr*) gleich (p — 1) p(p +1), wobei dieselben indessen auch je 
zu mehreren an eine Stelle zusammenfallen kénnen. Fiir p > 1 ist 
die Zahl der Stellen (s,, 2) also eine endliche, von 0 verschiedene. 
Dass die endliche Zahl der Stellen (s,, 4) fiir p> 1 von O ver- 
schieden ist, kann man auch daraus folgern, dass dies fiir einen 
speciellen Fall, den hyperelliptischen, bekannt ist. — Eine derartige 
Function ~(s, 2) ist als Quotient zweier Functionen g darstellbar. 

4. Die Eigenschaften 1. und 2. bleiben auch bei einer eindeutigen 
Transformation von f(s, 2) =O in sich selbst bestehen. Die in 3. 
genannten speciellen Stellen (s,, 2,) von f(s, 2) = 0 kénnen also hierbei 
nur wieder in ebensolche von f(s, 2) = 0 tibergehen. 

5. Existiren unendlich viele eindeutige Transformationen, welche 
f(s, #2) = 9 in sich tiberfiigren, so kann man ohne Beschriinkung der 
Allgemeinheit annehmen, dass die Parameter der Transformationen 
in die Transformationsformeln algebraisch eingehen. 

Denn sei f(s, 2) = 0 gegeben, und etwa von der Gesammtord- 
nung »; sei ferner die allgemeinste eindeutige Transformation , welche 
f(s, 2) = 0 in sich iiberfiihrt, von der Form: 

6:€:1 = 4,(s, 2): 4.(8, 2) 2 As (8, 2), 
so kann man zuniichst die 7,, %, 73 als ganze rationale Functionen 
von s,z annehmen, die zu f(s, 2) = 0 adjungirt und héchstens von 
der Ordnung » — 2 sind**). Aus der Bedingung, dass das Resultat 
der Elimination von s, 2 zu f(6, £) = 0 werden soll, ergiebt sich eine 
Anzahl algebraischer Gleichungen zwischen den Coefficienten der Trans- 
formationsformeln und den gegebenen Constanten von f(s, 2) = 0. 

Nun lisst sich nach der Eliminationstheorie jedes algebraische 
Problem, das auf eine Anzahl von ¢ algebraischen Gleichungen zwischen 
t Variablen fiihrt, und das iiberhaupt Auflésungen zulisst, derart auf- 
lésen, dass man als Eliminationsresultat eine, irreducible oder redu- 
cible, algebraische Gleichung zwischen t’ der Variablen erhilt, wo 
t>rt > 0, wihrend zu jedem irreduciblen Factor dieser Gleichung 
die iibrigen Variablen entweder ganz beliebig werden oder sich als 
rationale Functionen dieser und der tr’ Variablen darstellen lassen***), 
Die t Variablen werden also algebraische Functionen einer Anzahl von 
Parametern und der Constanten des Problems. Dasselbe muss daher 





*) Siehe Brill und Noether, Mathem. Ann. VII, pag. 302. 
**) Siehe Brill und Noether, Mathem. Ann, VII, pag. 278. 
***) Vgl. z. B. des Verf. Note ,,zur Eliminationstheorie‘* in Mathem. Ann. 
Bd. XI. 
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auch, wie behauptet, fiir die Coefficienten der Transformationsformeln 
eintreten. 

6. Ueber die Form, in welcher die Parameter der Transfor- 
mationen in 5. eingehen, kann man noch Niheres aussagen. 

Sei @ einer der Parameter, und seien die etwaigen iibrigen als 
constant betrachtet. Da @ algebraisch in die Coefficienten der Trans- 
formation eingeht, kann man auch sagen, dass dieselben rationale Func- 
tionen zweier Gréssen @, g sind, zwischen welchen eine algebraische 
Gleichung 

F (9, ¢’) =0 
besteht. Durch ein Werthsystem (@, 9’), das dieser Gleichung geniigt, 
ist eine der Transformationen eindeutig bestimmt, und man kann die- 
selbe auf irgend eines der Werthsysteme (s, 2) von f(s, 2) =O an- 
wenden. 

Nimmt man nun ein beliebiges, nicht speciell gewihltes, Werth- 
system (s',2’) von f(s’, 2) = 0 fest an und wendet auf dieses die 
Gesammtheit der Transformationen an, welche durch F(g, 9’) = 0 
gegeben werden, so werden die Gréssen s, ¢ des transformirten Werth- 
systems rationale Functionen von s’, 2’, @, 9’; d. h. f(s, 2) = 0 gehért 
zur selben algebraischen Classe wie F'(o@, o') = 0; und das (s’, 2’) ent- 
sprechende Werthsystem (s, 2) durchliuft, bei stetiger Aenderung von 
@, auch stetig unendlich viele Werthsysteme (s, 2) von f(s, 2) =0; 
also, wegen der Irreducibilitiit von f(s, 2) = 0, alle solche. 

Die Transformation (@, 9’), welche das feste Werthsystem (s’, 2’) 
in irgend ein anderes (s”, 2”) von f(s, 2) =O iiberfiihrt, lisst sich 
eindeutig umkehren. Auch diese einfach unendlich vielen umgekehrten 
Transformationen, welche auch in den obigen (@, @') schon enthalten 
sein kénnen, seien mit betrachtet. 

7. Die Transformationen (@, 9’) in 6. und deren Umkehrungen 
fiihren nach 4. ein specielles Werthsystem (s,, 2.) von 3. nur wieder 
in soleche iiber. Da aber die stetig aufeinanderfolgenden Transfor- 
mationen 6. aus irgend einem gegebenen Werthsystem nur stetig auf- 
einanderfolgende Werthsysteme liefern kénnen und die speciellen 
Werthsysteme (s,, 2) getrennt liegen, so kénnen dieselben simmtlich 
(sy, 29) nur in ein und dasselbe analoge Werthsystem (s,,, 2,) tiber- 
fiihren, und die Umkehrungen ebenso (s,, 2) nur in ein solches 
(Sy, 2"): 

8. Sei (s’, 2’), wie in 6., ein beliebiges, nicht speciell gewiihltes 
Werthsystem von f(s, 2) = 0, also auch kein System (s,, 2). Durch 
die Transformationen (9, @) kann (s’, 2) nach 6. in irgend ein be- 
liebiges Werthsystem (s, 2) von f(s, 2) = 0 iibergefiihrt werden, also 
auch beliebig nahe in ein specielles (s,, 2), daher, wegen der Stetig- 
keit von F(e, 0’) =0 und f(s, 2) =O, in (sy, 2) selbst. Die Um- 
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kehrung dieser Transformation muss dann (s,, 29) in (s’, 2’) tiberfiihren, 
was aber nach 7. unméglich ist. 

Daher ist der Satz bewiesen, dass fiir p > 1 nicht eine Schaar 
von eindeutigen Transformationen existiren kann, welche f(s, 2) = 0 
in sich tiberfiihren*), 

9. Dass fiir p—1 einfach unendlich viele eindeutige Trans- 
formationen existiren, welche f(s, z) =O in sich iiberfiihren, sieht 
man 80: 

Sei Hoo + a1 + Hy He 

Wo 
in 3 Werthsystemen von f(s, 2) =O unendlich wird. Wenn nun fiir 


das beliebig gewiihlte Werthsystem (s’, 2’) von f(s, 2) = 0 
By (s's 2) + BY, (8; 2) + Bo¥2 (8, 2) = 9, 
YoVo(s, 2) +m (8, 2) +72%(8, 2) = 9 


werden, so hat man in 


eine rationale Function von s,2, welche 


y — YoRo + 111 + YoVe_ 
Boo + Biv; + Bove 

eine Function, welche in nur 2 Werthsystemen von /(s, 2) = 0 irgend 
einen gegebenen Werth 4 erhilt. Die Transformation nun, welche 
je zwei solche Werthsysteme, die den verschiedenen Werthen von 4 
entsprechen, in einander iiberfiihrt, ist eine eindeutige Transformation 
von f(s, 2) =O in sich selbst. Die einfach unendlich vielen Trans- 
formationen entstehen hieraus, indem man (s’, 2’) als willkiirliche Para- 
meter der Transformation betrachtet , die nur der Gleichung f(s’, 2‘) = 0 
geniigen; der Parameter geht also so ein, wie in 5. und 6. gezeigt 
wurde. — Eine weitere Schaar mit einem solchen Parameter ’ ent- 
steht so: man nehme zwei Werthsysteme, 0 und 0’, auf f fest an; 
und lasse dann je zwei solche Werthsysteme 1 und 1’ sich entsprechen, 
fiir welche eine rationale Function Y, existirt, die nur in 0’ und 1 
unendlich wird und in ( und 1’ verschwindet. 

Fiir p = 0 erhalt man die dreifach unendlich vielen eindeutigen 
Transformationen, welche f(s, 2) = 0 in sich tiberfiihren, indem man 
s, 2 als rationale Functionen eines Parameters 4 ausdriickt und dann 
alle linearen Functionen von 4 an Stelle von 4 setzt. 


Erlangen, 4. Marz 1882. 


*) Die Liicke des Hettner’schen Beweises liisst sich so bezeichnen, dass 
derselbe unmittelbar nach 1. und 3. annahm, dass ein (8), 2) entsprechendes 
Werthsystem vom Parameter e@ abhiingig sei, statt die in 7. genannte Mdglich- 
keit zu untersuchen. 
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Untersuchungen iiber die unendlich oft oscillirenden und 
unstetigen Functionen. 


Von 


HERRMANN HANKEL 7. 
(Abdruck aus dem Gratulationsprogramm der Tiibinger Universitiit 
vom 6. Miirz 1870*)). 


Einleitende Bemerkungen iiber den Functionsbegriff. 


Nicht allein entschiedene Vorliebe fiir die Synthese und giinzliche 
Verleugnung aligemeiner Methoden charakterisirt die antike Mathematik 
gegeniiber unserer neueren Wissenschaft; es giebt neben diesem mehr 
iiusserem, formalen, noch einen tiefliegenden realen Gegensatz, welcher 
aus der verschiedenen Stellung entspringt, in welche sich beide zu 
der wissenschaftlichen Verwendung des Begriffes der Verdinderlichkeit 
gesetzt haben. 

Denn wiihrend die Alten den Begriff der Bewegung, des riium- 
lichen Ausdruckes der Veriinderlichkeit, aus Bedenken, die aus der 
philosophischen Schule der Eleaten auf sie iibergegangen waren, in 
ihrem strengen Systeme niemals und auch in der Behandlung phoro- 
nomisch erzeugter Curven nur voriibergehend verwenden, so datirt die 
neuere Mathematik von dem Augenblick, als Descartes von der rein 
algebraischen Behandlung der Gleichungen dazu fortschritt, die 
Groéssenveriinderungen zu untersuchen, welche ein algebraischer Aus- 
druck erleidet, indem eine in ihm allgemein bezeichnete Grésse eine 
stetige Folge von Werthen durchliuft. 


*) Indem wir die letzte Arbeit von Herrmann Hankel, welche bisher 
durch die Art ihrer Verdffentlichung nur schwer zugiinglich war, erneut zum 
Abdruck bringen, rechnen wir auf den Dank des mathematischen Publicums; 
wird doch auf dieselbe bei fast allen neueren Untersuchungen iiber den Functions- 
begriff zuriickgegangen! Dabei wird man es nur billigen, dass wir den Abdruck 
durchaus wirtlich gestalteten und also die Incorrectheiten, welche die Arbeit im 
Einzelnen enthalten mag, als nebensiichlich betrachteten. 

Die Red. d. math. Annalen, 
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Die Abhingigkeit, in welcher hienach die Werthreihen zweier 
verinderlicher Gréssen stehen, findet ihren anschaulichen Ausdruck in 
dem Verhiltniss der Ordinate zur Abscisse einer krummen Linie, und 
bedurfte so lange keines besonderen Terminus, als man sich auf die 
Untersuchung specieller Fille beschriinkte. 

Die Entdeckung des Infinitesimalealculs aber mit seinen umfassen- 
den Methoden driingte zu einer allgemeinen Bezeichnung dieses Ab- 
hiingigkeitsverhaltnisses, das nach Leibnitzens*) Vorgange Joh. 
Bernoulli**) im Jahre 1718 als ,,Function“ bezeichnete. 

Der Begriff der Function ist von da an der fundamentale Aus- 
gangspunkt fiir die Analysis geworden, deren epochemachenden Fort- 
schritte auf’s Engste mit der Ausbildung zusammenhiingen, welche er 
allmihlich erlitten hat. 

Euler, der das wissenschaftliche Bewusstsein in der Mitte des 
vorigen Jahrhunderts am Vollstiindigsten vertritt, definirt in wesent- 
licher Uebereinstimmung mit seinen Vorgiingern***) : 

»Functio quantitatis variabilis est expressio analytica quo- 
modocunque composita ex illa quantitate variabili et numeris 
seu quantitatibus constantibus.“ 

Wir haben uns unter einem solchen ,,analytischen Ausdruck“, 
dessen Bedeutung Euler niher zu bestimmen nicht fiir néthig hilt, 
nichts anderes zu denken, als eine nach dem Typus algebraischer 
Functionen gebildete Gréssenabhingigkeit. Denn die transcendenten 
Functionen dachte man sich durch Entwickelungen bestimmt, welche 
aus einer unendlichen Anzahl von Elementaroperationen (Addition, 
Subtraction, Multiplication und Division) ebenso gebildet werden, als 
die algebraischen durch eine endliche Anzahl solecher, ohne dass man 
sich iiber die Zulissigkeit einer solchen grenzenlosen Fortsetzung der 
Operationen, Bedenken gemacht hiitte. Zu jenen vier Species traten 
dann noch die Differentiation und Integration als die der Analysis 
eigenen Operationen hinzu. 

Indem man sich immer an jenes Vorbild der algebraischen Func- 
tionen anlehnte, so iibertrug man alle allgemeinen Eigenschaften, die 
man an den algebraischen Functionen bemerkte, ihre besondere Stetig- 
keit, ihre Singularitiiten, ihre besondere Weise, unstetig oder unend- 
lich zu werden, ohne Weiteres auf alle Functionen. Da man bei den 
algebraischen Functionen die Reihenentwickelung nach Potenzen eines 
Incrementes, den Differentialquotienten und das Integral direct ab- 


*) Acta Erudit, 1692. April p. 170, und 1694, Juli p. 316. 

*#) Opera omnia. t, II. p. 241. Vergl. auch Leibnitii et Joh. Bernoullii 
commerce. epist. t. I. p. 386, und Jac. Bernoullii, Oper. omn, t. II, p. 788. 
#**) Introd. in an. inf, 1748. t. I. p. 4. 
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leiten konnte, so hielt man sich nicht nur ftir berechtigt, die Existenz 
einer solchen Reihe, des Differentialquotienten und Integrales ganz 
allgemein fiir alle Functionen anzunehmen, sondern man kam iiber- 
haupt nicht auf den Gedanken, dass hierin eine Behauptung, sei es 
nun als Axiom oder Theorem liegt, — so selbstverstiindlich erschien 
diese, von der geometrischen Anschauung der die Functionen repriisen- 
tirenden Curven scheinbar unterstiitzte Uebertragung der Eigenschaften 
algebraischer Functionen auf die Transscendenten; und Beispiele, in 
denen recht eigentlich analytische Functionen*) Singularititen zeigten, 
die von denen der algebraischen Functionen wesentlich verschieden 
waren, blieben ganzlich unbeachtet. 

Wenn beliebig gezeichnete Curven in irgend einer Beziehung von 
dem Verhalten algebraischer Curven abwichen, so nannte man sie**) 
»curvae discontinuae seu mixtae seu irregulares“ im Gegensatze zu 
den in Einer Gleichung enthaltenen ,,curvae continuae“, und war der 
Ueberzeugung, dass jene auf keine Weise durch eine analytische 
Gleichung darstellbar seien. Indem man jedoch die Abhiingigkeit der 
Ordinate solecher Curven von der Abscisse als willkiirliche Function 
in dem Problem der Saitenschwingungen einfihrte, ging man bereits 
tiber die eigentliche Definition des Functionsbegriffes hinaus und 
d’Alembert hatte Recht, wenn er behauptete, dies sei ,,contre les 
regles d’analyse “***), 

In noch viel stiickerem Maasse aber geschah dies, indem man 
sich gedriingt sah, die fiir ein gewisses Intervall der Veriinderlichen 
wohl definirten Functiunen auf ein weiteres Gebiet auszudehnen, und 
Functionen fiir alle reellen Werthe des Argumentes zu bestimmen, 
wenn auch ihre urspriingliche Definition nothwendig auf ein bestimmtes 
Gebiet beschrinkt war. Das erste Beispiel einer solchen Fortsetzung 
war die Bestimmung der Logarithmen negativer Zahlen. Damit aber 
hatte man den Boden giinzlich verlassen, auf den man sich durch die 
Definition der functionellen Abhingigkeit gestellt hatte, und ein neues 


x 


1 
*) Wie sin x ee iy _ 4% 4, a. fiir ¢ = 0. Zum Beweise 
# i? + 
ite” e 1+ e” 
des im Texte gesagten, diene z B. d’Alembert Hist. de l’Acad, Berlin fiir 
1747, p. 236. 
**) Euler, Introd. in an. inf, t. II. p. 6. 

****) Opusc, math. t. I. p..32, Die ganze Polemik, die sich tiber das Problem 
de chordis vibrantibus zwischen d’Alembert, Euler, Dan, Bernoulli und 
Lagrange erhob, und uns vollstindigen Kinblick in die Anschauungen gewihrt, 
die man damals mit dem Functionsbegriffe verband, ist in meisterhafter Weise 
von Riemann dargestellt worden (Ueb. d. Darstellbarkeit einer Function d. eine 
trigon. Reihe. 1867. Abh. d. Gott. Ges. t. 13. Art. 1). 


Mathematische,Annalepn, XX. 5 
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Princip geschaffen, das ich etwa folgendermassen aussprechen zu 
kénnen glaube: 

Wenn fiir ein Gebiet der Veriinderlichen eine Entwickelung 
gegeben ist, welche nicht unmittelbar iiber die Grenzen des- 
selben fortgesetzt werden kann, weil sie ausserhalb ihre Be- 
deutung verliert, wenn ferner fiir ein anderes Gebiet der 
Veriinderlichen eine andere Entwickelung gegeben ist, welche 
in das erste Gebiet nicht fortgesetzt werden kann, und es 
keine fiir beide Gebiete giiltige Entwickelung giebt, so sollen 
beide Entwickelungen als zu Einer Function gehérig ange- 
sehen werden, wenn die Function in jedem der beiden Gebiete 
dieselben Eigenschaften zeigt. 

Dass man hiemit einen wesentlich neuen Functionsbegriff gesetzt 
hatte, konnte um so weniger bemerkt werden, als man niemals dieses 
Princip als solches erkannte , wenigstens nicht ausdriicklich formulirte, 
und so sah man sich denn auch nicht veranlasst, genauer zu unter- 
suchen, welche Eigenschaften und Relationen zwischen den Functions- 
werthen dazu erforderlich seien, um die Einheit der functionellen Ab- 
hingigkeit in zwei verschiedenen analytischen Entwickelungen fiir 
verschiedene Gréssengebiete zu verbiirgen. 

Eine ganze Reihe von unzureichend oder fehlerhaft erwiesenen, 
nicht geniigend determinirten, sowie von durchaus falschen Sitzen*) 
legen gentigendes Zeugniss davon ab, wie unsicher das Fundament 
war, auf das man die ganze Functionentheorie gebaut hatte. 

Diese ganze Auffassung des Functionsbegriffes, die ich kurz als 
die Euler’sche bezeichnen werde, erhielt den ersten schweren Stoss 
im Jahre 1807 durch Fourier’s bedeutende Entdeckung**), dass es 
mdglich ist, durch periodische Reihen nicht nur analytische, etwa da- 
neben in Potenzreihen entwickelbare Functionen (funct. continuae), 


*) In dieser Beziehung erinnere ich nur an Lagrange’s Beweis des 
Taylor’schen Lehrsatzes, wie er ihn noch 1813 (théor. d. fonct. 2 éd.) gab, und, 
dass Cauchy (Leg. sur le cale. diff. p. 105) 1829 ,,entdeckte“, wie dieser Satz 
zuweilen ,,en défaut“ ist; ferner daran, dass Gauss (Theor. d. res. funct. dem. 
tertia, art. 4) erst 1816 in bestimmter Weise auf die Unzulissigkeit einer Inte- 
gration iiber unendliche Werthe der Function hinwies; dass erst 1826 Abel 
(Crelle, Journ, t. I. p. 311) eine richtige Bestimmung der Potenz und der bino- 
mischen Reihe lieferte, nachdem Poisson auf verschiedene Paradoxieen in dieser 
Beziehung aufmerksam gemacht, und sich Minner, wie Poinsot (Rech. sur 
Yanalyse d. sections angul. 1825) und viele andere vergeblich mit deren Auflésung 
beschaftigt hatten; ich erinnere ferner an die vielfachen ungeniigenden und fehler- 
haften Versuche, die allgemeine Begriffsbestimmung der numerischen Facultiten 
fiir gebrochene und negative Werthe der Veriinderlichen zu geben, die erst 
Weierstrass (Crelle, Journ. t. 51, p. 1) 1856 durch deren richtige Definition 
ersetzte, u. s. W. U. 8. W. 

**) Bull, d. scienc, p. 1. soc. philomatique. t. I. p. 112. 
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sondern auch ganz beliebige, keinem einfachen Gesetz gentigende, oder 
verschiedene Gesetze in ihren verschiedenen Theilen folgende Functionen 
(funct. discontinuae), die ich illegitime nennen werde, darzustellen. 

Damit aber war, wie man, freilich zégernd anerkannte, der ganze 
iiltere Begriff unméglich geworden: Wenn jene functiones discontinuae 
auch durch analytische Ausdriicke darstellbar waren, so konnten die 
Kigenschaften algebraischer Functionen nicht mehr als typisch auf alle 
Transcendenten iibertragen werden; und wenn eine und dieselbe Reihe 
fiir verschiedene aneinanderstossende Gebiete der Veriinderlichen ver- 
schiedene analytische Gesetze repriisentiren konnte, so fiel das oben 
formulirte Princip der Fortsetzung in sich selbst zusammen. 

Ks blieb nur iibrig, das Axiom, dass jene Higenschaften der alge- 
braischen Functionen, die sich auf ihre Stetigkeit, ihre Entwickelbar- 
keit in Potenzreihen u, s. w. beziehen, allen analytisehen Functionen 
ebenfalls zukommen, und daher auch die Forderung, eine Function 
solle analytisch darstellbar sein, als eine bedeutungslose fallen zu 
lassen; und indem man so den Knoten zerhieb, folgende Erklirung 
zu geben: 

Kine Function heisst y von x, wenn jedem Werthe der 
veriinderlichen Grésse 2 innerhalb eines gewissen Intervalles 
ein bestimmter Werth von y entspricht; gleichviel, ob y in 
dem ganzen Intervalle nach demselben Gesetze von x abhingt 
oder nicht; ob die Abhiingigkeit durch mathematische Opera- 
tionen ausgedriickt werden kann oder nicht. 

Diese reme Nominaldefinition, der ich im Folgenden den Namen 
Dirichlet’s beilegen werde, weil sie seinen Arbeiten iiber die 
Fourier’schen Reihen*), welche die Unhaltbarkeit jenes ilteren Be- 
griffes zweifellos dargethan haben, zu Grunde liegt, reicht nun aber 
fiir die Bediirfnisse der Analysis nicht aus, da Functionen dieser Art 
allgemeine Eigenschaften nicht besitzen, und damit alle Beziehungen 
von Functionswerthen fiir verschiedene Werthe des Argumentes in 
Wegfall kommen. 

Es ist so eine empfindliche Liicke in den analytischen Fundamen- 
talbegriffen entstanden, die, obgleich sie iiberall mit Stillschweigen 
iibergangen wird, doch nicht minder vorhanden ist; wie ein Blick 
selbst auf die besseren Lehrbiicher der Analysis lehrt. Das eine definirt 
die Functionen wesentlich im Euler’schen Sinne, das zweite verlangt 
y solle sich ,,gesetzmissig“ mit x indern, ohne dass eine Erklarung 
dieses dunklen Begriffes gegeben ist, das dritte definirt sie in der 
Weise Dirichlet’s, das vierte gar nicht; alle aber leiten aus ihrem 
Begriffe Folgerangen ab, die nicht in ihm enthalten sind. 


*) Repert. d, Physik, her. v. Dove t. I, 1837 p. 152. 
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Es war néthig, tiber den Dirichlet’schen Begriff hinauszugehen, 
wie bereits Cauchy dies seit dem Jahre 1815 zu thun begann. Aber 
erst in neuester Zeit (1851) ist durch Riemann*) mit echt philo- 
sophischem Geiste ein fester Grund neu gelegt worden, indem er, von 
dem Dirichlet’schen Begriffe ausgehend, den der (monogenen) Func- 
tion einer complexen Variabelen begriindete, und so jener leeren De- 
finition wieder einen Inhalt gab, der sich dem des ilteren Begriffes 
anniherte. , 

Es war dem Griinder der Functionentheorie complexer Veriinder- 
licher leider nicht vergénnt, sein System allseitig-und nach dem ein- 
heitlichen Plane aufzubauen, dessen Grossartigkeit wir aus den schénen 
uns bekannten Bruchstiicken noch erschliessen kénnen. 

Die Grundpfeiler des neuen Systems werden hie und da noch 
nicht fiir sicher, und fest genug gehalten, um von ihnen aus das 
ganze Gebiiude der Analysis aufzufiihren, und namentlich das von 
Riemann in edler Bescheidenheit nach Dirichlet benannte Princip 
ist neuerdings mehrfach angegriffen und vertheidigt worden. 

Die Bedenken sind hergenommen von gewissen a priori denkbaren 
Ausnahmefillen, in denen die Functionen Unstetigkeiten zeigen, die 
nicht ohne weiteres ausgeschlossen werden kénnen und doch die Schliisse, 
die man auf alle der Definition geniigenden Functionen anzuwenden 
hoffen durfte, alteriren. 

Ich glaubte nun, dass der einzige Weg, um iiber diese Unstetig- 
keiten in’s Klare zu kommen und damit den Entscheid iiber die Natur 
der Functionen vorzubereiten, der sei, sich von allen Vorstellungen, 
wie sie auch dem modernsten Mathematiker noch aus dem Euler’ schen 
Functionsbegriffe anhaften , loszusagen und zunichst einmal die Mannig- 
faltigkeit der in dem reinen Dirichlet’schen Functionsbegriffe ent- 
haltenen, mdglichen Gréssenbeziehungen zweier Verinderlichen aus- 
einanderzulegen, dabei aber besondere Aufmerksamkeit den bisher 
wenig oder gar nicht beachteten, den illegitimen Functionen zu schenken. 

In der folgenden Abhandlung habe ich den Versuch gemacht, 
diese Paradoxieen der Functionen zu behandeln, indem ich mich zu- 
niachst auf reelle Variabele und reelle endliche Werthe der Functionen 
Einer Veranderlichen beschrinke. 

Nachdem in § 1. der Sinn, den ich in dieser Abhandlung mit 
dem Worte ,Function“ verbinden werde, festgelegt, in § 2. die ver- 
schiedenen denkbaren Arten der Stetigkeit und Unstetigkeit von Func- 
tionen in Punkten erértert sind, so gehe ich in § 3. zu der Betrach- 
tung stetiger Functionen im Allgemeinen iiber und zeige, dass ausser 
den gewohnlichen analytischen Functionen mit endlichen, in endlicher 


*) Grundlagen f. e, allgem. Theor. d. Funct, Gdttingen. 
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Zahl auf einem gewissen Intervalle liegenden Oscillationen, auch Func- 
tionen mit unendlich vielen Oscillationen unendlich kleiner Amplitude 
denkbar sind. Ausschliesslich solche Functionen dieser Klasse, welche 
uur in der Nachbarschaft einzelner Punkte jene unendlich vielen 
Oscillationen zeigen, sind bisher, soviel mir bekannt, durch analytische 
Ausdriicke dargestellt worden, Mit Hilfe eines Principes, auf. welches 
ich durch ein Beispiel Riemann’s*) aufmerksam wurde und welches 
ich das der Condensation von Singularitdéten nenne (§ 4.), ist es mir 
gelungen, in § 5. analytische, unbedingt convergente Reihen aufzu- 
stellen, die in ganzeu Intervallen. durchaus oscilliren. 

Wihrend nun alle diese Functionen stets der Integration unter- 
zogen werden kénnen, so bietet die Frage nach der Ezistenz eines 
Differentialquotienten eigenthiimliche Schwierigkeiten dar. Es ist diese 
bisher nur selten einer Erérterung unterzogen worden**), weil man 
die Existenz einer Tangente an jedem Punkte einer Curve als aus un- 
mittelbarer geometrischer Anschauung gewiss, und fiir eine selbstver- 
stiindliche Folge der ,lex continuitatis‘ ansah, die man wie eine 
Naturnothwendigkeit im Gebiete der Mathematik respectirte. Wenn 
aber auch dies dunkle ,,Gesetz der Stetigkeit‘‘ in der That alle Be- 
wegungen in der Natur beherrschen sollte, so darf es doch das Gebiet 
der reinen Mathematik auf keine Weise beschriinken; und jene un- 
mittelbare intuitive Gewissheit hat man selbst in durchaus geome- 
trischen Gebieten als so triigerisch befunden, dass sie auf den Rang 
eines wissenschaftlichen Beweises nicht mehr Anspruch machen darf. 
Nach dem Vorgange von Gauss***), Dirichlet, Jacobi) u. a. ist 
denn auch die Ueberzeugung, dass die Existenz eines Differentialquo- 
tienten stetiger Functionen keine nothwendige Folge der Stetigkeit sei, 
sondern eine besondere Voraussetzung involvire, unter den neueren 
Mathematikern eine ziemlich allgemeine geworden, obgleich noch gar > 
Mancher an stetige Functionen ohne Differentialquotienten ,, nicht zu 
glauben“ erklart. Ich darf hoffen, in § 5. diesen Unglauben als ein 
Vorurtheil dargethan zu haben, indem dort vdllig bestimmte Func- 
tionen der angegebenen Art in analytischem Ausdrucke durch unbedingt 
convergente Reihen dargestellt werden. 

In § 6. und 7. habe ich die linear unstetigen Functionen unter- 


*) Ueb. d. Darst. e, Funct. art. 6. 

**) Der, soviel mir bekannt, einzige Versuch Ampére’s, die Existenz eines 
solchen a priori fiir alle Functionen zu erweisen (Journ, de l’éc, polyt. cah. XIII, 
1806. p. 148) ist ganz verungliickt. 

***) Allg. Lehrs. in Bez. auf d, im verk. Verh. etc. art, 16, 

+) Miindlicher Ueberlieferung nach soll Jacobi in seinen Vorlesungen zu- 
weilen bemerkt haben, ,,man kénne sich stetige Curven mit unendlich vielen 
Spitzen denken.*‘ 
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sucht, d. h. soleche, welche auf einem endlichen Intervalle eine unend- 
liche Anzahl von Liésungen der Continuitit zeigen, und diese nach 
ihrem inneren Charakter in zwei wesentlich verschiedene Klassen, die 
punktirt-, und die in Linien ¢otal unstetigen getheilt, die sich auch 
(§ 8.) insofern wesentlich verschieden verhalten, als die ersteren immer, 
die letzteren niemals integrabel sind. In § 9. sind beide Klassen un- 
stetiger Functionen durch analytische Ausdriicke dargestellt. 

In den Schlussbetrachtungen habe ich endlich die erhaltenen Re- 
sultate zu einer Kritik des Functionsbegriffes verwendet und zu zeigen 
versucht, dass diese mit Nothwendigkeit auf die Riemann’sche De- 
finition fiihrt, an welche sich in der III. Note einige Bemerkungen 
iiber die lineare Unstetigkeit von Functionen complexer Veriinderlicher 
anschliessen. 

Soviel zur vorliufigen Orientirung tiber diesen Beitrag zur Meta- 
physik unserer Wissenschaft, den ich in Folgendem dem Urtheile der 
Mathematiker unterbreite. Ich verdanke die Anregung zu diesen Studien 
wesentlich Riemann’s Schriften, in’s Besondere seiner glinzenden 
Arbeit iiber die trigonometrischen Reihen, nach deren Erscheinen es 
keiner Entschuldigung mehr bedarf, sich mit diesen Fragen zu be- 
schiiftigen, welche, wie ihr Verfasser in Uebereinstimmung mit 
Dirichlet bemerkt, ,,mit den Principien der Infinitesimalrechnung 
in der engsten Verbindung stehen und dazu dienen kénnen, diese zu 
grésserer Klarheit und Bestimmtheit zu bringen‘. Sollte mein Ver- 
such, auf einem so schliipfrigen, bisher nur selten betretenen Boden 
festen Fuss zu fassen, theilweise misslungen sein und es den Resultaten 
hie und da an dem wiinschenswerthen Abschluss fehlen, so glaube ich 
auf einige wohlwollende Nachsicht rechnen zu diirfen. -Denn es war 
bei der gelegentlichen Veréffentlichung dieser Gedanken meine einzige 
Absicht, andere Gelehrte zu veranlassen, ihr Interesse auch diesen 
fundamentalen Problemen der Wissenschaft zuzuwenden, welche die 
neuere Functionenlehre nicht mehr abzuweisen gestattet. 


§ 1. 
Begriff der Function. 

Um alle Unbestimmtheit zu beseitigen, erklire ich hier, das im 
Folgenden, mit Ausnahme weniger Stellen, an denen dies besonders 
bemerkt werden wird, uur von reellen Werthen der Veriinderlichen 
und von reellen Functionen die Rede sein wird, und ein Unendlich- 
werden der Function iiberall ausgeschlossen sein soll. Demgemiiss de- 
finire ich: 

Eine Function von x nennt man f(#), wenn zu jedem 
Werthe von « innerhalb eines gewissen Intervalles ein einziger 
bestimmter Werth von f(x) gehort. 
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Es ist dabei gleichgiiltig, woher und wie man f(x) bestimme, ob 
durch analytische Gréssenoperationen oder auf andere Weise. Nur 
muss der Werth von f(x) iiberall eindeutig und bestimmt sein. So 


wire f(a) = sin - in einem 2 = 0 umgebenden Intervalle keine iiberall 


bestimmte Function, so lange sie nur durch ihren analytischen Aus- 
druck definirt wird. Denn dieser wird in « = 0 vollig unbestimmbar 
und unbestimmt, wiihrend er in jedem «=O noch so nahen Punkte 
allerdings bestimmt ist. Soll sie obigem Begriffe einer véllig bestimm- 
ten Function geniigen, so muss der Werth /(0) noch besonders, etwa 
=0, oder —1 oder anders festgestellt sein. Ebenso wenig ist 


1 
f(x) =e* in x =O bestimmt, da es fiir positive unendlich zu Null 
abnehmende x unendlich zu-, fiir negative x unendlich abnimmt. Wohl 
aber ist 
f(«) = at ig. => 4 =e se 


trotz ihrer Spriinge eine tiberall bestimmte Function. 


§ 2. 
Begriff der Stetigkeit. 


Kine Function f(~), welche fiir «= a@ einen bestimmten 
endlichen Werth f(a) hat, nennt man in diesem Punkte stetig, 
wenn ¢é stets so klein angenommen werden kann, dass die 


Differenz: 
f(a + 9) — f(@) 
fiir alle 6, die numerisch << sind, numerisch kleiner, als 
eine beliebig kleine Grésse o ist. 
_ Unstetig heisst sie im Punkte =a, wenn é nicht so 
klein genommen werden kann, dass 
f(a + 9) — f(a) 
fiir alle 6, die numerisch < ¢ sind, numerisch unter jeder 
beliebig kleinen Grosse o liege. 
Es leuchtet ein, dass wenn die Function in 2 = a stetig ist, das 
é so klein bestimmt werden kann, dass, wie auch 0 < ¢ angenommen 
werden midge, f(a + «)—/f(a-+ 9) numerisch kleiner als jede ge- 
gebene Grosse o bleibt, nicht aber umgekehrt, Denn wenn letztere 
Bedingung erfiillt ist, so kann daraus nur geschlossen werden, dass 
sich f(a + &) mit unendlich abnehmendem «¢ einer Grenze*) annidhere, 
die jedoch von f(a) ganz verschieden sein kann, wie das Beispiel 
Fourier’scher Reihen an ihren Unstetigkeitspunkten gentigend beweist. 





*) S. die genaue Fassung des Begriffes der Grenze im Anhang Note I. 
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Ich will die Kigenschaft einer Function: Wenn das positive « 
stets so klein gedacht werden kann, dass f(a + «) — f(a + 0) fir 
jedes von Null verschiedene 0 < ¢ numerisch kleiner als eine beliebig 
kleine Grésse 6 ist, — dadurch bezeichnen, dass ich sage: 

Die Function sei in unmittelbarer Nihe des Punktes x=a 
auf der rechten Seite stetig. 

Es kann dies also stattfinden, ohne dass die Function im Punkte 
«x =a selbst stetig ist, aber nicht umgekehrt. Die Stetigkeit in einem 
Punkte zieht stets die Stetigkeit in seiner unmittelbaren Nahe, und 
zwar rechter und linker Seite nach sich. Es kann ferner f(x) in jedem 
“=a beliebig nahe kommenden Punkte « =a-+ « stetig sein, ohne 
doch in dem Punkte «=a oder nur in seiner unmittelbaren Nihe 
stetig zu sein. Ein Beispiel hiefiir liefert die Function 

f(a) = sin, 

welche in jedem «=a noch so nahen Punkte stetig ist, ohne es in 
« =a selbst zu sein, wie man auch den durch die analytische Defini- 
tion nicht bestimmten Werth derselben in « =a annehme. Aber auch 
in unmittelbarer Nahe von x = a ist sie nicht stetig; denn man wird 
nie ¢ so klein machen kénnen, dass 


f(a + 8) —f(@+ 9) = sin - — sin + 


fiir jedes von Null verschiedene 6 < ¢ unterhalb einer beliebig kleinen 
Grésse liegt; da diese Differenz fortwihrend zwischen den Grenzen 
+ 1 hin- und herschwankt, Dagegen ist die Function, wie schon be- 
merkt, fiir jedes x = a- ¢, wie klein auch « sei, stetig; denn vor- 
stehende Differenz lisst sich, wenn «¢ constant gehalten wird, durch 
Anniherung des @ an é beliebig klein machen. 

Ich denke, man kann diesen Fall, dass f(z) in jedem x = a be- 

liebig nahen Punkte stetig ist, dadurch bezeichnen, dass man sagt: 
Die Function sei bis in unmittelbare Niéhe von «=a 

stetig. 

Es folgt daraus nicht, dass sie im unmittelbarer Nihe von » =a 

stetig sein miisse. Und umgekehrt: Es kann eine Function in einem 

Punkte und im seiner unmittelbaren Nahe stetig sein, ohne es bis in 

seine unmittelbare Nahe zu sein, wie dies Beispiele des § 9. geniigend 

beweisen, 

Es kénnen sich ferner f(a + 6) und f(a — 6) mit unendlich ab- 
nehmendem 0 zweien Grenzen nihern, welche von einander und von 
f(a) verschieden sind. Man sagt dann, die Function mache hier einen 
»Sprung“, und nennt jene Grenzen die Sprungwerthe. Es kann aber 
f(@) mit dem Grenzwerthe von f(a + 6) zusammenfallen und von dem 
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Grenzwerthe des f(a — 0) verschieden sein. Dann werden wir sagen, 
die Function sei im Punkte «= a auf der rechten Seite stetig, links 
aber nicht. 

Endlich kénnen die Grenzwerthe f(a + 6) und f(a — 9) gleich, 
der Werth f(a) aber von ihnen verschieden seiu*). 


> » 


§ 3. 
Stetige Functionen. 


Schlechthin stetige nennen wir solche Functionen, welche in jedem 
endlichen Intervalle iiberall, mit Ausnahme einer endlichen Anzahl 
von Punkten stetig sind. Wir beschriinken uns hier auf die Betrach- 
tung derjenigen Intervalle, welche zwischen solchen Unstetigkeits- 
punkten liegen, in denen also die Functionen durchaus stetig, endlich 
und bestimmt sind. 

Fir die meisten analytischen Functionen, die man bisher in Un- 
tersuchung gezogen hat, liasst sich in jedem Punkte x — a ein posi- 
tives Intervall ¢ so bestimmen, dass fiir alle d << « die Differenz 
f(a + 8) — f(@) nicht allein numerisch kleiner als eine beliebig kleine 
Grésse 6, sondern auch einerlei Zeichens ist, und die Differenz mit 
abnehmenden 0 immer abnimmt; ein eben solches Intervall aber auch 
auf der anderen Seite des Punktes 2 = a vorhanden ist. Sind in die- 
sem Falle die Zeichen der Differenzen f(a + 0) —/f(a) undf(a — 0) —f(a) 
dieselben, so ist in « =a ein Maximum oder ein Minimum; sind die 
Vorzeichen verschieden, so ist keins von beiden vorhanden. Auf ein 
Maximum folgt im Verlaufe einer solchen Function ein Minimum und 
umgekehrt, Man nennt ein solches Stiick der Function zwischen einem 
Maximum und Minimum eine Oscillation, die Differenz des Maximal- 
und Minimalwerthes die Amplitude derselben **). 

Die Functionen der angegebenen Art haben auf jedem endlichen 
Intervalle eine endliche Anzahl von Oscillationen. 

Nach dem Bilde dieser Functionen, welche die Analysis fast allein 
kennt, kann man sich nun die anderen stetigen Functionen denken, 
in denen, wie klein man auch ¢ nehmen mdge, doch f(a + 0) — f(a) 
nicht fiir alle d < « desselben Zeichens und nicht mit 6 immer ab- 
nehmend ist. Ein Beispiel eines solchen Verhaltens liefert die Function 


: ee 
f(x) = & sin — 

*) Riemann hat (Grundlagen f. e. allg. Th. p. 14) diese Unstetigkeiten als 
solche bezeichnet, welche ,,durch Abiinderung des Functionswerthes in Einem 
Punkte hebbar“ sind. 

**) Ich bediene mich hier der Bezeichnung von Lipschitz (Crelle, Journ. 
t. 63. p. 296). 
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welche in « = 0 den Werth /(0) = 0 hat und gewiss stetig ist; denn 
man kann die Differenz: 


f(8) — f(0) = 8 sin 


jedenfalls beliebig klein machen, obgleich sie fiir abnehmende 0 immer- 
fort zwischen positiven und negativen Werthen oscillirt. Wir kénnen 
dies Verhalten wohl so bezeichnen, dass f(x) in der unmittelbaren 
Nahe von «= 0 

unendlich viele Oscillationen mit unendlich kleiner Amplitude habe. 

Was hier nur in unmittelbarer Niihe eines einzelnen Punktes statt- 
findet, kann fiir gewisse Functionen in einer unendlichen Anzahl von 
Punkten geschehen, die unendlich dicht bei einander liegen; Beispiele 
solcher Functionen sind in I. und II. des § 5. gegeben. Charakteristisch 
bleibt aber fiir diese Functionen, dass, wie klein man auch das von 
Nuil verschiedene 6 annehmen midge, die Anzahl der Oscillationen, 
deren Amplituden > o sind, immer eine endliche ist, jedoch unbe- 
grenzt wiichst, wenn 6 unbegrenzt abnimmt. 

Man hat wohl auch von stetigen Functionen gesprochen, welche eine 
unendliche Anzahl von Oscillationen mit endlicher Amplitude euthalten 
sollen, d.h. bei denen in jedem noch so kleinen Intervalle Oscillationen vor- 
kommen sollen, deren Amplituden eine gewisse constante Grésse o iiber- 


steigen und hat dabei etwa an f(x) = sin ; in «= 0 gedacht. Es 


ist aber leicht zu zeigen, dass diese Annahme einen inneren Wider- 
spruch involvirt. Denn, wenn an dem Punkte z =a kein Intervall ¢ 
existirt, innerhalb dessen fiir alle ¢, f(a + «) — f(a) numerisch kleiner, 
als eine beliebig kleine Grésse ist, sondern, wenn die Werthe dieser 
Differenz innerhalb des Intervalles um jene constante Amplitude > 6 
schwanken, so ist eben die Function, dem Begriffe der Stetigkeit nach, 


nicht stetig; wie denn auch schon f(x) = sin . in 2 = (0) selbst nicht 


stetig, sondern giinzlich unbestimmt ist. 

Fiir alle stetigen Functionen ist daher die Anzahl der Oscillationen, 
welche > 6 sind, in jedem Intervalle endlich, wie nahe auch o der 
Null kommen mége. Sie zerfallen aber in folgende zwei Klassen: 


1. Functionen mit endlichen Oscillationen, d. h. diejenigen, in denen 
die Anzahl der Oscillationen > 6 iiber eine bestimmte Grenze nicht 
hinausgeht, wie klein auch 6 genommen werde. 

Hieher gehéren alle algebraischen, und die meisten der bekannten 
analytischen Functionen, denen, mit Ausnahme einiger kritischen 
Punkte, wie in 


f(x) =sin - oder f(x) = a 
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des Punktes « = 0, iiberall ein bestimmter, endlicher Differentialquo- 
tient zuzukommen pflegt. 

Es lassen sich indessen Functionen denken, welche zwar iiberall 
stetig sind, und zu der Klasse der Functionen mit endlichen Oscilla- 
tionen gehéren und doch in unendlich vielen Punkten eines Intervalles 
unendlich grosse Differentialquotienten, also gleichsam ,,unendlich viele 
Spitzen haben*), In III. und IV. des § 5. sind solche Functionen 
in analytischer Reihenform dargestellt, in denen sich die Differenz 
f(a + «)—f(@) in wnendlich vielen Punkten «=a beziiglich wie 

2 


é® und a verhiilt. 
oge 
Es giebt aber auch, was frither geliiugnet zu werden pflegte, ein- 
fache transcendente Curven, welche stetig verlaufen, jedoch einzelne 


*) Es liegt nicht fern, solche Curven mit unendlich vielen Spitzen sich 
etwa auf folgende Weise anschaulich vorzustellen: Man theile ein Quadrat von 
der Seitenliinge 1 durch iiquidistante horizontale und vertikale Parallelen in ein 
Netz von uw? kleineren Quadraten; man gehe dann von der einen Ecke des grossen 
Quadrates in zusammenhiingendem Zuge nach der gegentiberliegenden Ecke, in- 
dem man dabei immer in jenen Parallelen bleibt, sich also bald in horizontaler, 
bald in vertikaler Richtung bewegt. Die Linge des Wegs, den man hiebei durch- 
misst, ist immer dieselbe und zwar = 2, wie man auch die Maschen jenes Netzes 
durchlaufe. Man wile jetzt einen solchen Weg, der sich miglichst an die Dia- 
gonale anschliesst und treppenférmig von dem einen Eckpunkte nach dem anderen 
aufsteigt, indem die Diagonale alle ausspringenden Ecken der Stufen trifft. Man 
lasse nun 'w beliebig wachsen; jener treppenformige Weg wird sich dann, wenn 
er immer in gleicher Weise construirt wird, der Diagonale immer mehr annihern, 
und sein Abstand von dieser beliebig klein werden; wihrend aber die Tangente 
der Diagonale fiir alle ihre Punkte denselben Werth besitzt, so schwankt die 
jenes treppenférmigen Zuges fortwihrend zwischen 0° und 90°, und die Liinge des 
letzteren bleibt constant = 2, wihrend die der Diagonale einen anderen Werth 
nimlich V2 besitzt, Lasst man nun w unendlich wachsen, so scheint man durch 
diesen Grenziibergang zu einer Linie zu gelangen, die zwar in ihrem ganzen 
iiusseren Verlaufe mit einer geraden Linie zusammenfillt, in ihrer inneren Natur 
aber wesentlich anders beschaffen ist, indem ihre Richtung in jedem Punkte giinz- 
lich unbestimmt und ihre Liinge von der der Geraden verschieden ist, Dies (der 
bekannten rota Aristotelica verwandte) Paradoxon beruht indess auf einer Er- 
schleichung, indem dabei stillschweigend der Satz angenommen wird: ,, Wenn 
sich eine Schaar von Curven stetig einer Grenzcurve nihert, so gelten die Kigen- 
schaften jener Schaar auch fiir die Grenzcurve.‘‘ Dieser Satz, vor dessen still- 
schweigender Anwendung sich freilich selbst bedeutende Mathematiker nicht 
immer bewahrt haben, ist aber im Allgemeinen nicht nur unerweislich, sondern 
auch falsch; denn es sind genug Beispiele beizubringen, wo eine Schaar von 
Curven mit stetig veriinderlicher Richtung und Kriimmung sich stetig einer Grenz- 
curve nihert, welche plitzliche Aenderungen der Richtung und Kriimmung zeigt. 
In unserem obigen Falle findet das umgekehrte statt: eine Reihe von Curven 
mit springenden Differentialquotienten nihert sich stetig einer Curve von con- 
stanter Richtung. 





16 Herrmann Hanke, 


Punkte besitzen, in welchen die Grenzen, welchen sich die durch jene 
festen Punkte und benachbarte Curvenpunkte gelegte Secanten an- 
nahern, zu beiden Seiten verschieden sind, so dass also in diesen 
Punkten zwei Zweige der Curve unter einem endlichen Winkel zusam- 
menstossen. 

Ein Beispiel hiefiir ist: 


ve 


for— f 5 ’ 
e i+e’ - 


a 


wo die Function unter dem Integralzeichen iiberall endlich bleibt, wenn 
y reelle Werthe durchliuft, und nur fiir y= 0 unbestimmt wird. Es 


ist aber gleichwohl 
U 


- ‘ d 
ro f-*, 
e its’ 


a 
bestimmt, und 


é 


. - d 
po— = f- sa Agere 
/ i1+e% 1+e? 


) 


wo 0 ein zwischen 0 und ¢ liegender Werth ist. Da nun der Grenz- 
werth von 


1 __ 40 5. positive 
he , negative ’ 
ite? 
so ist 
-  f(e)— Ff) _ 40 
lim - ae 1? 


je nachdem man sich von der rechten oder linken Seite dem Null- 
punkte nihert. 

Aehnlich verhilt sich das Integral jeder Function, die zu beiden 
Seiten eines Punktes verschiedene Werthe annimmt. 

Am Ende des § 8. sind nun stetige Functionen in analytischer 
Form angegeben, welche in unendlich vielen Punkten eines endlichen 
Intervalles dieselbe Eigenschaft zeigen. 


Il. Functionen mit unendlich vielen Oscillationen unendlich kleiner 
Amplitude sind solche, bei denen die Anzahl der Oscillationen > 6 
mit abnehmendem oe iiber alle Grenzen wichst. 


Hieher gehirt die Function f(a”) = x sin + welche wenigstens in 
x 


einem, «=O umschliessenden Intervalle die angegegebenen Higen- 
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schaften zeigt. Andere Functionen, welche dieselbe Kigenthiimlichkeit 
in unendlich vielen Punkten jeder Strecke besitzen, sind in I. und II. 
des § 5. gegeben. 

Was die Differentialquotienten betrifft, so kann man allerdings 
Functionen dieser zweiten Classe angeben, welche in unendlich vielen 
Punkten keine -besitzen (wie I. des § 5.); es giebt aber auch solche, 
bei welchen sich die Oscillationen gleichsam so abflachen, dass in jedem 
Punkte ein bestimmter Differentialquotient existirt*) (vergl. II. des § 5.) 
Kinfacher ist die Untersuchung der Integrale und es mag hier sogleich 
bemerkt werden, dass in § 8. gezeigt werden wird: die stetigen Func- 
tionen beider Classen sind stets integrabel. ; 

Was die Entwickelung stetiger Functionen in Fourier’ sche Reihen 
betrifft, so sind die Untersuchungen Dirichlet’s**), welche aus- 
driicklich auf- die erste Classe beschriinkt waren, durch die Arbeiten 
von Lipschitz***) und Riemann7) dahin vervollstindigt worden, 
dass alle stetigen Functionen in periodische Reihen mit unendlich ab- 
nehmenden Coefficienten entwickelt werden kénnen. 


§ 4. 
Condensation der Singularitaten. ’ 


Es muss der Fortgang der theoretischen Entwickelung hier unter- 
brochen werden, um das Princip auseinanderzusetzen, welches die im 
vorigen Paragraphen angefiihrten illegitimen Functionen analytisch 
darzustellen yestatiet. 

Es sei p(y) eine Function, welche fiir alle Werthe von y zwischen 


*) Ob es mdglich ist, stetige Functionen analytisch darzustellen (oder auch 
nur zu denken), welche in keinem Punkte eines endlichen Intervalles einen be- 
stimmten endlichen Differentialquotienten besitzen, steht dahin. Denn man muss 
hiebei genau unterscheiden, ob in einem gegebenen Falle der Differentialquotient 
an sich unbestimmt ist, oder nur in einer Form erscheint, deren Werth wir nicht 
zu bestimmen vermigen. So lisst z. B. die Function 


in dieser Form ihren Differentialquotienten unbestimmt, weil die Reihe zu schlecht 
convergirt, um nach unseren gewdhnlichen Methoden die Differenz f(a-+ ¢)— f(a) 
fiir abnehmende ¢ bestimmen zu lassen; an sich aber ist /’(#) =1 und keines- 
wegs unbestimmt. 

**) Crelle, Journ, t. 4. p. 169 wird vorausgesetzt, dass nur eine endliche 
Anzahl von Maximis und Minimis vorhanden sind. 

***) Crelle, Journ. t. 63. p. 301 wird die Entwickelbarkeit nachgewiesen 
fiir Functionen, in denen f(#-+ «) — f(a) mit ¢ schneller abnimmt, als irgend 
eine positive Potenz von «. 

+) Ueb, d. Darstellbark, art. 10, 
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— 1 und +1, mit Ausnahme von y=0, einen véllig bestimmten, 
zwischen -+- 1 und — 1 liegenden Werth hat und das normale Ver- 
halten analytischer Functionen zeigt, dass m(y + 0) fiir ein gentigend 
kleines 0 nach dem Taylor’schen Lehrsatze 


p(y +8) = ply) +99 (y) +5 8@"y) +--- 


entwickelt werden kann. In y=O aber habe diese Function eine 
Singularitit, welche die Entwickelung von g(y) nach ganzen Potenzen 
von y unzuliissig macht; doch sei ihr Werth auch in diesem Punkte 
bestimmt und zwar (0) = 0. 

Diese Singularitiit, welche der Function g(y) nur fiir einen ein- 
zelnen Punkt y = 0 zukommt, kann nun einer Function f(x) so im- 
prignirt werden, dass sie diese in unendlich vielen Punkten eines end- 
lichen Intervalles besitzt, und zwar, indem man setzt: 


f(2) = >> visu nee) : 


e=3 























Wenn s > 3 vorausgesetzt wird, so convergirt diese Reihe, weil 
ihre Glieder numerisch nicht grésser sind, als die der convergenten 


Reihe: 


D 


1 


n® 
a=I1 


Die Function f(x) ist daher immer endlich und bestimmt, wenn 
der Function p(y), wie vorausgesetzt, diese Eigenschaften zukommen. 

Um nun die Singularitiiten der neuen Function f(x) zu unter- 
suchen, so bemerke man zuniichst, dass nach bekannten Regeln: 


1 < 1 
ns n® (s — 1)m*— 
und daher: 
. (sin n22) h 
; 9 (s Ln b 
kee’ saan Mietinar a8 
e=2 


wo h einen echten Bruch bezeichnet, Somit ist, wenn h’ ebenfalls 
einen echten Bruch vorstellt: 


He +) — fe) — Secariet dey — eaves) 5 


n m*—} 





n=1 


Hierin bedeutet m eine beliebig grosse, ¢ eine beliebig kleine 
Zahl, deren Wachsthum und Abnahme wir in beliebige Verbindung 
mit einander setzen kénnen. Wir wollen voraussetzen, dass, wie gross 
auch m sei, immer me unter einer beliebig kleinen Grosse liege. Da 
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somit um so mehr we eine beliebig kleine Grésse darstellt, so ist die 
Entwickelung: : 


p (sin » [w+ e]x) = (sin nam) + nex cos nra - g’ (sin n[w#+ xé]z) 
(wo x ein echter Bruch) gestattet, wenn nicht sin naa = 0. 


Dieser Fall aber tritt fiir kein Glied der Reihe ein, wenn « eine 
irrationale Grosse ist; es ist dann: 
ae i q’ (sin “let x] Tt) fe, 2): 
{(a@+e) — f(x) a> cos nam + — 


n=1 








Die Reihe rechter Hand ist convergent, wenn s > 3, wie wir voraus- 
gesetzt haben; und es kann somit durch Verkleinerung von « die 
Differenz f(a + ©) — f(x) immer beliebig klein gemacht werden, 

Die Function f(#) ist daher in jedem irrationalen Punkte 
stetig, und noch mehr: sie hat in jedem solchen Punkte einen 
vollig bestimmten, endlichen Differentialquotienten. 

Denn es ist: 


f(a + 8) —F(w) __ ®@ et ae 
=>. cos nxa + — 





i em 


Nun nihert sich mit stetig abnehmendem ¢ unter der Voraussetzung 
s > 3 die Reihe jedenfalls der Grenze 


(sin Nxm) 
bf COS NLA, 
nv 


n=l 


und wenn man jene Beziehung zwischen dem Wachsthum von m und 
der Abnahme von « genauer so determinirt, dass em zwar unendlich 
abnehmen, ¢m*—! = em - m*—? aber unendlich wachsen soll, was z. B. 
durch die. Substitution 

1 


1 
n= eq” 1>q> eee, 


bewirkt werden kann, so sieht man, dass der Rest verschwindet, also | 


der Differentialquotient 


f' («)=2 > 4 ne) COS NXT 


n=1 





in jedem irrationalen Punkte eindeutig bestimmt und von der Abnahme 
des ¢ ganz unabhiingig ist. 

Die Function verhilt sich demnach in jedem irrationalen Punkte 
ganz legitim; einen wesentlich verschiedenen Charakter hat sie dagegen 
in den Punkten, wo « einen rationalen Werth, der in seiner reducirten 


v . e . 
Form «= , sein moge , besitzt. 


79 


























80 Herrmann Hanxet, 


Fassen wir in der Reihe, welche f(a + «) — f(x) bestimmt: 


7 @ (sin n(x + e] x) —@ (sin nex) 


n? 
a=) 


zunichst die Glieder zusammen, fiir welche » kein Multiplum von gp, 
so bilden sie eine Reihe, welche die eben besprochenen Eigenschaften 
hat, und mit ¢@Q bezeichnet werden mag; die tibrigen Glieder aber, in 
denen fiir ganzzahlige r, n = ur ist, haben eine ganz andere Natur; 


sie geben, da (sin n - n) = g(sin rvxz) = p(0) also nach unserer 


Voraussetzung = 0 wird, die Reihe: 


1 @ (+ sin ruex) 
a? > é oe via 


wo r alle ganzen Zahlwerthe von 1 bis zy der unter = liegenden 


ganzen Zahl durchliuft, und das Vorzeichen -+ zu nehmen ist, je 
nachdem rv gerade oder ungerade ist. Man kann hiefiir, wenn « ab- 
nimmt und trotz der Zunahme des m doch immer me beliebig klein 


werden soll, 
1 p(t reen) 
u? > 5, aes 


schreiben, und sieht jetzt, wie die Singularitiit, welche p(y) fiir y= 0 
besitzt, sich auf unsere Function iibertrigt, Denn es leuchtet ein, 
dass s immer so gross genommen werden kann, dass das erste Glied 
dieser Reihe, also: 


+. (4+ wen) 
u 


die Singularitit wesentlich bestimmt. 

Wenn die Entwickelung von (0) nach Potenzen von @ nicht 
mehr gilt und die Function m(-+- rue) selbst fiir die kleinsten Werthe 
von « nicht in dem Grade wie ¢ abnimmt, so sieht man, dass die 
Division der Gleichung: 


_ om iA gp (+ rue) h’ 
f(a + «) —f(%) = &«Q+ =e, 3 uk. 


m* 





durch ¢ auf keinen bestimmten Grenzwerth fiir 
f(@ + ®) — f(x) 


é 


fiihren wird, und daher 
die Function f(z) einen Differentialquotienten fiir rationale 
Werthe von x nicht besitzt. 
Ist p(y) auch im Punkte y = 0 stetig, so ist aus dem vorstehen- 
den Werthe der Differenz f(a + ) — f(x) ersichtlich, dass f(x) in 
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allen, auch in den rationalen Punkten 2 stetig ist, ohne doch in diesen 
einen Differentialquotienten zu haben. 
Die Singularitét g(y) in dem Punkte yO wird also 
auf jeden rationalen Punkt x der Function /(x) iibertragen, 
‘indem sich fiir solche x in der Reihe: 


f(a) = D yp oien nee) — 


immer Glieder finden, welche jene LEigenheiten besitzen; 
wihrend fiir irrationale z sich alle Glieder legitim verhalten. 

Die unendlich vielen Singularititen, welche g(sinyz) nach den 
vorausgesetzten Eigenschaften der Function » in den discreten Punkten 
y =0,1,2,3,... besitzt, dringen sich in der Function f(7) gewisser- 
massen auf eine endliche Strecke zusammen und ich habe daher das 
Princip, von solchen Functionen m zu den f tiberzugehen, als das der 
Condensation der Singularitdten bezeichnen zu kénnen geglaubt. 

Die weitere Ausfiihrung fiir bestimmte Functionen wird im Folgen- 
den in verschiedenen Beispielen gegeben werden. Im Allgemeinen 
kann man noch bemerken, dass die Singularitit in einem rationalen 
ames um so stirker ausgeprigt erscheint, je einfacher der Werth 


x == -—, d.h. je kleiner der Nenner u ist. Die der Function  eigene 
Singularitit tibertragt sich nimlich auf die Function f nur in dem 
Verhiiltniss von w*:1. Die Function nimmt daher, je niher man 


einem irrationalen Punkte kommt, immer mehr den in solchen vor- 
handenen Charakter der Stetigkeit an. 


§ 5. 
Stetige Functionen mit unendlich vielen Singularitaten. 
I. Diese allgemeinen Bemerkungen sollen im Besonderen auf die 
Function 
p(y) =y sin — 
y 
angewandt werden, welche iiberall stetig ist, aber in y =O unendlich 
viele, unendlich kleine Oscillationen besitzt und daher nach aufsteigen- 


den Potenzen von y nicht entwickelbar ist. 
Die Function 


ao 
a - sin(—_*__) 
f(z) = » ~7 Sin Nam sin (— a 
n=1 


ist nun, wie aus vorstehenden Betrachtungen erhellt, in allen irratio- 
nalen Punkten a stetig und differentiibel. 
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Ist aber 2 = = rational, so enthilt f(a + «) ausser einer Reihe 
€Q noch die mee 


= sin rwen- sin > ; 
qarpae 


die man, wenn é pe klein angenommen wird, bis auf Glieder 
héherer Ordnung, durch 
at a pe ; ; sin ~ —. 
ersetzen kann, so dass 
1 
fe + 9) — fle) — 9 = Dr in ae tO + 


rust 





gesetzt werden darf. Da sich nun fir einigermassen grosse s die Summe 


1 . 1 
Sak ain 
r T Wen 
wesentlich auf ihr erstes Glied reducirt, so verhalt sich 
f(a + 8) —f(x) wie —**_ sin es 
u 


Die Function f(x) ist daher in den rationalen Punkten x zwar 
stetig, aber nicht in der Weise, dass ihrem Differentialquotienten ein 
‘bestimmter Werth zukime. Vielmehr kann um solche Punkte herum 
kein Intervall von solcher Kleinheit angegeben werden, dass in ihm 
die Differenz f(a“ + ©) — f(x) immer abniihme, oder nur ein und das- 
selbe Zeichen behielte. Wir kénnen dies Verhalten, welches dem 
unserer jetzigen Function g(y) in y= 0 gleicht, dahin bezeichnen: 
die Function {(x) macht in jedem rationalen Punkte «x unendlich viele 
unendlich kleine Oscillationen, ohne jedoch jemals unstetig zu werden. 

ll. Setzt man 


9(y) =y?sin —, 


so finden in Bezug auf das Oscilliren in jedem rationalen Punkte ganz 
iihnliche Verhiiltnisse bei der Function: 


f(a) = > — (sin naz)? sin (an a —~ 


n=1 
wie bei der in der vorigen Nr. statt. Man hat aber jetzt, wenn die 
friiheren Bezeichnungen beibehalten werden 


fe+)-fe) 94, 








aa 
+ aa sin 


Tuer 


wo die, fiir abnehmende ¢ und zunehmende m verschwindenden Rest- 
glieder sogleich weggelassen sind. Halten wir nun die Voraussetzung 
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s > 3 fest, so verschwindet mit unendlich abnehmendem « das Product 
jener convergenten 2 in ¢ und es nihert sich der Quotient 


fe+*)—f@) der Grenze Q. 
é 

Obgleich daher, wie man sieht, in jedem rationalen Punkte x 
auch jetzt unendlich viele, unendlich kleine Oscillationen vorhanden 
sind , besitet’ die Function doch in jedem Punkte einen villig bestimmten 
Differentialquotienten*); der Grund hievon ist in der Kleinheit dieser 
Oscillationen zu suchen, die eine unendlich kleine Amplitude der 
zweiten Ordnung haben, ebenso wie die der Function 


p(x) = 2 sin in «=0, 


wihrend die Amplituden in Nr. I unendlich klein von erster Ord- 
nung sind. 
III. Setzt man 
2 
e(y)=y', 
und bildet demgemiiss 
2 


f(a) — Sr innaey* , 


so hat man hierin eine durchaus stetige, reelle Function, wenn unter 
der Cubikwurzel stets ihr reeller Werth verstanden wird. 


Fiir ein rationales « = — ist: 
: 2 
$ 1 h 
fle +2) —f@)=20+ “> 3, +8, 
3 3 
u r 


*) Doch ist hier vielleicht die Bemerkung nicht iiberfliissig, dass die Deri- 
virte f(a), als Function von 2 angesehen, sich keineswegs bei Anniiherung des 
«# an einen rationalen Werth jener Grenze @ annihert, sondern fortwihrend 
oscillirt, wie der Werth von 


1 . ‘ 
f(e)= >) ss & [ (vi nx)? sin anes ] 


sofort zeigt. Ganz analog ist zwar fiir die Function (a) = 2? sin 2 der Grenz- 


werth von 


1 


#(2)— 9) _ , gin- 
F 


& 
bestimmt, und also g’(0) 0, Im Allgemeinen aber ist: 


til an tute 2: tens. 
gp («) = 2a sin - cos = 
und daher g’(a) eine Grisse, welche bei abnehmenden x fortwiihrend oscillirt 
und sich nicht der Grenze g’ (0) = 0 annihert. 





6* 
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und man sieht, dass die Function zu der ersten Classe der in § 3. 

betrachteten gehért; denn die Differenz f(x + ¢) — f(x) nimmt mit 

é fortwihrend ab, ohne dabei ihr Zeichen zu wechseln; die Function 

f(x) besitet demnach keine Oscillationen; gleichwohl aber existirt fiir 

vorliegende Function kein endlicher Differentialquotient ; vielmehr wéichst 
2 


feton te Q+ ee 1 


e° u Ps 3 





mit abnehmendem é« iiber alle Grenzen. 

Wenn man will, kann man das riiumliche Correlat der Function 
f(x) eine stetige Curve mit unendlich vielen Spitzen nennen. 

IV. An Stelle vieler aihnlicher Beispiele sei nur noch das eine 
erwahnt , wo 


1 
Eo 


und O< x< A . Dann zeigt 
1 1 
f(z) = ao log x (sin nam)? 


- r . v ° ° 
fiir ein rationales 7 = r die Differenz: 


fe + 2)—f@) = 90+. SS tose 


y log x (ruex} 
und es wird daher 


fw +8) — fiw) _ Cs 1 
; +72 ; 


yp? & logx (rue n)? 


mit abnehmendem « immer in’s negativ Unendliche wachsen. 


§ 6. 
Definition und Beispiele von linear unstetigen Functionen. 


Unstetig im Punkte « = @ nennt man eine Function f(z), 

wenn es unter den Werthen, welche die Differenz f(a-+ 0) — f(a) 

fiir alle positiven und negativen 0, die numerisch < é sind, 
annimmt, immer solche giebt, die eine gewisse endliche Grésse 

6 numerisch iibersteigen, wie klein man auch ¢ annehmen midge. 

Ich werde von einer solchen Function sagen: sie mache im Punkte 

x == a Spriinge, die > 6 sind. 

Zur bequemeren Ausdrucksweise fiihre ich noch bei der Behand- 
lung der Unstetigkeiten einen neuen Begriff ein, und verstehe unter 
der Schwankung*) einer Function in einem gewissen Intervalle 


*) Nach Riemann, Ueb. die Darst, art. 5. 
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die Differenz des gréssten und kleinsten Werthes, welchen die 
Function in jenem Intervalle annimmt. 

Die Schwankung einer Function innerhalb eines Intervalles, welches 
einen Punkt «=a umgiebt, in dem f(x) Spriinge > 6 macht, ist 
daher jedenfalls > 6. Sind die Spriinge in dem Punkte < 6, so kann 
immer ein kleines Intervall um den Punkt «=a herum angegeben 
werden, innerhalb dessen die Schwankung weniger betrigt als 2c. 

Die schlechthin stetigen Functionen machen solche Spriinge in 
einzelnen Punkten, welche nur in endlicher Anzahl auf einer Strecke 
vorhanden sein diirfen, und zwischen sich immer ein endliches Inter- 
vall enthalten, in dem die Function durchaus stetig ist. Solche 
punktuelle Unstetigkeiten kénnen sich aber auch in unendlicher Anzahl 
auf einer Strecke zusammendriingen und erzeugen so lineare Unstetig- 
keiten, zu deren Betrachtung wir uns jetzt wenden, indem wir definiren: 

Linear unstetige Functionen sind solche, welche in unendlich 

vielen Punkten einer endlichen Strecke unstetig sind. 
Die Spriinge, welche die Function in diesen unendlich vielen Punkten 
macht, kénnen indess insofern ein sehr verschiedenes Verhalten zeigen, 
als entweder die Zahl der Punkte, in denen Spriinge grésser als eine 
bestimmte endliche Grésse 6 vorkommen, unendlich ist, oder deren 
Zahl nur unendlich wichst, wenn 6 unendlich abnimmt. Obgleich 
im letzteren Falle die Punkte, in denen die Spriinge grésser als eine 
bestimmte endliche Grésse 6 sind, nur in endlicher Zahl vorkommen, 
so sind doch diese Functionen von den schlechthin stetigen, welche 
iiberhaupt nur in einer endlichen Anzahl von Punkten unstetig werden, 
wesentlich verschieden. 

Die mannigfachen Eigenthiimlichkeiten, welche die linear un- 
stetigen Functionen zeigen kénnen, mdgen zuniichst an einer Reihe 
von Beispielen vorgefiihrt werden, in denen wir die Veriinderliche x 
das Intervall von = 0 bis 2 = 1 durchlaufen lassen. 

I. Fur jedes rationale x sei f(x) 0, fir jedes irrationale f(z)=1*), 
Dann sind in jedem noch so kleinen Intervalle unendlich viele Punkte, 
in denen beiderseits Spriinge von der Grésse 1 vorkommen, enthalten, 
und es giebt nirgends einen Punkt =a, in dem f(a + 0) — f(a) 
fiir alle d < ¢, wie klein man auch ¢ annehme, numerisch < 1 wire. 

II. Die Function habe den Werth f(x)—1, fiir die Strecke =O 
bis z = 1 mit Ausnahme unendlich vieler Intervalie von der Grésse 


€", welche in den Punkten 7 = (5) (von = 1 bis m = oo) ihre 


Mittelpunkte haben; in jedem dieser Intervalle aber sei die Function 
in derselben Weise unstetig, als die unter I. beschriebene, d. h. sie 


*) Auf solche Functionen hat Dirichlet (Crelle, Journ. t. IV. p. 169) auf- 
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nehme den Werth 0 fiir alle rationalen, den Werth 1 fiir alle irra- 
tionalen Werthe des Argumentes an. Die Gesammtgriésse s der In- 
tervalle, in denen tiberall Schwankungen = 1 vorkommen, betriigt: 


s=§+P4+E4---—74,. 
Zwischen zwei solchen Intervallen liegt immer eine Strecke, in 
welcher die Function stetig ist; denn die Punkte (5) Gr sind 


umgeben von Intervallen ¢", "+! mit endlichen Schwankungen ; zwischen 
diesen bleibst ein Raum: 


((4y-i#)- (4)"+ zt) =(3) {1 — (2§)" (1 +6) 


we — : 
der, wenn etwa € < —, fiir alle » positiv ist und mit wachsenden » 
unbegrenzt abnimmt. 


III. Die Function habe den Werth f(x) = 1 fiir alle Werthe des 
Argumentes ausser den Punkten x = Gy (von n = 1 bis m = oo), in 


denen f(x) =O sein mége. Die Unstetigkeit ist hier auf einzelne, 
wenn auch unendlich viele Punkte beschriinkt, in denen Spriinge von 
der Grésse 1 vorkommen. Es giebt nirgends ein ganz mit Unstetig- 
keiten erfiilltes Intervall. Soll ein den Punkt « = (ey umgebendes 
Intervall nur die in diesem Punkte stattfindende Unstetigkeit einschliessen, 
so kann es beliebig klein genommen werden. Ja noch mehr: die Ge- 


sammtgrésse s aller Intervalle dieser Art kann beliebig klein gemacht 
werden. Denn nimmt man « als die Grésse des, einen Punkt 


t= (zy einschliessenden Intervalles, so kann jene Summe: 
same st ett et... ee ——— 
mit ¢ beliebig verkleinert werden. 
1V. Die Function habe von x = 1 bis « = = den Werth f(x) =1, 


Bias 1\2 1 , 1\" |. 
von = = bis 2 = (5) den Werth =? allgemein von 7 = (5) bis 


= (2y"" den Werth f(z) = (). Diese Function, welche nur in 


den Punkten 7 = GY unstetig wird, und in denselben um (sy 


springt, hat nicht, wie die bisher betrachteten Beispiele, eine unend- 
liche Anzahl von Punkten, in denen ihre Spriinge eine gewisse end- 
liche Grésse tbertreffen; vielmehr ist die Anzahl der Spriinge die 
> 6 sind, fiir jedes 6 endlich, nimmt aber mit abnehmendem 6 fort- 
wihrend und ohne Grenze zu. Die Gesammtgrésse der Intervalle, in 
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denen Spriinge > 6 vorkommen, kann offenbar fiir jedes 6 beliebig 
klein gemacht werden, da die Anzahl der Intervalle eine endliche ist, 
und diese nur die Unstetigkeitspunkte nothwendig umschliessen miissen. 


§ 7. 
Theorie und Classification der linear unstetigen Functionen. 


Die vorstehenden Beispiele lassen deutlich zwei Classen von linear 
unstetigen Functionen unterscheiden: Solche, welche innerhalb ganzer 
Intervalle total, und solche, welche nur in zerstreuten, wenn auch 
unendlich zahlreichen Punkten unstetig sind. Doch bediirfen diese 
Begriffe noch einer priiciseren Fassung. 

Wenn auf einer Strecke eine Schaar von Punkten liegt, 
denen eine gewisse Eigenschaft zukommt, so sage ich, dass 
diese Punkte 

die Strecke erfiillen, wenn in der Strecke kein noch so 


kleines Intervall angegeben werden kann, in dem nicht wenigstens | 


Ein Punkt jener Schaar lige; 

dass dagegen diese Schaar von Punkten die Strecke nicht 
erfiillt, sondern die Punkte zerstreut auf ihr liegen, wenn 
zwischen je zwei beliebig nahen Punkten der Strecke immer 
ein Intervall angegeben werden kann, in dem kein Punkt jener 
Schaar liegt. 

Wir betrachten nun diese beiden Fille einzeln: 

I. Wenn eine Strecke nicht von solchen Punkten erfiillt ist, in 
denen Spriinge > 6 stattfinden, sondern diese zerstreut, immerhin in 
unendlicher oder in einer mit unbegrenzt abnehmendem o unendlich 
zunehmenden Anzahl in ihr liegen, so giebt es der Definition nach, 
zwischen zwei solchen Punkten immer ein Interval], in dem kein solcher 
Punkt mit Spriingen > o liegt, in dem also auch die Schwankungen 
der Function < 26 sind und es gilt nun der Lehrsatz: 

Wenn eine Strecke nicht von Punkten erfiillt ist, in denen Spriinge 
> 6 stattfinden, so kann die Gesammtgrisse s der Intervalle, in denen 
die Schwankungen > 26 sind, beliebig klein angenommen werden. 

Beweis. Die Intervalle, welche s zusammensetzen, liegen herum 
um jene zerstreuten Unstetigkeitspunkte, in denen die Function Spriinge 
von der Grésse 6 zeigt. Ist daher die Anzahl jener Punkte endlich, 
so kann die Gesammtgrésse der Intervalle, da man jedes derselben 
beliebig klein machen kann, auch beliebig verkleinert werden. Im 
Falle, dass die Anzahl jener Punkte unendlich gross ist, zwischen 
ihnen aber nach obiger Bemerkung noch Zwischenriume liegen, in 
denen die Schwankung < 26 ist, kann man so verfahren: Man theile 
die ganze Strecke, die man betrachtet, in Intervalle, von denen jedes 
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einen dieser Unstetigkeitspunkte mit Spriingen > 6 umgiebt, und wihle 
diese Intervalle so gross, dass sie zusammengenommen die ganze Strecke 
erfiillen. Denkt man sich dann jedes dieser Intervalle zusammenge- 
zogen auf den nten Theil, jedoch so, dass es auch jetzt noch den be- 
treffenden Unstetigkeitspunkt umgiebt, so ist der tibrige Theil der 
Strecke von Spriingen > 6 frei; die Summe jener Intervalle aber, in 
denen Spriinge > 6 vorkommen, ist der nte Theil der gesammten 
Strecke und kann daher durch Vergrésserung von n beliebig klein ge- 
macht werden. q. e. d. 

Es gilt aber auch die Umkehrung, nimlich das Theorem: 

Kann die Gesammtgrisse der Intervalle, in denen Schwankungen 
> 6 vorkommen, beliebig klein gemacht werden, so kommen Punkte, 
in denen die Function um mehr als 6 springt, nur zerstreut vor. 

Beweis. Erfiillten nimlich diese Punkte mit Spriingen > 6 auch 
nur ein kleines Intervall h, so wiirde in diesem die Schwankung immer 
> o sein, und daher die Gesammtsumme der Intervalle, in denen 
Schwankungen > 6 vorkommen, jedenfalls nicht < h werden kénnen, 
was der Voraussetzung widerspricht. gq. e. d. 

Il. Wir betrachten analog den Fall der eine Strecke erfiillenden 
Unstetigkeiten und beweisen den folgenden Lehrsatz: 

Wenn Punkte, in denen Spriinge > o stattfinden, eine Strecke 
erfiillen, so kann aus dieser nirgends ein Intervall herausgenommen 
werden, in dem die Schwankung < 6 wire. 

Beweis. Denn giibe es ein solches Intervall, in dem die Schwankung 
< 6 wire, und reichte dasselbe von «=a bis x=—a-+ é, so wire 
f(a + 8) — f(a + 6’) immer numerisch <6, wenn 0, 0’ in dem 
Intervall « liegen. Nun giebt es aber, da die Punkte mit Spriingen 
> 6 die ganze Strecke erfiillen, zufolge der Definition dieses Begriffes, 
in jedem Interval], also auch in dem ¢, wenigstens einen Punkt 
xz=«a-+y, in dem Spriinge > o stattfinden; d.h. es giebt jedenfalls 
ein €, so dass f(a+y-+§)—f(a+y) numerisch > o ist, wo y 
und y + € in jenem Intervalle ¢ liegen. Setzt man daher y + £= 0, 
y =0', so wire f(a+ 0)— /f(a+ 0’) numerisch > 6, was dem 
Vorigen widerspricht. q. e. d. 

Es gilt aber auch die Umkehrung, niimlich der Satz: 

Wenn in jedem Intervalle einer Strecke die Schwankung > o ist, 
so ist die Strecke erfillé mit Punkten, in denen Spriinge > > 6 
stattfinden. 

Beweis. Denn wiire die Strecke nicht erfiillt mit solchen Punkten, 
so giibe es in ihr ein Intervall von =a bis x = a+ «, so dass die 


Differenzen f(a + 0) — f(a) und f(a + 6’) — f(a) numerisch < 4 6 
wiren, wenn 0 und 0’ < « sind, Dann miisste aber f(a+ 3)—/f(a+0’) 
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numerisch <6, also die Schwankung in diesem Intervalle < 6 sein, 
was der Voraussetzung widerspricht. q. e. d. 

Die vorstehenden Erliuterungen werden geniigend dargethan haben, 
dass die linear unstetigen Functionen in zwei principiell verschiedene 
Classen zerfallen: 

I. Classe. Die punktirt unstetigen Functionen oder solche, welche 
nur in zerstreuten Punkten linear unstetig sind; genauer gefasst wird 
ihre Definition so lauten: 

Punktirt unstetig heissen solche linear unstetigen Fune- 
tionen, bei welchen die Punkte mit Spriingen > 6 nur zer- 
streut vorkommen und keine Strecke erfiillen, wie klein auch 
die, von Null verschiedene, Grésse o sei, 

Die beiden unter 1. entwickelten Siitze lassen sofort erkennen: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass 
eine linear unstetige Function zu den punktirt unstetigen ge- 
hort, ist die, dass die Gesammtgrésse aller Intervalle, in 
denen Schwankungen > 6 vorkommen, fiir jedes kleine, aber 
von Null verschiedene 6, beliebig klein gemacht werden kann. 

Insofern diese punktirt unstetigen Functionen sich von denjenigen 
stetigen Functionen, die eine endliche Anzahl von Unterbrechungen 
der Continuitiit besitzen, unterscheiden sollen, miissen sie eine unend- 
liche Anzahl solcher enthalten. Dies kann aber entweder so geschehen, 
dass die Anzahl der Punkte, in denen Spriinge > 6 vorkommen, schon 
fiir ein endliches 6 eine unendliche ist, oder erst mit unendlich ab- 
nehmendem 6 iiber alle Grenzen wiichst. 

Zu der ersten Art gehért die in III. des vor. §. beschriebene 
Function , sowie tiberhaupt alle Functionen, die aus stetigen dadurch 
entstanden sind, dass eine wnendliche Anzahl zerstreuter Punkte aus 
dem Zusammenhange gerissen und um endliche Gréssen verschoben sind. 

Zu der zweiten Art gehdrt die Function IV. des vor. §., sowie 
iiberhaupt alle linear unstetigen Functionen, welche auf einem end- 
lichen Intervalle nur eine endliche Anzahl Maxima und Minima haben. 
Denn betrachten wir z. B. ein Intervall zwischen einem Minimum und 
einem folgenden Maximum, so werden in diesem entweder nur eine 
endliche Anzahl von Spriingen vorkommen — und dann hat man keine 
linear unstetige Function; oder es ist eine unendliche Menge von 
Spriingen vorhanden: da aber durch alle diese nur ein Wachsen um 
eine endliche Grosse erzielt wird, so kénnen unter den Spriingen, die 
sich successive zu den Functionswerthen addiren, nur eine endliche 
Anzahl solcher vorhanden sein, welche eine beliebig kleine Grosse 
iibertreffen. 

Zu dieser Art gehéren ferner die in I., II. und III. des § 9. ana- 
lytisch dargestellten Functionen. 
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Gemeinsam allen Functionen dieser Classe ist folgende sehr be- 
merkenswerthe Eigenschaft: 

Die punktirt unstetigen Functionen sind 1) in wnendlich vielen 
Punkten stetig und 2) in wumnmittelbarer Néhe jedes Unstetigkeits- 
punktes stetig. 

Beweis. 1) Zwischen zwei aufeinanderfolgenden Punkten, in denen 
Spriinge > o vorkommen, giebt es nach dem Begriffe der punktirt 
unstetigen Functionen jedenfalls ein Intervall, in dem die Spriinge 
<6 sind. Aus diesem Intervall scheide man die Punkte aus, in denen 


= 1 : , , 
Spriinge > | 6 vorkommen und fasse zwischen ihnen ein Intervall 


in’s Auge, in dem die Spriinge daher < = 6 sind. So fahre man fort, 
indem man die Grésse der Spriinge itnmer halbirt, und aus dem Inter- 


. *. Ow 1\* . * > 
vall zwischen Punkten mit Spriingen > (¢) 6 eines in’s Auge fasst, 


in dem die Spriinge < (< y 6 sind. Macht man diese Operation un- 


endlich oft, so wird das iibrig bleibende Intervall entweder von end- 
licher Grésse sein und dann ist das Behauptete erwiesen, oder das 
Intervall nimmt unendlich ab. In diesem Falle jedoch wird es sich 
allmihlich auf einen Punkt a concentriren, der allen jenen Intervallen 
gemeinschaftlich ist; um diesen lagern sich, allmiihlich sich erweiternd, 
die Intervalle, die von Spriingen > (Gy .. .- Om 6,--+- frei sind, 
und es wird daher immer ein Intervall ¢ angegeben werden kénnen, 
so dass fiir alled < «, f(a + 6) — f(a) numerisch < @’ sei, wie klein 
auch o sei; d. h. aber: die Function ist in a stetig. Ueberdem zeigt 
diese Constructionsweise des Punktes a, dass es auf jeder endlichen 
Strecke unendlich viele solcher Punkte giebt. 

2) Man fixire einen Punkt «=a, in dem Spriinge > 6 stattfin- 
den; dann suche man den niichsten Punkt « = a +h, in dem Spriinge 
> 6 vorkommen; in dem dazwischen liegenden Intervalle werden die 
Schwankungen < 26 und daher die Differenz f(a + ¢) — f(a + 0) 
numerisch < 26 sein, wenn 0, ¢ <h sind. Wird nun 6 beliebig 
verkleinert, so wird sich zwar das Intervall h, das den Abstand von 
a bis zu dem niachsten Punkte mit Spriingen > 6 angiebt, verkleinern 
kénnen, immer aber wird in diesem Intervalle f(a + «) — f(a + 4) 
numerisch < 26 sein, wie klein man auch die von Null verschiedenen 
é und @ annehme. Ks nihert sich daher f(a + «) einer bestimmten, 
und zwar nach Voraussetzung von f(a) verschiedenen Grenze und dies 
giebt nach der in § 2. eingefiihrten Terminologie obigen Satz. g. e. d- 

Die punktirt unstetigen Functionen kiénnen, wie I. des § 9. zeigt, 
in den Punkten, in welchen sie stetig sind, Differentialquotienten be- 
sitzen. Im folgenden Paragraphen wird gezeigt werden, dass ihnen 











ein 
Reihe 
] 
Verh 
wie | 
oft a 
nur 
liebis 
den 
im . 


welc 


ganz 


pun 
unt 


dex 
val 
vie 


hi 








n- 


ie 
0) 
ig 


yn 











Oscillirende und unstetige Functionen. OL 


ein Integral unbedingt zukommt, und sie immer in Fourier’sche 
Reihen entwickelt werden kénnen. 

Die Functionen dieser Classe stehen, wie man sieht, in ihrem 
Verhalten den stetigen nahe, und es kénnte bei solchen Functionen, 
wie I., II., Ill. des § 9. selbst unpassend erscheinen, sie unendlich 
oft auf einer endlichen Strecke unstetig zu nennen, da in jeder Strecke 
nur eine endliche Anzahl von Spriingen vorhanden ist, die eine be- 
liebige endliche Grésse 6 iibersteigen. 

Die punktirt unstetigen Functionen bilden den Uebergang von 
den nur punkfwell (in einzelnen Punkten endlicher Anzahl) unstetigen, 
im Allgemeinen aber stetigen Functionen zu der folgenden Classe, 
welche alle anderen linear unstetigen Functionen umfasst: 

II. Classe. Total wnstetige Functionen sind solche, welche in 
ganzen Intervallen durchaus unstetig sind, oder in strenger Definition: 

Total linear unstetig heissen solche Functionen, in denen 
Punkte mit Spriingen, die eine gewisse endliche Grosse itiber- 
treffen, ganze Intervalle erfiillen. 

Es versteht sich, dass solche Functionen auch in Intervallen nur 
punktirt unstetig, oder gar stetig sein kénnen; die Siitze, die oben 
unter II. erwiesen sind, zeigen aber: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass 
eine linear unstetige Function zu den total unstetigen gehdrt, 
ist die, dass die Gesammtgrésse aller Intervalle, in denen 
Schwankungen grésser als eine beliebig kleine Grosse vor- 
kommen, nicht beliebig klein gemacht werden kann, sondern 
eine bestimmte untere Grenze hat. 

Die in I. des vor. § beschriebene Function ist in allen Theilen 
der betrachteten Strecke total unstetig; die in unendlich vielen Inter- 
vallen total unstetige Function II des vor. § ist dagegen in unendlich 
vielen Strecken sogar stetig. 

Ueberall da, wo eine Function total unstetig ist, besitzt sie, wie 
unmittelbar einleuchtet, keinen Differentialquotienten, und, wie im 
folgenden Paragraphen nachgewiesen werden wird, auch kein Integral. 
Die in Linien total unstetigen Functionen kénnen also den eigentlich 
analytischen Operationen nicht unterworfen werden: gleichwohl giebt 
es unter ihnen solche, welche durch einen analytischen Ausdruck dar- 
gestellt werden kénnen, wie in IV. des § 9. gezeigt werden wird. 


§ 8. 
Die Integrale linear unstetiger Functionen. 


Wihrend man sich bisher darauf beschriinkte, die Existenz von 
Integralen schlechthin stetiger Functionen mit einer endlichen Anzahl 





92 Heremann Hanxet. 


von Qscillationen allgemein nachzuweisen, so hat Riemann den Be- 
griff des Integrales auch auf linear unstetige erweitert und den feinen 
Satz bewiesen*): 
Die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir die 
Existenz eines Integrales 


free dx 


ist die, dass die Gesammtgrésse der Intervalle, in denen die 
Schwankungen der Function f(x) grésser als eine beliebige 
Grosse 6 sind, stets beliebig klein gemacht werden kann. 

Es braucht kaum erwihnt zu werden, dass hienach die stetigen 
Functionen mit unendlich vielen, unendlich kleinen Oscillationen stets 
ein Integral besitzen. 

Es ist jedoch wichtig zu bemerken, dass nach den charakte- 
ristischen Eigenschaften der beiden von uns unterschiedenen Classen 
linear unstetiger Functionen behauptet werden kann: 

Die in Linien total unstetigen Functionen sind niemals, die punktirt 
unstetigen immer integrabel. 

So ist das Integral der in IV. des § 6. beschriebenen Function 
f(x) aus den Gleichungen: 

1\x 
z) 


Jr) dz = ; ye? fra diz = ig 
; (7) 


leicht zu finden. Es ist nimlich z. B. 


1 
; 3 2n+1 ‘ n-+1 

Jie)de=z+G)+---+G) =F[1-G)"]. 

(y" 

Bei punktirt unstetigen Functionen kann stets die Summe der 
Intervalle, in denen Schwankungen grosser als eine beliebig kleine 
Grosse 6 vorkommen, und daher auch der Beitrag, den diese Intervalle 
zum Integrale leisten, beliebig verkleinert werden. Findet also in z=a 
ein Sprung > o statt, so fallt dieser Punkt in eines jener Intervalle, 
deren Beitrag zu dem Integrale verschwindend klein ist, und es ist 
daher der Functionswerth f(a) selbst auf das Integral ohne Einfluss, 


wie denn z. B. das Integral der in III. des § 6. beschriebenen Func- 
tion f(x) 


fie) dz = & 
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ist, was auch 2 sei, trotz der unendlich vielen aus dem Zusammen- 
hange gelésten Punkte. Das Integral ist unabhingig von den Un- 
stetigkeiten, welche durch Abianderung des Functionswerthes in ein- 
zelnen Punkten hebbar sind. Dagegen ist das Integral wesentlich 
bestimmt durch die Grenzwerthe, denen sich nach pag. 90, f(a-+ 0) 
mit abnehmendem 6 annihern; also: 

Das Integral einer punktirt unstetigen Function ist unabhingig 
von den Werthen im den Unstetigkeitspunkten selbst, dagegen nicht 
unabhingig von den Werthen in unmittelbarer Nihe derselben. 

Durch das Integral /, (2) einer punktirt unstetigen Function 


fi(z) =. f fe) aa 


ist eine Function /,(7) vollkommen eindeutig bestimmt. Um ihre 
Stetigkeit zu untersuchen, betrachte man: 


qte 


f(a +8) —f,(a) = ff(e)dz = eM, 


wo M einen Mittelwerth bezeichnet zwischen dem gréssten und kleinsten 
Werthe, den f(z) in dem Intervalle von «=a bis x=a- é an- 
nimmt, von den particuliren Werthen der f(z) in den Unstetigkeits- 
stellen selbst abgesehen. Sind x und h echte Briicke und bezeichnet 
6 die Schwankung in diesem Intervalle, so kann man M=f(a+ x2) 
+ he setzen, und es ist: 


f(a + o> its =f(a+ xe) +ho. 


Nimmt nun ¢ unendlich ab, so verkleinern sich die Spriinge 6 in dem 
Intervall unendlich; denn ist a einer jener Punkte, in denen f(z) 
stetig ist, so leuchtet dies von selbst ein; ist aber «=a ein Unstetig- 
keitspunkt, so ist doch (s. pag. 90) die Function in seiner unmittelbaren 
Nihe stetig, und es nihert sich die Schwankung o im Intervalle «, 
aus dem der Punkt « = a selbst ausgeschlossen ist, mit abnehmendem 
é ebenfalls der Null. 
Somit ist in beiden Fallen die Function f(x) stetig und 





lim fet )— he) = lim f(a + é); 


d. h. der Differentialquotient dieser stetigen Function f,(#) ist im 
Punkte « = a gleich dem Grenzwerthe, dem sich f(a+ €) oder f(a—e) 
nihert, je nachdem er nach rechts oder links hin genommen wird. 
Ist die Unstetigkeit in einem Punkte «=a nicht durch Ab- 
iinderung des Functionswerthes f(a) zu heben und nihern sich also 
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f(a + «) und f(a — «) verschiedenen Grenzen, so ist /,(x) eine stetige 
Punktfolge von der Eigenthiimlichkeit, dass in unendlich vielen Punkten, 
die sich von links und rechts her treffenden Zweige einen Winkel mit 
einander einschliessen. (Vergl. p. 76.) Doch bleibt bei den Integralen 
aller in § 6. und 9. gegebenen punktirt unstetigen Functionen, die 
Anzahl der Punkte, in denen die Zweige einen Winkel > 6 mit 
einander machen, endlich, wie klein auch 6 sei. 

Aus der Integrabilitiit der punktirt unstetigen Functionen folgt 
nach Riemann’s*) Kriterien der Satz: 

Jede punktirt unstetige Function, welche in iliren Unstetigkeits- 
punkten das arithmetische Mittel der beiden Grenzwerthe in unmittel- 
barer Nahe darstellt, ist in eine Fourier’sche Reihe mit unendlich 
abnehmenden Coefficienten entwickelbar. 

Dieser Satz ist fiir unseren Zweck besonders deshalb wichtig, 
weil er die analytische Darstellbarkeit aller mdglichen punktirt un- 
stetigen Functionen beweist, die den angegebenen Charakter in den 
Unstetigkeitspunkten haben. 

Als Beispiel mag nur die Function IV. des § 6. dienen, die in 
die Reihe: 


f(x) = > Ap sin pxx 


entwickelt, die Coefficienten : 


2 a 
A, =— 2 {(- 1p — + cos = 


s=1 


: = 1\" . 371 : 
besitzt, wenn fiir « = (5) “= (<) genommen wird. 


§ 9. 
Analytische Darstellung linear unstetiger Functienen. 


Das Princip der Condensation von Singularitiiten liefert uns die 
mannigfachsten linear unstetigen Functionen; zunichst punktirt un- 
stetige: 

I. Es sei p(y) eine, von y= — 1 bis y= + 1 fiir alle Argu- 
mente, mit Ausnahme des Punktes y= 0, stetige und nach dem 
Taylor’schen Satze entwickelbare Function, die, wenn y sich dem 
Punkte y=0O von der rechten Seite her nihert, die Grenze + 1 
erreicht, wihrend sie fiir negative, zu Null werdende y den Grenzwerth 
— 1 hat. 

Analytisch kann, wie bekannt, jede solche Function in eine nach 


*) A, a. O, art. 10, 








dem 
Fou 


ist ¢ 
soga 


Glies 


wen) 
gera 


Die 
dem 


schr 
sole! 


We 


den 


gera 


gros 
Fun 
betr 
fihi 
tion 
Diff 
rati: 
mar 


in « 








ts- 
el- 
ch 


ig, 
n- 
len 


in 


die 


gu- 
lem 
lem 
1] 
rth 


ach 








Oscillirende und unstetige Functionen. : 95 


dem Modul 22 periodische Sinusreihe entwickelt, oder durch ein 
Fourier’sches Integral dargestellt werden. 
Die aus p(y) abgeleitete Reihe: 


fa) = >) 2innen) 


n 


ist dann fiir alle irrationalen «x stetig und besitzt in diesen Punkten 
sogar einen Differentialquotienten. 


os * Vv . . . ° 
Fiir rationale 2 = “ in ihrer reducirten Form ist von solchen 


Gliedern’, welche sich mit abnehmendem ¢ der Null nihern, abgesehen: 
v a. < (—1)*” 
IC +97 D. e.? 


8 

ig r=1 
wenn wir statt m(-+- rwez) sogleich den Werth -+- 1, je nachdem rv 
gerade oder ungerade ist; einsetzen. Ferner ist: 


('G ~9-KQ-— pa 


ad 





Die Function ist also in diesen Punkten so unstetig, dass sie, je nach- 
v — ° ° 
dem man von 7 = — nach der positiven oder negativen Seite fort- 


schreitet, um dieselbe Griésse steigt oder fallt; ihr Werth in jedem 
solchen Unstetigkeitspunkte ist also das arithmetische Mittel der beiden 
Werthe, denen sie sich beiderseits annihert. Die Spriinge sind an 


den Punkten 2 = 5 mit geradem Ziihler andere als an denen mit un- 


ai i ° 1 ° 1 
geradem. Denn sie sind an jenen =~ L, an diesen =—~ L’, wo 
u u 


— 1 : — (—1)"+! 1 
mae Ke L 2 Gl — tz) E- 

Der Verlauf der Function f(z) kann nun, wenn s _ betrichtlich 
gross genommen wird, etwa so beschrieben werden: Die Werthe der 
Function /(#) sind von denen der stetigen Function (sin xz) nicht 
betriichtlich verschieden, und es bestimmt also @ (sin xz) den unge- 
fahren Verlauf der Punktreihe, welche f(x) darstellt. In allen irra- 
tionalen Punkten x gleicht f(#) einer stetigen Curve und besitzt einen 
Differentialquotienten. Niahert man sich aber von links her einem 


rationalen Werthe oo = mit geradem Zihler v, so springt, wenn 
man zu diesem Werthe selbst gelangt, die Function plétzlich um - ap? 


uw 
in die Hohe; und lisst man sich x weiter nach der positiven Seite 
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bewegen, so tritt nochmals ein Sprung von derselben Grésse ein. 
Niahert man sich dagegen einem 2 = 4 mit ungeradem Zihler, so 
stiirzt f(x) plétzlich um as L’ abwirts, und zeigt denselben Abfall 
nochmals, wenn man weber vorwirts geht. 


Die gréssten Spriinge finden statt in z = ; , + , ’ i ‘ : 
je mehr w wichst, d. h. in je weniger einfachen Zahlen der rationale 
Werth «x ausgedriickt werden kann, um so kleiner sind die Spriinge. 
Wenn man sich von dem Verlaufe von /(”) durch eine Zeichnung eitie 
Vorstellung verschaffen will, so wird man bald an die Grenze kommen, 
von wo an die Spriinge nicht mehr sichtbar sind. Denn es giebt nur 
eine endliche, bestimmte Anzahl von Punkten, in denen Spriinge >6 


u. 8. f.; 


° . ° ° 1 
vorkommen, wie klein auch 6 sei; man kann dieselben aus —- L > 6 


u 
1 


bestimmen; sie entsprechen den u < (<)’ welcher Bedingung stets, 


so lange 6 von Null verschieden, nur eine endliche Anzahl von ganzen 
Zahlen uw geniigen. 


- : v . . . 
Je naher das rationale z = — einer irrationalen Zahl kommt, um 


so grésser werden v, w, also um so kleiner die Spriinge, und es ist 
hieraus begreiflich, wie f(x) in irrationalen Punkten den Charakter 
einer stetigen Function annehmen kann: Die Werthe von f(z) bilden 
keinen eigentlichen Curvenzug, sondern eine aufgeléste Reihe von 
Punkten, welche sich jedoch um die irrationalen z so zusammendriangen, 
dass sie fiir ein unendlich kleines Intervall in deren Umgebung als 
eine stetige Punktfolge angesehen werden kénnen. 

II. Man verstehe unter p(y) eine Function, welche sich ebenso 
verhalt, wie die unter 1., nur dass sie auch in y= -++ 1 und y= — 1 
verschwindet und in unmittelbarer Nihe jener Punkte die Grenzwerthe 
+1 und —1 hat. Beispiele solcher Functionen geben die periodischen 
Reihen, z. B. 


= vl > sin (2n-+ 1) yz 
9(y) = = fr _ —t. 
n=0 
In diesem Faille hat die abgeleitete Function: 
__ XX gv (sin nex) 
f@) vid e n 
etwas complicirtere Unstetigkeiten. In irrationalen und solchen rationalen 


t= 2 in denen m ungerade ist, verhilt sie sich, wie die vorhin be- 


trachtete; in den Punkten z = = aber ist: 


» 
- 
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) 


1 
e — (v—1 
2) Ae tt Sel i ee _(=1" 
iS 2 a é) f(s) - un — (2r)° + u* _ (2*-++-1)° ’ 





wie man bei niherer Betrachtung leicht finden wird; und es ist nicht, 
wie bisher, f (~ --) das arithmetische Mittel der beiden benachbarten 


Sprungwerthe. 
III. Das Quadrat einer Function, wie sie in I. angenommen 
wurde, also etwa von: 


4 sin (2%-+ 1 
out Sramentny 
ist eine zwischen — a und + a den Werth + 1 repriisentirende Func- 
tion, welche mur in dem Punkte y =O eine plétzliche Unstetigkeit 
zeigt, die durch Abiinderung eines einzigen Functionswerthes hebbar 
wiire*). 
Bildet man nun: 


f(z) = S eee 


so unterscheidet sich f(x) in allen irrationalen Punkten x nicht von 
der Constanten: $ 


+ ¢ : 
"me 
. .: v es : ea ys ib 
nur in den rationalen Punkten tt. stiirzt sie plétzlich um — 
uw 


herab. Die stetige Punktfolge ist also nur in diesen unendlich vielen 
Punkten unterbrochen und kénnte durch Abinderung der Functions- 
werthe in diesen Punkten zu einer stetigen gemacht werden. 

IV. Was nun die in Strecken total unstetigen Functionen betrifft, 
so lisst der ‘Umstand, dass sie den analytischen Operationen des Dif- 
ferentiirens und Integrirens niemals unterworfen werden kénnen, die 
Vermuthung aufsteigen, dass sie sich der Darstellung durch analytische 
Formen entziehen méchten und hier die Grenze sei, welche die den 
Analytiker interessirenden Functionen von den transcendentalen, d. bh. 
als méglich nur denkbaren trenne. Diese Ansicht bestitigt sich jedoch 
nicht, denn ich hoffe ein einwurfsfreies Beispiel**) einer total unstetigen 





*) Wir haben, wie ausdriicklich bemerkt werden mag, in [p(y)]* ein Bei- 
spiel einer analytisch darstellbaren Function, welche jene Singularitit zeigt. 
**) Zwar sind schon von Riemann (Ueb. d. Darst. art. 13) in den Formeln: 


BS 02), 4 x cos (n?z), a * sin (n?2) 


Beispiele von Functionen gegeben, welche zwischen zwei noch so nahen Werthen 
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Function durch eine Modification des Princips der Condensation ge- 
funden zu haben: 

Bedeutet nimlich g dieselbe F anoles, als zuvor (unter Nr. LI1.), 
so ist: 


— 1 1 2 
b nt is nd 
n=1 


eine Function, welche fiir alle irrationalen x den Werth 


1 

oe P on 
besitzt; fiir alle rationalen Werthe von x aber unendliche Glieder in 
sich befasst, welche, da sie simmtlich positiv sind, sich nicht gegen- 
seitig zerstéren kénnen; die Function ist also fiir alle rationalen x 


unendlich gross. Wenn wir jedoch unendliche Werthe der Function 
auch hier ausschliessen wollen, so haben wir in dem Quotienten 


fe) = a 
> nt [ g (sin nav) ] 
eine fiir alle Werthe des Argumentes a vollig bestimmte total unstetige 
Function, welche fiir alle irrationalen x den Werth 1, fiir alle ratio- 
nalen x den Werth 0 besitzt. 
Ein anderes weniger einfaches Beispiel einer solchen total unstetigen 
Function ist in der Il. Note im Anhang behandelt worden. 


§ 10. 
Schlussbetrachtungen zur Feststellung des Functionsbegriffes. 


Blicken wir nun auf das durchwanderte Gebiet zuriick, und fragen 
wir, welchen Nutzen unsere Untersuchungen fiir die Aufklarung des 
Functionsbegriffes gebracht haben. 

Es war von vornherein gewiss, dass wenn wir den Dirichlet’- 
schen Begriff der Function zu Grunde legen, es allgemeine Eigen- 
schaften aller Functionen, die unter denselben fallen, nicht geben kann. 


des Argumentes unendlich oft aus dem Endlichen in’s Unendliche iiberspringen. 
Da aber dort nur von rationalen Werthen von x die Rede ist, so bleibt es zweifel- 
haft, ob nicht die Reihen fiir irrationale in einer Weise divergiren, dass sie keinen 
bestimmten Werth mehr repriisentiren. Indem ich aber Unbestimmtheiten der 
Functionen von meinen Untersuchungen vorliufig ganz ausschliessen zu sollen 
glaubte, lege ich einiges Gewicht darauf, dass in der im Texte gegebenen Reihe 
jede Unbestimmtheit beseitigt ist, indem sie aus einer Reihe lauter positiver 
Glieder besteht, deren Summe entweder endlich und bestimmt, oder unendlich 
gross ist. 
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Aber man ist geneigt, zu vermuthen, dass wenn der iiltere 
Euler’sche Begriff zu Grunde gelegt, und unter einer Function nur 
eine in Rechnungsoperationen gesetzmissig dargestellte Gréssenbeziehung 
verstanden wird, die so definirten Functionen einen engeren, in sich 
organisch abgeschlossenen Kreis bilden méchten, dem eine Anzahl 
gemeinsamer Eigenschaften allerdings zukime, in’s Besondere: die 
Stetigkeit, die Differentiirbarkeit, die Integrabilitét, Bestimmtheit und 
Entwickelungsfahigkeit nach dem Taylor’schen Lehrsatze — bei allen 
diesen EKigenschaften einzelne singulire Punkte angenommen. Diese 
Vermuthung hat sich nicht bestitigt. Wir haben gezeigt, dass es 
durch convergente Reihen von Gréssenoperationen mdglich ist, Func- 
tionen darzustellen, welche in unendlich vielen Punkten eines end- 
lichen Linienstiickes unstetig oder unendlich in der verschiedensten 
Weise, oder unbestiimmt*) werden, welche nirgends integrirt und in 
Potenzreihen entwickelt werden kénnen, und welche selbst, wo sie 
stetig sind, einen bestimmten Differentialquotienten nicht besitzen. 
Kurz: Jene beiden Begriffe der Functionen, so verschieden sie auf den 
ersten Blick zu sein scheinen, haben sich insofern wesentlich verschie- 
den nicht erwiesen, als wir Functionen aller méglichen Arten**) durch 
analytische Formeln darzustellen im Stande waren. 

Beide Begriffe sind somit unzureichend, um die Grundlage einer 
allgemeinen Theorie der Functionen bilden zu kénnen. Denn die Auf- 
gabe aller Mathematik ist die, aus gegebenen Relationen, die sich auf 
ein Gebiet von Objecten beziehen, neue abzuleiten, indem man dabei 
die allgemeinen Eigenschaften des Begriffes, dem alle jene Objecte 
unterstehen, zur Anwendung bringt. Sind aber solche allgemeinen 
Eigenschaften nicht vorhanden, so bleibt jede Transformation der ge- 
gebenen Relationen eine leere Tautologie. 


*) Die Functionen, welche in einzelnen Punkten oder gar Linien wnbestimmt 
werden, haben wir aus unseren obigen Betrachtungen auageschlossen, und es mag 
daher hier bemerkt werden, dass solche in analytischer Darstellung mittelst des 
Principes der Condensation 

@ (sin nx7z) 


[(a) = > ee 
a=1 


leicht gegeben werden kénnen, wenn g(y) eine fir y=0O nicht unbestimmt 
scheinende, sondern wirklich und nothwendig unbestimmte Grosse ist, Setzt man z. B. 


= 1 
9 (y) = sin y’ oder g(y)=———__, 
i+e’ 
so ist f(x) fiir alle irrationalen x bestimmt und endlich, fiir rationale x aber 
durchaus unbestimmt. 


**) Dies ist cum grano salis zu verstehen; denn es ist noch nicht ausgemacht, 
ob sich einzelne denkbare Fille nicht doch der Analysis entziehen. 


q* 
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So, wenn es sich z. B. darum handelte, eine Function f(x) aus 
der Functionalgleichung: 


f(e@+y) =f) +f ly) 
abzuleiten , so ergiebt sich sofort fiir alle rationalen u: 


fv) = ef (1); 

ebenso kénnen alle Functionswerthe fiir Argumente w&, welche rational 
von einer und derselben irrationalen Grésse § abhingen, durch den 
Functionswerth /f(§) dargestellt werden, indem f(u&) = wf(é). Auch 
stehen die Functionswerthe fiir rationale und irrationale Werthe des 
Argumentes, und letztere unter einander vielfach in Zusammenhang, 
durch Gleichungen wie z. B. 
f2+V3) +f2—V3) =f) 
u. s. w. Trotzdem ist, soviel ich sehe, es nicht mdglich, direct an- 
zugeben, wie f(&) von seinem Argumente abhiingt; denn die ver- 
schiedenen Werthreihen fiir die wesentlich verschiedenen Irrationali- 
tiitten, z. B. f(uV2), f(uVY5), f(u//2) u. s. w. stehen ausser Zu- 
sammenhang mit einander; und, wie es auch sei, es liegt jedenfalls 
nicht in der Absicht eines Analytikers, der auf jene Functionalgleichung 
bei seinen Untersuchungen stésst, in diese intricaten Verhiltnisse der 
Irrationalitiiten einzugehen. Man wird vielmehr die Bestimmung /(u) 
= uf(1) sofort auch fiir irrationale w in Anspruch nehmen, d. h.: 

Macht man die Voraussetzung, die Function solle iiberall stetig 
sein (oder die engere, f(y) solle sich in unendlicher Nahe von y = 0 
stetig der Null nihern, von der dann die allgemeine Stetigkeit die 
Folge ist), so ist das Problem mit einem Schlage gelist, indem die 
Functionswerthe fiir irrationale « sich zwischen die f(#) = xf(1) fiir 
rationale x stetig einordnen. 

Oder ein anderes Beispiel: Es sei eine Function fiir alle Werthe 
von «x zwischen 0 und 1 durch die unendliche Reihe 


f@=1+5+5+54--: 


gegeben; welche Werthe hat f(x) fir andere x? Diese Frage ist 
schlechterdings nicht zu beantworten, so lange wir den Dirichlet’- 
schen Functionsbegriff zu Grunde legen, weil eben gar kein Zusam- 
menhang zwischen den benachbarten Functionswerthen besteht, mit 
anderen Worten: weil eine Function bisher nicht ein Gesetz repriisen- 
tirt, sondern ihre Werthe ganz willkiirlich aufeinanderfolgen. 

Ein Gesetz ist iiberall da vorhanden, wo aus einer Reihe von 
Merkmalen auf das Vorhandensein anderer, nicht gegebener oder 
beobachteter geschlossen wird. Die Function unter unserem bisherigen 
Begriffe, der rein nominell und ohne realen Inhalt ist, sind daher 
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gesetzlos, ilegitim zu nennen; sie kénnen aber zu legitimen werden, 
indem sie sich einem Gesetze unterordnen. a 

Welches soll nun das Gesetz sein, dem diese Functionen unter- 
worfen werden? Es hilt nicht schwer, sich zu tiberzeugen, dass, soll 
anders der Functionsbegriff angemessen sein und den Bediirfnissen 
des Analytikers entsprechen, wir uns des allgemeinen hodegetischen 
Principes bedienen miissen, das ich bereits in meiner Theorie der com- 
plexen Zahlen als das jedes systematischen Fortschrittes fiir jenes 
Gebiet nachgewiesen, und das Princip der Permanenz formaler Gesetze 
genannt habe*). 

Ich bin dort von den ganzen Zahlen und den auf sie beziiglichen 
elementaren Rechnungsoperationen ausgegangen, und zeigte, wie man 
von diesen aus das Zahlengebiet allmiihlich erweitert, indem man zur 
Auflésung von Aufgaben, die in dem bekannten Gebiete unrealisirbar 
sind, neue Zeichen, Zahlen einfiihrt, welche denselben formalen 
Operationsgesetzen , als die 4 Species sie enthalten, unterliegen. Nach- 
dem so das Gebiet bis auf das der gemeinen complexen Zahlen er- 
weitert war, wurde nachgewiesen, dass jede Aufgabe, welche nur eine 
endliche Anzahl jener Operationen zu ihrer Aufstellung voraussetzt, 
in dem Gebiete der gemeinen complexen Zahlen ihre Lésung findet, 
und so ein organischer Abschluss in diesem Zahlengebiete gefunden 
wird. Gleichwohl waren noch andere complexe Zahlensysteme médglich, 
welche theilweise anderen formalen Gesetzen folgten, und es war 
nothig, dies festzustellen, weil nur dadurch die EKigenthiimlichkeit der 
gemeinen complexen Zahlen in helles Licht gesetzt wurde. 

In thnlicher Weise nun, als fiir das System der Zahlen (oder 
Gréssen) die ganzen Zahlen und Operationsgesetze typisch waren, und 
weiterhin fiir permanent erkliirt wurden, so miissen nun fiir das System 
der Functionen die algebraischen Ausdriicke, als die aus den vier 
Species direct abgeleiteten, die permanenten Gesetze an die Hand 
geben. Denn wie dort die ganzen Zahlen gewissermassen das Geriist 
bilden, auf das mehr oder weniger direct alle anderen Zahlen gestiitzt 
werden, so sind die algebraischen Functionen, als die, deren Werthe 
eigentlich berechnet werden kénnen, die typischen Formen fiir Func- 
tionen im Allgemeinen, die, insofern sie eben Gréssenbeziehungen 
darstellen, und sich daher berechnen lassen sollen, ebenfalls durch die 
vier Elementaroperationen ausgedriickt werden miissen; nur werden 
diese transcendenten Functionen durch eine endliche Reihe von Opera- 
tionen nicht erschépft, sondern bediirfen eines unendlichen Processes. 

Die so nach dem Typus algebraischer ganzer und gebrochener 


*) Vorles. tib, d. complexen Zahlen und ihre Functionen. Leipzig 1867. 
Th. I. p. 10—18. 
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Ausdriicke gebildeten transcendenten Functionen entsprechen nun in 
gewisser Weise den 4irrationalen und gemeinen complexen Zahlen, die 
nach dem Typus der ganzen und rational gebrochenen Zahlen gebildet 
sind; und ebenso, wie es unendlich viele Classen z. B. von irrationalen 
Grdéssen giebt, so auch unendlich viele Classen transcendenter Functionen. 

Wie ferner héhere complexe Zahlen gedacht und construirt werden 
kénnen, die sich den formalen Gesetzen der Arithmetik nicht unter- 
ordnen*), so auch illegitime Functionen, welche sich nicht an den 
Typus algebraischer Formen anlehnen. Ganz ebenso aber, wie die 
Betrachtung dieser héheren Zahlensysteme ein systematisches Bediirf- 
niss war, um sich einerseits erfahrungsmissig von der Méglichkeit 
derselben, andererseits davon zu iiberzeugen, dass der Begriff der 
gemeinen complexen Zahlen den allgemeinen Begriff der Zahl keines- 
wegs erschépfe, so ist auch die thatsiichliche Nachweisung der Existenz 
von Functionen der illegitimsten Arten, wie ich sie in dieser Abhand- 
lung zu geben versucht habe, nothwendig gewesen, um unzweifelhaft 
darzuthun, dass die Legitimitit der Functionen uns keineswegs von 


einer mysteriésen, eisernen Nothwendigkeit dictirt wird, die in der . 


»Natur der Sache“ liegt, wie man hiiufig héren kann, sondern dass 
sie eine conventionelle, aber weise und adaquate Beschrinkung ist, 
die wir uns auferlegen, — und tiber deren Grenzen wir eben desshalb 
noch nicht im Reinen sind. 

Wenn es sich nimlich nun darum handelt, das bestimmte System 
der Bedingungen aufzustellen, welches tiber die Legitimitit der Func- 
tionen entscheidet, so werden wir dasselbe zuniichst so wihlen, dass 
es mit den Voraussetzungen, die man zuweilen bewusst, meistens un- 
bewusst, bei analytischen Untersuchungen zu machen pflegt, iiberein- 
stimmt, und nennen 

‘legitime Functionen solche, welche fiir alle reellen Werthe des 
Argumentes, mit Ausnahme einzelner, auf jedem endlichen 
Intervall in niemals unendlicher Zahl vorhandener Punkte, 
bestimmt, endlich und stetig sind, und deren simmtliche Dif- 
ferentialquotienten dieselben Eigenschaften besitzen. 
Solche Functionen sind aber nach dem Taylor’schen Satze immer 
entwickelbar, d. h. es lasst sich-stets ein Intervall fiir « angeben, in 
dem die Entwickelung von f(a -+ 2) nach aufsteigenden Potenzen von 
xz convergirt, so lange a nicht mit einem der Punkte zusammenfillt, 
in dem die Function oder einer ihrer Differentiatquotienten unbestimmt, 
unendlich oder unstetig wird. Die Werthe einer Function sind daher 
zwischen zwei Unstetigkeitspunkten immer in der Weise mit einander 
verbunden, dass, wenn nur die Functionswerthe fiir das kleinste end- 


*) Ibid, p. 99. 
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liche Intervall bekannt sind, sie fir die ganze Strecke mit Nothwendig- 
keit bestimmt sind. Sind in einer solchen Strecke fiir zwei endliche | 
Intervalle zwei Reihen von Werthen gegeben, so kann es niemals 
zweifelhaft sein, ob sie zu derselben Function gehéren, oder nicht. 

Wie steht es aber mit der Fortsetzung einer solchen Function 
iiber jene Unstetigkeitspunkte? Die Taylor’schen Reihen reichen 
iiber diese nicht hinaus, und es bleibt ginzlich unbestimmt, was wir 
unter einer, zwischen zwei Unstetigkeitspunkten voéllig bestimmten 
Function ausserhalb dieser Strecke verstehen sollen. Jene Punkte 
trennen, wie Barritren, die verschiedenen Strecken, und es kann 
nach der gegebenen Definition nicht entschieden werden, ob zwei, 
durch einen solchen Punkt getrennte Werthreihen zu einer und der- 
selben Function gehéren, oder nicht. 

In welcher Weise man durch Einfiihrung eines neuen Principes 
diese Hindernisse zu iiberwinden versucht hat, ist schon oben p. 66 
gezeigt; eine unzweideutige und annehmbare Form ist aber diesem 
Priucipe weder jemals gegeben worden, noch diirfte sie sich iiberhaupt 
finden lassen. 

Die Wissenschaft musste andere Mittel suchen, um die Functionen 
iiber jene Unstetigkeitspunkte hinaus fortzusetzen; und man entdeckte; 
dass man, anstatt diese Punkte gewissermassen zu iiberspringen, sie 
vielmehr wmgehen kénne, indem man die Variabeln nicht nur reelle, 
sondern auch complexe Werthe durchlaufen lasst. 

Ist hiedurch dargethan, dass man bei der Beschrinkung der 
Variabilitit auf reelle Werthe des Argumentes zu einer, die Bediirf- 
nisse der Analyse befriedigenden Definition der Function nicht gelangen 
kann, so ist damit das Ziel erreicht, das wir uns in dieser Abhandlung 
gesteckt haben. 

Sind wir aber einmal im Gang, so wird es erlaubt sein, noch 
einige Schritte weiter zu thun, um eine Perspective in das neue Gebiet 
zu gewinnen. 

Eine Function w zweier Variabelen x, y wird dann als die Einer 
Veriinderlichen (a + yi) angesehen werden kénnen, wenn sie sich in 
eine Form bringen lisst, dass. x und y in ihr nur in der Verbindung 
(2 + yi) erscheinen. Diese vorliufige Definition hat nur dann eine 
Bedeutung, wenn die Function nach dem Typus algebraischer Func- 
tionen gebaut ist, d. h. aus ihren Verinderlichen durch die vier arith- 
metischen Grundoperationen abgeleitet. Sie hat dann, wenn ihre 
Differentialquotienten tiberhaupt bestimmt sind, die Eigenschaft, dass 

bw dw, 

dam Coy 
Wihrend nun jene Definition ihre Bedeutung verliert, wenn w nicht 
durch arithmetische Operationen bestimmt wird, so behilt diese Glei- 
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chung ihre Bedeutung in jedem Falle; und wir definiren nun eine 
_ Function w zweier Verinderlichen x, y als eine monogene Function der 
complexen Veriinderlichen (x + yi), indem wir letztere Eigenschaft 
fiir permanent erklaren. 


Damit ist aber zugleich gesetzt, dass jene Differentialquotienten 
“, “ - tiberhaupt existiren, einen bestimmten und endlichen Werth 
haben; denn hitten die Quotienten der Incremente von w und 2, y 
innerhalb eines endlichen Stiickes der Ebene, in welcher die complexe 
Veriinderliche (x + yi) dargestellt wird, keine bestimmten und end- 
lichen Grenzwerthe, so liesse sich in demselben gar nicht constatiren, 
ob die Function als die Einer complexen Variabelen angesehen werden 
kann. So ergiebt sich die Voraussetzung, dass eine legitime Function 
im Allgemeinen bestimmte und endliche Differentialquotienten hat, als 
eine fundamentale, und wir definiren nun: 

Eine monogene Function von (% + yi) heisst eine veriin- 
derliche complexe Grésse w, wenn sie sich mit « und y so 
iindert, dass im Allgemeinen, d. h. abgesehen von einzelnen 
Punkten und Linien, die Differentialquotienten an , G tiberall 
bestimmt und endlich sind und der Bedingung 


- @w ew 
da Oy 
geniigen. 

Dies ist nun das allgemeine einfache Gesetz, dem alle legitimen, 
d. h. monogenen Functionen untergeordnet werden, und das wir als 
die Riemann’sche Definition*) zu bezeichnen haben. Da nach be- 
kannten Sitzen mit der Endlichkeit, Stetigkeit und Bestimmtheit der 
Function selbst und ihrer ersten Differentialquotienten dieselben Eigen- 
schaften auch fiir alle anderen Differentialquotienten gesetzt sind, so 
kann eine monogene Function immer nach dem Taylor’schen Lehr- 
satze entwickelt werden, und die obige Bestimmung der im reellen 
Gebiete stetigen Function erscheint jetzt unserer neuen Definition 
untergeordnet. 

Nun erst gewinnt das Problem, eine fiir eine endliche Strecke 
oder innerhalb eines endlichen Flichenstiickes gegebene Function fort- 
zusetzen, d. h. fiir alle Punkte der ganzen Ebene zu bestimmen, eine 
feste Bedeutung, wenn man eben die Function obiger Bedingung unter- 
wirft. Nun stehen die Functionswerthe fiir die verschiedenen Argumente 
in unléslicher Verbindung mit einander und es wird nicht zweifelhaft 
sein, ob zwei in verschiedenen Theilen der Ebene gegebene Werth- 
reihen zu derselben Function gehéren, — wenn sich nicht jetzt, wo 


*) Grundl, f, e. all, Th, p. 2. 
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wir jene, die Fortsetzung im reellen Gebiete stérenden, und alle an- 
deren Unstetigkeitspunkte, leicht umgehen kénnen, neue Barriéren 
erheben, in Gestalt von Linien, in denen die Function aufhért, be- 
stimmt, endlich und stetig zu sein. Obgleich wir niimlich Unstetig- 
keiten, die tiber ganze Flachenstticke ausgedehnt sind, durch obige 
Definition der Monogeneitiit ausgeschlossen haben, so konnten wir 
nicht umhin, Unstetigkeiten in Punkten und Linien zuzulassen, wenn 
sie sich mit Nothwendigkeit aus dem Verlaufe der Function in ihren 
stetigen Theilen ergeben. Dass solche Linien, in denen die Function 
punktirt oder gar total unstetig ist, trotz der Monogeneitiit in der 
That vorkommen, ist im Anhang (Note III.) gezeigt, und zwar scheidet 
in den angefiihrten Beispielen diese Unstetigkeitslinie als Kreis den 
inneren Raum, in dem die Function zuniichst festgestellt gedacht wird, 
in der Weise von*dem iusseren ab, dass beide durch keinen Fliichen- 
streifen von endlicher Breite, in dem die Function die zur legitimen 
Fortsetzung nothwendigen Eigenschaften hiitte, mit einander zusam- 
hangen. 

Die Function ist dann auf die innere Kreisfliche beschriinkt, sie 
verliert fiir Punkte ausserhalb des Kreises ihre Bedeutung, d. h. unser 
Functionsbegriff giebt keinerlei Aufschluss dariiber, was wir uns unter 
Functionswerthen im iiusseren Raume zu denken haben. 

Es ist nun aber in der Note III. das merkwiirdige Factum hervor- 
gehoben, dass es trotzdem analytische Entwickelungen solcher Func- 
tionen geben kann, welche auch ausserhalb ihre Bedeutung nicht ver- 
lieren, sondern innerhalb und ausserhalb des Kreises in gleicher Weise 
gebildet, und mit Ausnahme jener Kreisperipherie iiberall convergent 
und monogen sind, 

Insofern man nun solchen Entwickelungen, welche zu beiden Seiten 
der geschlossenen Unstetigkeitslinien dieselben bleiben, die Kraft nicht 
absprechen kann, die innerhalb gegebene Function auch ausserhalb 
des Kreises zu reprisentiren, so erhebt sich die Frage: 

In welchem Sinne sind diese beiden, durch eine uniibersteigliche 
Schranke getrennten Werthreihen als zu Einer Function gehérig anzu- 
sehen ? 


Note I (zu pag. 71). 
Begriff der Grenze. 
Gegeniiber den hiiufig mangelhaften, theils zu viel, theils zu wenig 
enthaltenden Definitionen des in unsere Untersuchungen tief eingreifen- 


den Begriffes der ,,Grenze“, glaube ich hier seine strenge Bestimmung 
in aller Kiirze geben zu sollen, indem ich in Bezug auf die Begriindung 
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des Folgenden auf eine andere kleine Arbeit von mir verweise*). Der 
Begriff Function ist hier im Sinne von § 1. zu nehmen: 

Wenn es fiir eine Function f(x) eine bestimmte endliche 
Grésse A giebt, und ein Intervall von dem festen Punkte 
z=a aus bis x= a -+ « fiir jedes beliebig kleine 6 bestimmt 
werden kann, so dass die Differenz A — f(a + 0) jene Grisse 
6 numerisch nicht iibersteigt, wiihrend @ alle innerhalb jenes 
Intervalles 0 bis ¢ liegenden Werthe, d= 0 ausgeschlossen, 
durchliuft, so heisst A die Grenze, welcher sich f(a + 6) mit 
unendlich abnehmendem ¢ unendlich annihert. 

Wird hierin ¢ positiv vorausgesetzt, so habe ich, indem ich f(<) 
als Ordinate zu der Abscisse x construirt denke, A die Grenzé ge- 
nannt, welcher sich f(#) nihert, wenn man von rechts her zu dem 
Punkte « =a gelangt. Die Grenze, der sich f(a — 6) niihert, nenne 
ich die Grenze auf der linken Seite. 

Wenn es dagegen keine bestimmte endliche Grosse A giebt, 
so dass die Differenz A — f(a + 0) fiir alle von Null ver- 
schiedenen 0 < ¢ immer numerisch kleiner, als eine beliebig 
kleine Grosse o bleibt, wie klein man auch ¢ bestimmen midge, 
so sagen wir, es nihere sich f(a-+ 0) fiir unendlich abnehmende 
0 keiner Grenze. 

In vielen, und zwar in den meisten uns oben interessirenden 
Fallen ist es nicht méglich, jene Grenzwerthe, denen sich Functionen 
annahern, ihrer wirklichen Grésse nach zu bestimmen; vielmehr wird 
man sich begniigen miissen, die Existenz einer Grenze iiberhaupt fest- 
zustellen, und es dient dazu folgender aus dem Begriffe der Grenze 
abgeleiteter Satz: 

Wenn sich ein Intervall ¢ so bestimmen lisst, dass fiir 
alle in diesem enthaltenen, von Null verschiedenen ¢ die 
Differenz: 


f(a + «) —f(a+ 9) 
numerisch kleiner, als eine beliebig kleine Grésse 6 ist, so 
nahert sich f(a + 6) mit unendlich abnehmenden 6 einer end- 
lichen bestimmten Grenze. 
Man bemerkt iibrigens, dass nach der in § 2. festgesetzten Termi- 
nologie der Begriff auch so gefasst werden kénnte: 
Einer Grenze nihert sich f (a + 6) fiir unendlich abnehmende 0, 
wenn f(x) in unmittelbarer Nihe von «=a (auf der rechten Seite) 
stetig ist. 


*) Encyklopiidie von Ersch u. Gruber, Art. Grenze. 
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Note II (zu pag. 98). 
Beispiele von Functionen, welche in ganzen Linien total unstetig sind. 


Ein in mancher Hinsicht interessantes Beispiel einer total unstetigen 

Function giebt die’ Reihe: 

. =) @” 

im “a (msin man)? ? 
worin @ einen positiven echten Bruch bedeuten soll. 

Ist x rational, so erscheinen in dieser Reihe Glieder, die einen 
verschwindenden Nenner sin mx haben, und es wird daher fiir solche 
x, das aus lauter positiven Gliedern bestehende f(x) = oo. 

Ist x irrational, so bestimme man fiir ein Glied m = w die ganze 
Zahl v so, dass 

UL — v= & 
moglichst klein werde und erhilt: 
sin mea = (— 1)’ sin &, 2. 


Es fragt sich nun, ob «é, so klein werden, und we, mit wachsendem 
u in dem Grade unendlich abnehmen kénne, dass die obige Reiko zu 
einer divergenten wird. 

Um diese Frage zu entscheiden, miissen wir uns die irrationale 
Grésse x in einen unendlichen Kettenbruch 


‘in infin. 
entwickelt denken, in dem, was immer angenommen werden kann, 


die a), a, @,-++ ganze positive Zahlen sind. 
Die Naherungsbriiche, welche sich bekanntlich von oben und unten 


a . " 
dem Werthe x unbegrenzt annihern, seien =a um ihre Differenzen 
n 


von x selbst zu erhalten, fiihren wir x,, x, - - - mittelst der Relationen: 
1 
Cnt 


1 
TM Ree: ***s Ln = On + 





ein und erhalten, wie bekannt: 
v (— 1)°* 


a ee Soe) 
Ist nun der Summationsbuchstabe m in obiger Reihe einem solchen 
Niaherungsnenner p, gleich, so ist diejenige ganze Zahl v, welche 
(Unc — v) am kleinsten macht, bekanntlich vy = v, und die Differenz 


Und — V_ = &,, WO sich: 
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fon 1)"+1 
Mealy Ry” 7 *? Ee 
Pay + Unt 


bestimmt. 
Es bestehen nun fiir grosse uw, die Gleichungen: 
™ 1% +1 

-b ——, mc = -++ —_, ——= s=&== = Ly, + ? 

— p, sinu, “x — w,sin é, 2% Bye, th, 
und es ist daher, wie man leicht sieht: 
a a 
(Hn sin uw, «m)* 


< (an + 2). 


Es lasst sich nun zeigen*), dass fiir alle Werthe des m, welche zwischen 
dem Niherungsnenner gw, und dem folgenden wu; liegen, dasselbe 
Gréssenverhiiltniss besteht, und daher die Summe: 

Myti—t 


me 
* Y © 


9\! O12 ..! 1—o 
x > (m sin maz)? < (Gn +2)? > o=(a, + 2)? of» 
as / 
a 


l1—@o 
my 


Mn+1—Hn 


und somit: 


D 
r Y a" 1 Y ‘ u L t 
> 9\2 Mn “n+l 
n° _—___,_—___ —— > yn + 2)* (a "™ — wart 
D2 (m sin mx )* < 1—o (An y"( )s 
mal : n 
so dass: 


a cn ran .) ° - “ 
u* f(x) < (a + 2)? @ + y> [(an + 2)? — (an-1 + 2)?] wo. 


Bedenkt man nun, dass die Niherungsnenner uw, = @)—1f@n—1 + Un—2, 
als aus den positiven a zusammengesetzt, viel schneller als die a, selbst 
zunehmen , so leuchtet ein, dass diese Reihe fiir unendlich viele irra- 
tionale x convergiren wird; so z. B. fiir die Quadratwurzeln rationaler 
Zahlen, welche sich bekanntlich in periodische Kettenbriiche der ver- 
langten Art entwickeln lassen, in denen die Nenner a, endlich sind. 
Ferner convergirt unsere Reihe fiir die irrationalen Zahlen x = e, 
E! 
e ? 
ev, tan y zeigen, in denen die Nenner alle positiv gemacht werden 
kénnen und sehr langsam in’s Unendliche wachsen. 

Divergiren wird die Reihe fiir alle diejenigen irrationalen Werthe, 
fiir welche a, mit ” so rapid und stossweise wichst, dass (a’, —az_,) on 
nicht in gehdriger Weise zu Null abnimmt. Die geringe Ausbildung 
der Theorie numerischer Kettenbriiche wird zu speciellen Angaben, 
welche Irrationalititen hiezu gehéren, nicht hinreichen; indessen bedarf 
es solcher auch nicht fiir unsern Zweck. 


t= “% = tan 1 u. s. w., wie die Gauss’schen Kettenbriiche fiir 





*) Ich bedauere, dass ich aus Mangel an Raum gezwungen bin, diesen Be- 
weis, der zu weit in die Theorie der Kettenbriiche fiihren wiirde, auf eine andere 
Gelegenheit zu verschieben. : 
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Denn es geniigt zu wissen, dass unsere Function f(x) fiir 
unendlich viele irrationale Werthe von 2, von denen immer 
wenigstens einer auch in dem kleinsten Intervalle angegeben 
werden kann, endlich bleibt, fiir gewisse irrationale und fiir 
alle rationalen x unendlich ist, und somit in jedem beliebig 
kleinen Intervalle unendlich oft vom Endlichen zum Unend- 
lichen und umgekehrt iiberspringt. — 

Ein ahnliches Beispiel giebt die Reihe: 


(sin mx)? ? 


welche fiir alle rationalen x unendlich wird. Fiir irrationale x wird 
der Nenner niemals der Null gleich; die kleinsten Werthe nimmt er 
an, wenn m dem Nenner eines Niherungsbruches uw, gleich ist; und 
zwar ist dann das betreffende Glied: 


Mn 
9 @ 


(sin w,, x2)? 


= (dy + 2)? un on 


und auch dieses wird, obgleich schwiicher, als das der vorigen Reihe, 
fiir unendlich viele Irrationalitiiten so stark abnehmen, dass die Reihe 
convergiren kann. 


Note III (zu pag. 105). 
Functionen complexer Verinderlicher, welche linear unstetig werden. 


Functionen complexer Variabelen, deren reeller Theil in ganzen 
Linien unstetig wird, kann man leicht construiren: 

Ist niimlich z eine complexe Veriinderliche, » irgend ein bestimmter 
Modulus, sind ferner die a, a,,--+, by, 0,,--+ Reihen gewisser end- 
licher oder unendlich abnehmender reeller Gréssen, so ist bekanntlich 


die Reihe: 
f(x) = > @ —b.)(Z)" 


eine fiir alle x, deren Modul <r ist, synektische (d. h. nebst allen 
ihren Differentialquotienten, bestimmte, eindeutige) Function, die fiir 
x = re?‘ den reellen Theil: 


> (Gn cos np + b, sin n—) 


besitzt; diese Reihe aber kann die allerverschiedensten Unstetigkeiten 
besitzen. 

Umgekehrt giebt jede in eine Fourier’sche Reihe entwickelbare 
Function 


F(g) = > (m cos ny + b, sin ng), 
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wie unstetig sie auch sei, zu einer innerhalb eines Kreises synektischen 
Funetion Veranlassung. 

Es kann demnach eine monogene Function einer complexen Ver- 
ainderlichen in einer Kreisperipherie punktirt unstetig werden. 

Ich kann jedoch auch Beispiele monogener und im Allgemeinen 
synektischer Functionen geben, die in einem ganzen Kreise total un- 
stetig werden: In der Reihe: 


1 ™m 


. < a 

f(@) 2, m2 (q” oy i 0 
sei @ ein positiver, reeller echter Bruch, g aber die complexe Variabele, 
Wenn mod. g von 1 verschieden ist, wird der Nenner nicht ver- 
schwinden und die Convergenz der Reihe hiingt ab von dem Grenz- 
werthe des Quotienten: 


o ay 2 7 q" — ” io 2 
m+1 gn ee (m+1) 
fiir unendlich wachsende m. Dieser ist aber, wenn mod. g < 1 ist, 


@q*? und da nach Voraussetzung @ < 1 also auch mod. aq? < 1, so 
convergirt die Reihe fiir alle g, deren Modul <1 ist. Wenn mod. q>1, 


so ist der Grenzwerth e und die Reihe convergirt daher ebenfalls 


fiir alle g, deren Modul > 1. 
Die Convergenz kann nur aufhéren, wenn mod. q.—1. Setzen 
wir namlich g = e**‘, so ist: 


' 1 ao” 
fon) — — + D> waseecr 

Letzteres ist aber die uns aus vorhergehender Note bekannte Reihe. 

Es wird also durch jene unendliche fiir alle g, ausser mod. g—1, 
convergente Reihe eine Function der complexen Veriinderlichen q dar- 
gestellt, welche ausserhalb und innerhalb des Kreises mit dem Radius 
1 synektisch ist, auf der Periperie des Kreises aber total unstetig, in- 
dem sie ftir alle Punkte derselben, deren Anomalie in rationalem Ver- 
haltniss zu 2a steht und fiir eine gewisse Art irrationaler Anomalieen 
unendlich ist, fiir andere unendlich viele irrationale Werthe der Anomalie 
aber endlich bleibt. 

Um dies Unendlichwerden genauer zu untersuchen, setze man 


G= (1 oa é) ent, 
wo « eine kleine, positive, zu Null abuehmende Grdsse bezeichnen 


soll; fiir ein rationales 7 = ; werden nur die Glieder in f(g), deren 


m =r ist, mit abnehmendem ¢ unendlich wachsen und wir brauchen 
daher nur diese, deren Summe: 
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~ wo" (1 — 2)P#" 
1 > 1 
we  [1—— ehh YP? 


in Betracht zu ziehen, aus der man ersieht, dass sich wesentlich 





verhalt, wenn ¢ unendlich abnimmt, indem sich 
ef(i—ect™) 
dann einer endlichen Grenze nihert. 

Man kann dies Verhalten etwa so beschreiben: Geht man radial 
von dem Mittelpunkte der complexen Ebene nach allen Seiten aus, 
so iindert sich f(q) stetig, bis man an den Kreis mit dem Radius 1 
gelangt, in welchem die stetige Reihe von Werthen, die f(g) bis 
dahin auf einem Kreise zeigte, zerreisst, oder, so zu sagen, explodirt 
und zu einer total unstetigen wird. 

Aehnliche Eigenthiimlichkeiten zeigt f(q), wenn man sich von 
aussen demselben Kreise nihert. 

Ganz analoge Betrachtungen sind anwendbar auf die Reihe: 


a 
ao” 


= (—g™)’ 


n= 


(9) = 


welche fiir alle g synektisch ist, deren Modul von 1 verschieden ist. 
Wenn mod. g = 1, also g = e*', so ist: 


a 1 a” 
ve" —— 4D wanes 


Diese Reihe ist aber am Schlusse von Note II besprochen, und 
es leuchtet ein, dass ~(q) ebenfalls eine in dem Kreise mit dem Radius 
1 total unstetige Function sein wird, obgleich sie ausserhalb und 
innerhalb des Kreises synektisch ist. ‘ 

Die Function ~(q) kann man iibrigens auch durch die Gleichung 


auf die Function o(q) reduciren, wo: 
log 9(g) = — >’ —* 
g 9(9) > m(—@") 
eine ebenfalls iiberall mit Ausnahme des mod. q = 1 convergente Ent- 


wickelung ist. Diese Function g (q) aber, die unter derselben Bedingung 
fiir q auch in der Form: 
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on Se se 
vi = > Gu 


erscheint*), wird durch die unendlichen Producte 


o@—=—]] (1 — qg?" o) fir mod.g < 1 


n=O 
und 


9(q) = —;—_————- fir mod. q > 1 


| ; 2n+2 
n=0 q 


dargestellt, deren Beziehungen zu den Jacobi’schen Functionen 0 
auf der Hand liegen. 


*) Vergl. Scheibner, Sitzungsber. d. math.-phys, Classe. Leipzig 1862. p. 98. 
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Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten. 


Von 


Grora Cantor in Halle a. d. Saale. 


3. 
(Fortsetzung des Artikels in Bd, XVII, pag. 355.) 


In den beiden vorangegangenen Artikeln 1. und 2. haben wir 
uns streng an den in der Ueberschrift bezeichneten Gegenstand ge- 
halten und uns ausschliesslich mit limearen Punktmengen d. h. mit 
gesetzmiissig gegebenen Mannichfaltigkeiten von Punkten beschiiftigt, 
welche einer unendlichen stetigen geraden Linie angehéren. Mit 
Absicht hatte ich der Darstellung zuniichst diese Grenze gezogen, | 
weil, namentlich im Hinblick auf meine in der Abhandlung , Ein 
Beitrag zur Mannichfaltigkeitslehre* (Borchardt’s Journal, Bd. 84, 
pag. 242) gewonnenen Resultate, durch welche ebene, riumliche und 
allgemein »-fach ausgedehnte Gebilde in eindeutige Beziehung zu 
linearen Punktmengen gesetzt worden sind, von vornherein angenommen 
werden konnte, dass die meisten an linearen Punktmengen hervor- 
tretenden Eigenschaften und Beziehungen mit naheliegenden Modifi- 
cationen bei Punktmengen sich nachweisen lassen, die in stetigen 
Flichen, Riumen oder »-dimensionalen Gebieten enthalten sind. Diese 
Verallgemeinerung moéchte ich aber nun deutlicher hervortreten lassen, 
da sie nicht nur an sich und mit Riicksicht auf Anwendungen in der 
Kunctionentheorie von Interesse ist, sondern auch neue Gesichts- 
punkte fiir die Erkenntniss des Gebietes der linearen Punktmengen 
liefert. Ss 

Um mit Einem anzufangen, so sind die bisher vorgekommenen 
Begriffe der Ableitungen verschiedener Ordnung, wobei letztere nicht 
blos durch eine endliche ganze Zah] bestimmt wird, sondern unter Um- 
stiinden auch durch gewisse scharf bestimmte Unendlichkeitssymbole 
charakterisirt werden muss, ohne Weiteres auf die in stetigen n-dimen- 
sionalen Gebieten vorkommenden Punktmengen ausdehnbar. Der Ab- 
leitungsbegriff stiitzt sich auch hier auf den Begriff des Grenzpunktes 
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zu einer gegebenen Punktmenge P, welcher dadurch definirt ist, dass 
in jeder noch so kleinen Umgebung desselben von ihm verschiedene 
Punkte der Menge P vorkommen, wobei es gleichgiiltig ist, ob ein 
solcher Grenzpunkt zur Menge P mitgehért oder nicht. Der Satz, 
dass jede aus unendlich vielen Punkten bestehende in einem n-fach 
ausgedehnten stetigen und im Endlichen liegenden Gebiete verbreitete 
Punktmenge zum Wenigsten einen Grenzpunkt besitzt, diirfte in dieser 
Allgemeinheit zuerst von C. Weierstrass ausgesprochen, bewiesen 
und aufs Umfassendste in der Functionentheorie verwerthet worden sein. 

Der Inbegriff aller Grenzpunkte einer Menge P bildet eine im 
Allgemeinen von P verschiedene neue Punktmenge P’, welche ich die 
erste Ableitung von P nenne. Daraus ergeben sich durch Iteration 
dieser Begriffsbildung in endlicher oder selbst in wnendlicher Folge 
mit in gewissem Sinne nothwendiger Dialectik die Begriffe der Ab- 
leitungen héherer Ordnung. Hierbei tritt immer die leicht zu be- 
griindende Erscheinung auf, dass jede Ableitung, mit Ausnahme der 
ersten, als Bestandtheil in den vorangehenden mit Einschluss der 
ersten Ableitung P’ enthalten ist, wihrend die urspriinglich gegebene 
Menge P im Allgemeinen ganz andere Punkte enthiilt als ihre Ab- 
leitungen. Ebenso ist der Begritf des Ueberalldichtseins, welchen wir 
zuniachst nur an den linearen Punktmengen in Betracht gezogen haben, 
ohne Weiteres auf Mengen in héheren Dimensionen zu tibertragen; 
eine in einem stetigen n-dimensionalen Gebiete A vorkommende Punkt- 
menge P wird namlich, wenn a ein stetiges Theilgebiet von A ist, 
in dem Gebiete a iiberalldicht genannt, wenn jedes stetige Theilgebiet 
a von @ Punkte der Menge P in seinem Innern hat. 

Die erste Ableitung P’ (und ebenso alle folgenden) von einer in 
einem stetigen Gebiete a iiberalldichten Punktmenge P enthilt das 
stetige Gebiet a selbst mit allen Punkten der Begrenzung des Letzteren 
und es kann auch umgekehrt diese Eigenschaft der Punktmenge P 
als Ausgangspunkt fiir die Definition des Ueberalldichtseins derselben 
in dem Gebiete a@ genommen werden.’ 

Auch der Michtigkeitsbegriff, welcher den Begriff der ganzen Zahl, 
dieses Fundament der Gréssenlehre, als Specialfall in sich fasst und 
als das allgemeinste genuine Moment bei Mannichfaltigkeiten angesehen 
werden diirfte, ist so wenig auf die linearen Punktmengen beschrinkt, 
dass er vielmehr als Attribut einer jeglichen wohldefinirten Mamnich- 
faltigkeit betrachtet werden kann, welche begriffliche Beschaffenheit 
ihre Elemente auch haben mégen. 

Kine Mannichfaltigkeit (ein Inbegriff, eine Menge) von Elementen, 
die irgend welcher Begriffssphire angehdren, nenne ich wohldefinirt, 
wenn auf Grund ihrer Definition und in Folge des logischen Prin- 
cips vom ausgeschlossenen Dritten es als intern bestimmt angesehen 
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werden muss, sowohl ob irgend ein derselben Begriffssphire angehériges 
Object zu der gedachten Mannichfaltigkeit als Element gehdrt oder 
nicht, wie auch ob zwei zur Menge gehérige Objecte, trotz formaler 
Unterschiede in der Art des Gegebenseins einander gleich sind oder nicht. 

Im Allgemeinen werden die betreffenden Entscheidungen nicht mit 
den zu Gebote stehenden Methoden oder Fahigkeiten in Wirklichkeit 
sicher und genau ausfiihrbar sein; darauf kommt es aber hier durchaus 
nicht an, sondern allein auf die interne Determination, welche in concreten 
Killen, wo es die Zwecke fordern, durch Vervollkommnung der Hiilfs- 
mittel zu einer actuellen (externen) Determination auszubilden ist. 

Ich erinnere hier zur Erliuterung an die Definition der Menge 
aller algebraischen Zahlen, welche zweifellos so gefasst werden kann, 
dass mit ihr die interne Determination dafiir gegeben ist, ob eine 
beliebig angenommene bestimmte Zah] » zu den algebraischen Zahlen 
gehért oder nicht; nichtsdestoweniger zihlt das Problem, fiir eine 
gegebene Zahl y diese Entscheidung thatsiichlich auszufiihren, wie be- 
kannt, oft zu den schwierigsten und es ist beispielsweise noch immer 
eine offene Frage von eminentem Interesse, ob die Zahl 2, welche 
das Verhiiltniss des Kreisumfanges zum Durchmesser ausdriickt, eine 
algebraische , oder, wie héchst wahrscheinlich, eine transcendente Zahl 
ist. Fiir die Grundzahl e des natiirlichen Logarithmensystems ist 
diese Aufgabe erst vor acht Jahren von Ch. Hermite in der be- 
wundernswerthen Abhandlung: ,Sur la fonction exponentielle, Paris 
1874* gelést worden; hier wird gezeigt, dass die Zahl e keiner alge- 
braischen Gleichung mit ganzzahligen rationalen Coefficienten als 
Wurzel geniigt. . 

Hat man es mit einer geometrischen Mannichfaltigkeit zu thun, 
deren Elemente nicht allein Punkte, sondern auch Linien, Filiichen oder 
Koérper sein kénnen, so tritt, wenn sie wohldefinirt ist, auch hier sofort 
die Frage nach ihrer Michtigkeit auf und es wird letztere entweder gleich 
sein einer bei Punktmengen vorkommenden Miachtigkeit oder grdsser 
sein als alle solche Miichtigkeiten. 

Was im’ Besondern die in n-dimensionalen stetigen Gebieten ent- 
haltenen Punktmengen anbetrifft, so habe ich (Borchardt’s Journal 
Bd. 84, pag. 242) strenge gezeigt, dass ihre Miichtigkeiten mit denen 
der linearen Punktmengen iibereinstimmen; es kann nimlich diese 
Thatsache als eine einfache Folge des dort bewiesenen Satzes auf- 
gefasst werden, wonach ein »-fach ausgedehntes stetiges Gebilde in 
gegenseitig -eindeutige, durchaus gesetzmiissige und verhiltnissmiissig 
einfache Beziehung zu einem eindimensionalen stetigen Gebiete, also 
zum geraden Linearcontinuum gebracht werden kann; die Frage nach 
den verschiedenen Michtigkeiten bei Punktmengen kann somit, ohne 
dass hierdurch ihre Allgemeinheit eingeschriinkt wird, an den linearen 
8* 
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Punktmengen untersucht werden, wie ich schon am Schlusse der so- 
eben citirten Abhandlung hervongehoben habe. 

Den Ausdruck ,, Méichtigkeit“ habe ich J. Steiner entlehnt*) der 
ihn in einem ganz speciellen, immerhin jedoch verwandten Sinne ge- 
braucht, um auszusprechen, dass zwei Gebilde durch projectivische Zu- 
ordnung so auf einander bezogen sind, dass jedem Element des einen 
ein und nur ein Element des andern entspricht; bei dem hier gemein- 
ten absoluten Michtigkeitsbegriff wird zwar an der gegenseitig-ein- 
deutigen Beziehbarkeit festgehalten, dagegen fiir das Gesetz der Zu- 
ordnung keinerlei Beschrinkung, nameatlich keine Beschrinkung in 
Bezug auf Stetigkeit und Unstetigkeit gemacht, so dass zweien Mengen 
dann aber auch nur dann gleiche Machtigkeit zugestanden wird, wenn 
sie nach irgend einem Gesetze einander gegenseitig-eindeutig zugeordnet 
werden kénnen; sind die beiden Mengen wohldefinirt, so ist es als 
intern determinirt anzusehen, ob sie gleiche Michtigkeit haben oder 
nicht, die actuelle Entscheidung dariiber gehért aber in den con- 
ereten Fallen oft zu den miihsamsten Aufgaben. So ist es mir erst 
nach vielen fruchtlosen Versuchen vor acht Jahren mit Hiilfe eines 
Satzes, den ich sowohl in Borchardts J. Bd. 77, pag. 260, wie auch 
im Artikel 1 dieser Abh. bewiesen habe, gelungen zu zeigen, dass das 
Linearcontinuum nicht gleiche Michtigkeit mit der natiirlichen Zahlen- 
reihe hat. 

Die Mannichfaltigkeitslehre in der ihr hier zu Theil gewordenen 
Auffassung, umspannt, wenn wir das Mathematische allein. ins Auge 
fassen und die iibrigen Begriffssphiren vorliufig unberiicksichtigt lassen, 
die Gebiete der Arithmetik, der Functionenlehre und der Geometrie; 
sie fasst sie auf Grund des Miichtigkeitsbegriffs zu einer héheren Ein- 
heit zusammen. U*nstetiges und Stetiges findet sich solcherweise von 
demselben Gesichtspunkte aus betrachtet und mit gemeinschaftlichem 
Maasse gemessen. 

Die kleinste Michtigkeit, welche itiberhaupt an wnendlichen, d. h. 
aus unendlich vielen Elementen bestehenden Mengen anftreten kann, 
ist die Miachtigkeit der positiven ganzen rationalen Zahlenreihe; ich 
habe die Mannichfaltigkeiten dieser Classe ins uwnendliche abzihlbare 
Mengen oder kiirzer und einfacher abziéhlbare Mengen genannt; sie 
sind dadureh charakterisirt, dass sie sich (auf viele Weisen) in der 
Form einer einfach unendlichen, gesetzmissigen Reihe: 


Roe... Bs: 


vorstellen lassen, so dass jedes Element der Menge an einer bestimm- 





*) M. s, dessen Vorlesungen iiber synthetische Geometrie der Kegelschnitte, 
herausgeg. von Schriter; § 2. 
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ten Stelle dieser Reihe steht und auch die Reihe keine anderen Glieder 
enthilt als Elemente der gegebenen Menge. 

Jeder unendliche Bestandtheil einer abziihlbaren Menge bildet 
wieder eine ins unendliche abzihlbare Menge. 

Hat man eine endliche oder abziihlbar unendliche Menge von 
Mengen (£), (E’), (E£”),---, deren jede ihrerseits abziihlbar ist, so 
ist auch die aus der Zusammenfassung aller Elemente von (EZ), (E’), 
(E£”), +++ hervorgehende Menge abzihlbar. 

Diese beiden einfachen, leicht zu beweisenden Siatze bilden die 
Grundlage fiir den Nachweis-der Abzihlbarkeit. So erkennt man aus 
ihnen bald, wie ich schon wiederholt bemerkt habe, dass alle Mengen, 
die in Form einer n-fach unendlichen Reihe mit dem allgemeinen Gliede 
Ey, , 04,2. .% (WO Vy, V_,°+*, Y¥, unabhiingig von einander alle positiven 
ganzen Zahlenwerthe zu erhalten haben) gegeben sind, abzihlbare 
Mengen sind, d. h. sich in Form einfach unendlicher Reihen vorstellen 
lassen; aber auch Mengen, deren allgemeines Glied die Form hat: 


Ey... % 9 


wo nun auch w alle positiven ganzen Zahlwerthe zu erhalten hat, ge- 
héren in diese Classe; ein besonders merkwiirdiger Fall der letzten 
Art ist der Inbegriff aller algebraischen Zahlen (S. Borchardt’s J. 
Bd. 77, pag. 258.) Arithmetik und Algebra bieten demnach eine uner- 
schépfliche Fiille von Beispielen der Abzihlbarkeit; doch nicht weniger 
ergiebig ist in dieser Riicksicht die Geometrie. Der folgende Satz, 
welcher manche schénen Anwendungen in der Zahlentheorie und Func- 
tionenlehre gestattet, diirfte eine Vorstellung hiervon geben. 

In einem n-dimensionalen tiberak ins Unendliche ausgedehnten 
stetigen Raume A sei eine unendliche Anzahl von n-dimensionalen 
stetigen*), von einander getrennten und hochstens an ihren Be- 
grenzungen zusammenstossenden Theilgebieten (a) definirt; die Mannich- 
faltigkeit (a) solcher Theilgebiete ist immer abzdhlbar. 

Es verdient hervorgehoben zu werden, dass hier keinerlei Voraus- 
setzung tiber die Vertheilung und iiber die Grésse des Rauminhaltes 
der Gebiete a gemacht wird, sie kénnen mit beliebiger Kleinheit ihrer 
Ausdehnung an jeden ihnen nicht zugehérigen Punkt von A unend- 
lich nahe heranriicken, der Satz hat keinerlei Ausnahme, wenn nur 
jedes Theilgebiet a (alle a sind vorausgesetztermassen n-dimensional) 
einen bestimmten (beliebig kleinen) Rauminhalt hat und die verschie- 
denen a héchstens in ihren Begrenzungen zusammenfallen. 

Der Beweis dieses Satzes lisst sich wie folgt fiihren: es werde 
der n-dimensionale unendliche Raum A mittelst reciproker Radii vectores 


*) Bei jedem stetigen Gebilde werden die Punkte seiner Begrenzung als 
ihm zugehérig betrachtet. 
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auf ein innerhalb eines n + 1-dimensionalen unendlichen Raumes A 
verlaufendes n-fach ausgedehntes Gebilde B hezogen, welches dadurch 
bestimmt ist, dass dessen Punkte von einem festen Punkte des Raumes 
A’ die constante Entfernung 1 haben. (Im Falle » = 1 ist dies ein 
Kinheitskreis, im Falle » = 2 eine Einheitskugel.) Jedem n-dimen- 
sionalen Theilgebiete @ von A entspricht ein »-dimensionales Theil- 
gebiet b von B mit bestimmtem Rauminhalt; liisst sich nun die Ab- 
zihlbarkeit fiir die Menge (b) nachweisen, so folgt hieraus wegen der 
gegenseitig eindeutigen Zuordnung die Abzihlbarkeit der Menge (a). 

Die Menge (b) ist aber aus dem Grunde abzihlbar, weil die An- 
zahl der Gebiete b, welche ihrem Rauminhalte nach grdésser sind als 
eine beliebig gegebene Zahl y nothwendig eine endliche ist; denn ihre 
Summe ist kleiner als die Zahl 2", nimlich kleiner als der Raum- 
inhalt des Gebildes B, in welchem die b alle enthalten sind; daraus 
folgt, dass die Gebiete b nach der Grésse ihres Rauminhaltes in eine 
einfach unendliche Reihe geordnet werden kénnen, so dass die kleineren 
den grésseren folgen und in dieser Folge zuletzt unendlich klein werden. 

Der Fall n= 1 liefert folgenden Satz, welcher fiir die weitere 
Ausbildung der Theorie der linearen Punktmengen wesentlich ist: jeder 
Inbegriff von getrennten, hichstens in ihren Endpunkten zusammen- 
fallenden Intervallen (a - - - B), welche in einer unendlichen geraden Linie 
definirt sind, ist nothwendig ein abzdhlbarer Inbegriff; das Gleiche gilt 
folglich auch von der Menge der Endpunkte « und £, jedoch nicht 
immer von der Ableitung der letzteren Punktmenge. 

Der Fall » = 2, welcher die Eigenschaft der Abzihlbarkeit einem 
jeden Inbegriffe von getrennten héchstens in ihren Begrenzungen zu- 
sammenstossenden Flichentheilefi in einer unendlichen Ebene zuweist, 
scheint in der Functionentheorie complexer Gréssen von Bedeutung zu 
sein. Hierbei bemerke ich, dass es nicht schwer ist, diesen Satz auch 
auf Inbegriffe getrennter Flichentheile auszudehnen, die in einem 
Gebiete definirt sind, welches die Ebene m-fach oder selbst abzihlbar 
unendlich oft bedeckt. 

Was die abzihlbaren Punktmengen’ anbetrifft, so bieten sie eine 
merkwirdige Erscheinung dar, welche ich im Folgenden zum Ausdruck 
bringen méchte. Betrachten wir irgend eine Punktmenge (M), welche 
innerhalb eines m-dimensionalen stetig zusammenhiingenden Gebietes 
A iiberalldicht verbreitet ist und die Eigenschaft der Abzihlbarkeit 
besitzt, so dass die zu (M) gehérigen Punkte sich in der Reihenform: 

1? M,, i. an M,, - 
vorstellen lassen; als Beispiel diene die Menge aller derjenigen Punkte 
unseres dreidimensionalen Raumes, deren Coordinaten in Bezug auf 
ein orthogonales Coordinatensystem z, y, ¢ alle drei algebraische Zahlen- 
werthe haben. Denkt man sich aus dem Gebiete A die abzihlbare 
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Punktmenge (MM) entfernt und das alsdann iibrig gebliebene Gebiet 
mit & bezeichnet, so besteht der merkwiirdige Satz, dass fiir nS 2 
das Gebiet % nicht aufhdrt stetig zusammenhdngend zu sein, dass mit 
anderen Worten je zwei Punkte N und N’ des Gebietes 2 immer ver- 
bunden werden kénnen durch eine stetige Linie, welche mit allen 
ihren Punkten dem Gebiete 2 angehért, so dass auf ihr kein einziger 
Punkt der Menge (2) liegt. 

Ks geniigt, diesen Satz fiir den Fall » = 2 als richtig zu erkennen; 
sein Beweis beruht wesentlich auf dem in Art. 1 bewiesenen Satze, 
dass, wenn irgend eine gesetzmiissige Reihe reeller Gréssen: 

G1) Wo, °**%, Dyy sey 
(unter denen auch gleiche vorkommen kénnen, was an dem Wesen des 
Satzes offenbar nichts aindert) vorliegt, in jedem noch so kleinen will- 
kiirlich gegebenen Intervalle (@ --- 6) reelle Gréssen » gefunden wer- 
den kénnen, die in jener Reihe nicht vorkommen. 

Sei in der That A irgend ein zusammenhiingendes stetiges Stiick 
der wnendlichen Ebene, in A nehme man die iiberalldichte abzihlbare 
Punktmenge (JM) an und es seien N und N’ irgend zwei der Menge 
(M) nicht angehdrige Punkte des Gebietes A, die wir zuniichst un- 
bekiimmert um die Punkte (J/) durch eine stetige innerhalb A ver- 
laufende Linie 7 mit einander verbinden; es soll nun gezeigt werden, 
dass die Linie 7 durch eine andere stetige Linie J’ ersetzt werden 
kann, welche gleichfalls die Punkte N und N’ mit einander verbindet, 
ebenfalls im Innern von A verliuft, jedoch keinen einzigen Punkt der 
Menge (MM) enthilt. — 

Auf 1 werden im Allgemeinen unendlich viele Punkte der Menge 
(M) liegen, jedenfalls bilden sie auf ihr einen Bestandtheil von (IZ), 
also gleichfalls eine abzdhlbare Menge. 

Folglich giebt es, dem soeben erwahnten arithmetischen Satze 
zufolge, in jedem noch so kleinen Intervalle der Linie 7 Punkte, 
welche nicht zu (JZ) gehéren. Von diesen Punkten der Linie | fassen 
wir eine endliche Anzahl N,, N,,---, Nz derart ins Auge, dass die 
geraden Strecken NN,, N,N,, +--+, NiN’ ebenfalls ganz im Innern 
von A liegen. Diese Strecken lassen sich nun immer durch Kreis- 
bégen mit denselben Endpunkten ersetzen', welche gleichfalls inner- 
halb A verlaufen, keinen einzigen Punkt der Menge (M) enthalten 
und in ihrer Zusammensetzung eine stetige Linie /’ von der oben 
charakterisirten Beschaffenheit bilden, — 

Es wird geniigen, wenn wir diese Thatsache an einer der Strecken, 
wir nehmen die erste N.N,, nachweisen. 

Die durch die Punkte N und N, iaaniapsniion Kreise bilden 
eine einfach unendliche Schaar, ihre Mittelpunkte liegen auf einer be- 
stimmten Geraden g; die Lage eines solchen Mittelpunktes werde durch 
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den Abstand w von einem festen Punkte O der Geraden g mit Vor- 
zeichen bestimmt; jedenfalls kann alsdann der Groésse wu ein Interval] 
(«+++ B) als Spielraum derart zugewiesen werden, dass fiir jeden 
einem solchen u entsprechenden Kreis einer der beiden N und N, 
verbindenden Kreisbégen ganz im Gebiete A zu liegen kommt, 

Die Mittelpunkte derjenigen Kreise unserer Kreischaar, welche 
durch die Punkte: 

M,, M,, a ae M,, x 
der Menge (M) gehen, bilden auf der geraden g eine abzihlbare 
Punktmenge: 
Pies P,; ses Buy oe 
die zugehérigen Werthe von w seien: 
Gs» @.o, 0, @,, eee 
Nimmt man alsdann im Intervall (@---) eine Zahl y an, welche 
keinem @, gleich ist, (was nach dem angefiihrten Satze immer moglich 
ist), so erhilt man durch die Annahme: 
u=YN 
einen Kreis der Schaar, auf dessen Umfang kein einziger Punkt der 
Menge (JZ) liegt und der uns, wegen a < y < B, einen die Punkte 
N und N, verbindenden Kreisbogen von der verlangten Beschaffen- 
heit liefert. — 

Auf diese Weise ist gezeigt, dass je zwei Punkte N und N’ des 
Gebietes %, welches nach Abzug einer iiberalldichten abziihlbaren Punkt- 
menge (J) vom Gebiete A iibrig bleibt, sich durch eine stetige aus einer 
endlichen Anzahl von Kreisbégen zusammengesetzte Linie ]’ verbin- 
den lassen, welche mit allen ihren Punkten dem Gebiete % angehort, 
d. h. keinen einzigen Punkt der Menge (1) enthilt. Uebrigens wiirde 
es mit demselben Hiilfsmittel auch méglich sein, die Verbindung der 
Punkte N und N’ durch eine nach einem einzigen analytischen Gesetze 
verlaufende continuirliche Linie herzustellen, welche ganz im Gebiete 
M enthalien ist. 

An diese Siitze kniipfen sich Erwigungen iiber die Beschaffen- 
heit des der realen Welt, zum Zwecke begrifflicher Beschreibung 
und Erklirung der in ihr vorkommenden Erscheinungen, zu Grunde 
zu legenden dreidimensionalen Raumes. Bekanntlich wird derselbe 
sowohl wegen der in ihm auftretenden Formen, wie auch nament- 
lich mit Riicksicht auf die darin vor sich gehenden Bewegungen als 
durchgiingig stetig angenommen. Diese letztere Annahme_besteht 
nach den gleichzeitigen, von einander unabhiingigen Untersuchungen 
Dedekind’s (M. s. das Schriftchen: Stetigkeit und irrationale Zahlen 
von R. Dedekind, Braunschweig 1872) und des Verfassers (Mathem. 
Annalen Bd. V, p. 127 und 128) in nichts anderem, als dass jeder 
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Punkt, dessen Coordinaten «, y, 2 in Bezug auf ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem durch irgend welche bestimmte reelle rationale oder 
irrationale Zahlen vorgegeben sind, als wirklich zum Rauwme gehorig 
gedacht wird, wozu im Allgemeinen kein innerer Zwang vorliegt und 
worin daher ein freier Act unserer gedanklichen Constructionsthitig- 
keit gesehen werden muss. Die Hypothese der Stetigkeit des Rawmes 
ist also nichts Anderes, als die an sich willkiirliche Voraussetzung der 
volistindigen, gegenseitig-eindeutigen Correspondenz zwischen dem 
dreidimensionalen rein arithmetischen Continuum (x, y, 2) und dem der 
Erscheinungswelt zu Grunde gelegten Raume.*) — 

Unser Denken kann aber mit gleicher Leichtigkeit von einzelnen 
Raumpunkten, sogar wenn sie tiberalldicht vorkommen, sehr wohl 
abstrahiren und sich den Begriff eines wnstetigen dreidimensionalen 
Raumes % von der im Vorhergehenden charakterisirten Beschaffenheit 
bilden. Die sich alsdann ergebende Frage, ob auch in so wnstetigen 
Riiumen % stetige Bewegung gedacht werden kénne, muss nach dem 
Vorhergehenden unbedingt bejaht werden, weil wir gezeigt haben, dass 
je zwei Punkte eines Gebildes 2{ durch unzihlig viele stetige, voll- 
kommen regulire Linien verbunden werden kénnen. Hs stellt sich 
also merkwiirdigerweise heraus, dass aus der blossen Thatsache der 
stetigen Bewegung auf die durchgingige Stetigkeit des zur Erklirung 
der Bewegungserscheinungen gebrauchten dreidimensionalen Raum- 
begriffs zuniichst kein Schluss gemacht werden kann. Daher liegt es 
nahe, den Versuch einer modificirten, fiir Raiume von der Beschaffen- 
heit % giltigen Mechanik zu unternehmen, um aus den Consequenzen 
einer derartigen Untersuchung und aus ihrem Vergleich mit That- 
sachen mdglicherweise wirkliche Stiitzpunkte fir die Hypothese der 
durchgiingigen Stetigkeit des der Erfahrung unterzulegenden Raum- 
begriffs zu gewinnen. — 


Berlin, den 31, Miirz 1882. 


*) Ich glaube hier als bekannt voraussetzen zu kiénnen, dass eine allgemeine, 
rein arithmetische, d. h. von allen geometrischen Anschauungsgrundsiitzen voll- 
kommen unabhiingige Griéssenlehre méglicheund in ihren Grundziigen auch aus- 
gebildet ist; ich verweise in dieser Beziehung ausser auf die citirten freilich nur 
sehr kurz gehaltenen Aufsiitze von Dedekind und mir noch auf die ausgezeichnete 
Schrift des Herrn Lipschitz: Grundlagen der Analysis, Bonn 1877. Die meisten 
principiellen Schwierigkeiten, welche in der Mathematik gefunden werden, scheinen 
mir ihren Ursprung darin zu haben, dass die Méglichkeit einer rein arithmetischen 
Gréssen- und Mannichfaltigkeitslehre verkannt wird. Namentlich sind hierauf die 
Irrthiimer derjenigen Autoren zuriickzufiihren, welche das Unendlichkleine als 
Grésse und nicht als einen Modus der Veriinderlichkeit von Grissen auffassen. 
Vom Standpunkte der reinen arithmetischen Analysis aus giebt es keine unendlich 
kleinen Grissen, wohl aber unendlich klein werdende, veriinderliche Grdéssen, 








Kin allgemeiner Satz tiber die Integrirbarkeit von Functionen 
integrirbarer Functionen*). 


Von 


Paut pu Bors-Reymonp in Tibingen. 


Ich veréffentlichte (diese Annalen Bd. XV1) ohne Beweis folgenden 
Lehrsatz: 


Die integrirbaren Functionen 
Y;(%), P2(%), +++ Mn(2) 
seien im Intervall 
a<z<b 


eingeschlossen resp. zwischen den Grenzen 


as < HY; (2) <6,, 
&, < H,(%) < B,, 


On < Pn(X) < Bn, 

und die Function F'(a,, 2, +++ %n) sei stetig im Gebiet: 

a 5%, <f,, 

Wy SX, Sf; 

On < Zn < Bn ? 
so ist F'(p,(x), po(x), --+, Palx)) im Intervall a---b von x inte- 
grirbar. 

Da, wie ich hore, Zweifel an der Allgemeinheit dieses Satzes 

geaiussert worden sind, so scheint es mir angezeigt, einen Beweis 
mitzutheilen. 


Es geniigt die Integrirbarkeit einer stetigen Function von einer 
und von zwei integrirbaren Functionen nachzuweisen. 


*) Abgedruckt aus den Sitzungsberichten der math.-phys. Classe der k, b. 
Akadem. d. Wiss. zu Miinchen. 
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So sei denn zuniichst g(x) im Intervall (a, b) integrirbar, « und B 
seien die untere und die obere Grenze der Werthe g(a) im Intervall 
(a,b) und F(a) sei im Intervall (a, 6) stetig. Alsdann wird be- 
hauptet, dass f(a) = F'(g(x)) im Intervall (a, b) integrirbar ist. 

Beweis. Wir theilen das Intervall (a,b) in m der Einfachheit 
halber gleiche Theile, und bezeichnen mit 6% einen jeden dieser 
Theile, in welchem die Schwankung von (2) eine beliebig zu wihlende 
Grosse ¢ nicht iibersteigt. Bilden wir die Summe simmtlicher solcher 
Theilintervalle: 26®, so ist b — a ihr Limes, wenn » ins Un- 
begrenzte wiichst. Umgekehrt: wenn fiir jeden noch so kleinen Werth ¢ 
die Summe 20™* den Limes b — a hat, so ist die Function g(x) 
integrirbar. Dies ist eine von der gebriuchlichen etwas abweichende 
Form der Bedingung der Integrirbarkeit, die nicht selten gute Dienste 
leistet. 

Betrachten wir jetzt die Function f(z) = F(g(a)). Liner 
Schwankung 6 von p(x) in einer Strecke 6% entspricht eine 
Schwankung ¢™* von f(x). Diese Schwankungen von f(x) kénnen 
aber durch Verkleinerung von ¢ simmtlich unter einen gewihlten 
Kleinheitsgrad gebracht werden, Denn da F(q@) im Intervall (a, ) 
von @ stetig ist, so werden simmtliche Schwankungen von F(q), 
welche Werthunterschieden von g entsprechen, wegen der sogenannten 
gleichmissigen Stetigkeit mit dem gréssten Werthunterschiede der 
zugleich beliebig verkleinert werden kénnen. 

Wir kénnen folglich ¢ so klein anneamen, dass keine der Gréssen 
s® eine beliebig niedrige Grenze y tibersteigt. So kénnen wir aber 
auch umgekehrt 9 beliebig klein annehmen, und die Summe 20» 
= 206” wird bei beliebig kleinen Schwankungen y von f(x) in den 
Theilstrecken 6%” die Grenze b —a haben, f(x) daher integrirbar 
sein. Q. E, D. 

Weiter handele es sich um eine Function F'((z), p(x)) von 
zwei integrirbaren Functionen g(x) und w(x). Im Intervall (a, b) 
von x moége g(x) dem Intervall (a, B), w(x) dem Intervall («,, B,) 
angehéren. Und es sei F'(, y) eine im Gebiet a< p<, «, S¥< Bp, 
stetige Function von m und wy. Bezeichnen wir ferner mit — , 


oy *) die ihnlich wie oben definirten Theile von ) — a, in denen die 
Schwankung von @ resp. » die Grenze « nicht iibersteigt, und mit 
es die Theile von b — a, in denen die Schwankung weder von 
noch von w die Grenze « iibersteigt: so muss, da sowohl zey" 
als zn die Grenze b — a haben, zeny die nimliche Grenze be- 


sitzen. Wegen der sogenannten gleichmissigen Stetigkeit der Function 
zweier Variabeln F'(m, w) folgt das Weitere wie oben. 





124 ms pu Bors-Reyrmonn. Integrirbarkeit von Functionen. 


Die Ausdehnung dieses Beweises auf eine stetige Function einer 
beliebigen Anzahl integrirbarer Functionen liegt auf der Hand. 

Auch eine Ausdehnung auf nur integrirbar vorausgesetzte Func- 
tionen von integrirbaren Functionen ist méglich, worauf ich an 
geeignetem Orte zuriickkomme. 

Jener allgemeine Satz gestattet u. A., die Behandlung, welcher 
ich in meinen ,Erliuterungen zu den Anfangsgriinden der Variations- 
rechnung* das Problem der kiirzesten Linie unterwarf, mutatis mu- 
tandis auf das allgemeine Variationsproblem der einfachen Integrale 
auszudehnen. 


Tiibingen, 26. December 1881. 
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Ueber eine Reihe neuer Functionen, welche die absoluten 
Invarianten gewisser Gruppen ganzzahliger linearer 
Transformationen bilden. 


Von 


Avotr Hurwitz in Gottingen. 


Die nachfolgenden Untersuchungen habe ich im Februar des Jahres 
1881 angestellt, angeregt durch die Arbeiten der Herren Schwarz 
und Klein*), ‘Bei dem grossen Interesse, welches die Functionen 
einer Variabeln mit linearen Transformationen in sich durch die neuer- 
dings verdffentlichten, wichtigen Resultate der Herren Poincaré 
und Klein**) erlangt haben, nehme ich keinen Anstand meine da- 
maligen Aufzeichnungen heute noch zu verdffentlichen, zumal Herr 
Rausenberger — wie ich durch giitige Mittheilung des Herrn Klein 
erfahre — neuerdings Untersuchungen abgeschlossen hat, die mit den 
meinigen mannichfaltige Beriihrungspunkte darbieten***). 

Nach Riemann kann man jedes einfach zusammenhingende Ge- 
biet auf jedes andere, oder — was die Allgemeinheit dieses Satzes 
nicht beschrinkt — auf die positive Halbebene conform abbilden. 
Diese Abbildung ist unzweideutig bestimmt, sofern man zwei beliebige 
Punkte im Innern der Gebiete einander entsprechen lisst und einem 
beliebigen Punkte der Begrenzung des einen Gebietes einen beliebigen 
Begrenzungspunkt des anderen Gebietes zuweist*+). 


*) Schwarz: ,,Ueber diejenigen Falle, in welchen die Gaussische hyper- 
geometrische Reihe eine algebraische Function ihres vierten Elementes ist.‘ 
Crelle-Borchardt, Bd. 75, pag. 292 ff. 

Klein: Diese Annalen, Bd. XIV—XVII. 

**) Klein: ,,Ueber eindeutige Functionen mit linearen Transformationen 

in sich, Diese Annalen Bd. XIX, p, 565ff., sowie p. 49 ff. des gegenwiirtigen Bandes. 

Poincaré: ,,Sur les fonctions uniformes qui se reproduisent par des 
substitutions linéaires.« Ibid. Bd. XIX, p. 553 ff sowie in dem Comptes Rendus 
vom Februar 1881 an. 

***) Die Untersuchungen des Herrn Rausenberger, in denen es sich im 
Wesentlichen um arithmetische Charakterisirung zulissiger Gruppen linearer Sub- 
stitutionen handelt, sollen im nichsten Annalenhefte erscheinen. — Hr. Hurwitz 
hat seine hier im Texte abgedruckten Betrachtungen in wesentlich derselben Form 
bereits am 21. Februar 1881 in meinem Seminare vorgetragen, woriiber ein ausfiihr- 
liches Referat im Protocollbuch des Seminar’s Rechenschaft giebt. F. Klein. 

+) Riemann, Gesammelte Werke p. 40. Wegen des Beweises vergleiche 
man insbesondere Schwarz in den Monatsberichten der Berliner Akademie vom 
Jahre 1870 p. 767 ff. 
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Bezeichnen wir nun mit ,Spiegelung“ an einem Kreise diejenige 
Transformation nach reciproken Radien, bei welcher jener Kreis In- 
versionskreis ist, so kénnen wir sagen: 

lst ein einfach zusammenhiingendes Gebiet A der complexen 
Zahlenebene von lauter Kreisstiicken begrenzt, und spiegelt man das- 
selbe an diesen begrenzenden Kreisen, so werden die erhaltenen Spiegel- 
bilder von A durch dieselbe Function conform auf die negative Halbebene 
abgebildet, durch welche A selbst auf die positive abgebildet wurde.“ 

Hiernach kann man durch fortgesetztes Spiegeln die Fortsetzung 
der abbildenden Function in alle ihr iiberhaupt zuginglichen Gebiete 
erhalten.*) 

Da zwei Spiegelungen hintereinander angewandt einer linearen 
Transformation gleichkommen, so folgt: 

», Mit jeder Function die in obiger Weise definirt ist, hiingt eine 
Gruppe von linearen Transformationen zusammen. Alle Zweige der 
Function entstehen, indem man auf einen willkiirlich gewihlten alle 
Transformationen der Gruppe anwendet.“ 

Diese Gruppe besitzt eine kleinste Zahl von ,,erzeugenden “ Sub- 
stitutionen, indem sie durch wiederholte Anwendung der Spiegelungen 
an den Begrenzungen des Ausgangsraumes entsteht. 

Unter der grossen Zahl von Functionen, die durch die vorher- 
gehenden Erérterungen bestimmt sind, scheiden sich die eindeutigen 
als diejenigen aus, die zu einer einfachen Bedeckung der Ebene, oder 
von Stiicken der Ebene, durch Kreispolygone fiihren. Eine noth- 
wendige Bedingung hierfiir ist, dass das Ausgangspolygon nur Winkel 
besitzt, die, wenn sie nicht Null sind, aliquoté Theile von z sind, 

Beschrinken wir uns nun weiterhin auf solche Ausgangspolygone, 
deren Begrenzung aus nur drei Kreisstiicken besteht, so besitzen wir 
in der ausgedehnten Litteratur iiber die elliptischen Modulfunctionen 
ein nach vielen Richtungen hin ausgefiihrtes Beispiel einer solchen 
Function: es ist das Periodenverhiiltniss des elliptischen Integrals 
erster Gattung als Function der absoluten Invariante J. Der hierbei 
zu Grunde gelegte Ausgangsraum wird begrenzt durch die Axe der 
rein imaginiren Zahlen, einer im Punkte — : sich parallel zu der- 


selben erhebenden Geraden und einem mit dem Radius 1 um den 
Nallpunkt beschriebenen Kreise. Die Ecken dieses Raumes sind in 
Fig. 1 mit J=0, J=1 und J =o bezeichnet. Die Winkel sind 


~ bei J=0, = bei J = 1 und 0 bei J=oo. 


*) Vgl. Schwarz: Crelle, Bd. 70, p. 105 ff. Alle bei diesen Untersuchungen 
in Betracht kommenden Kreise kinnen sowohl endlich als unendlich grossen Radius 
besitzen, also entweder Kreise im eigentlichen Sinne des Wortes oder gerade 
Linien sein. 
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Unter der Gesammtheit der eben charakterisirten Functionen stehen 
nun wohl diejenigen der absoluten Invariante J am niichsten, deren 


J= J,=29; T= Y% 











=coO 





Figur 1. 


Ausgangsraum die Winkel 0, — 
ganze Zahl > 2 bedeutet. 
Betrachten wir diese Functionen niiher! Da man je zwei Kreis- 
bogendreiecke, welche dieselben Winkel besitzen, durch eine lineare 
Transformation in einander tiberfiihren kann, so reicht es aus, die- 
jenige Function zu betrachten, welche aus einem Ausgangsraume ent- 


springt, der durch die Axe der rein imaginiiren Zahlen, einer in der 


bia ° P ene 
und —- aufweist, wo eine beliebige 


Entfernung 5 zu dieser Axe parallel laufenden Geraden und einen um 
den Nullpunkt mit dem Radius 


beschriebenen Kreise, gebildet wird. 
Die erzeugenden Substitutionen der zu diesem Ausgangsraume ge- 

hérigen Function haben die Gestalt. 

a =—a+]1 

Pe. . 2, 3 ee 

a (e+ 2— )*@ 
in 

wobei ¢ =e” ist, und @ =a - iy die Variable der complexen Ebene 
bedeutet, in welcher unsere Figur verzeichnet ist. Man sieht, dass die 
arithmetische Beherrschung dieses Substitutionssystems die Theorie der 
aus zweigliedrigen Perioden zusammengesetzten complexen Zahlen als 
Hilfsmittel verlangt. 
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Es ergiebt sich nun leicht, dass ausser n = 3, wo die Figur der 
absoluten Invariante J eititritt, noch drei Fiille existiren, in welchen 
das betreffende Substitutionssystem aus ganzzahligen Transformationen 
besteht, nimlich fiir » — 4, 6, oo. Wir werden in diesen Fiillen, die 
wir der Reihe nach bebandeln, zur vollistindigen arithmetischen Cha- 
rakterisirung der betreffenden Transformationsgruppen und zur Auf- 
stellung des analytischen Ausdrucks der zugehérigen Functionen ge- 
langen. 

1) Der Fall n = 4. Der Ausgangsraum hat in Figur 1 die Ecken 
J,=0, J, =1undJ,=—co. Durch fortgesetzte Spiegelung entsteht 
eine Eintheilung der positiven Halbebene in. Kreisbogendreiecke, von 
denen einige in Figur 1 mit scharfen Begrenzungen gezeiclinet sind. 
Dieselben sind abwechselnd schraffirt und nicht schraffirt, je nachdem 
sie in der Abbildung der positiven oder der negativen Halbebene 
entsprechen. 

Die erzeugenden Substitutionen sind hier 


(T)---a =a+1 


, 1 (3 
T ist eine parabolische Substitution, S eine elliptische von der Periode 2.*) 
Daher haben alle Substitutionen unserer Gruppe, welche wir mit 
G, bezeichnen wollen, eine der folgenden beiden Formen: 


(1) o = Tee gpg... TX ST (a), 
d. i. 
o = Kon4i — x ss 1 
? = "Sa ae Ose FS , 
Is — 5 
a = Ts. 
also 
, Ao+B8B ’ 
@ = Get D? AD— BC=1, 

oder: 
‘ , kon GO Pon pk, E ton A B 
2) o =T*sT te. D8 STh (a) — TS (Cet 

A'a+B 


te a eee a re 
~~ 20° @+2D"? AD oC l. 


Hierbei bedeuten die Zahlen k; und A, B, C, D, A’, B’, C’, D’ irgend 
welche Zahlen aus der Reihe 
0,+1,+2,+3,°-: 


Hieraus ersehen wir, dass in unserer Gruppe eine Untergruppe von 


*) Siehe wegen dieser Ausdrucksweise: Klein, diese Annalen Bd, XIV, 
p. 122—124. 
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linearen, ganzzahligen Transformationen der Determinante 1 enthalten 
ist. Wir werden daher unsere Figur mit der Klein- Dedekind’schen 
Figur *) vergleichen, indem wir beide Figuren in derselben Ebene ver- 
zeichnen. Bei dieser Gelegenheit zeigt sich, dass schon in dem Raume, 
welcher durch die in Fig. 1 mit I, II, Ill, IV bezeichneten Riander 
begrenzt wird, eine ganze Zahl von Dreiecksgebieten unserer Figur 
mit einer ganzen Zahl von Gebieten der Klein-Dedekind’schen Figur 
sich deckt. 

Nun bezeichnen wir mit J,(@) die absolute Invariante der neuen 
Figur, so, dass J, eine Function von @ ist, welche die Higenschaft 
hat, dags 

J,(@) = J(a’) 


dann und nur dann, wenn w’ durcheine Transformation der Gruppe 


' G, aus @ hervorgeht, eine Beziehung zwischen @ und o’, die offenbar 


gegenseitig ist. 

Ferner verfiigen wir iiber die drei reellen willkiirlichen Constanten, 
welche die so definirte Function noch enthilt, derart, dass J, an den 
in Figur 1 so bezeichneten Ecken des Ausgangsraumes die Werthe 

0, 1, co 
respective annimmt. Biegen wir jetzt die Rinder. [ und IV und die 
Riinder II und III unserer Figur zusammen, so haben wir eine Fliche 
vom Geschlechte Null, auf welcher sowohl J, als auch J (die absolute 
Invariante des elliptischen Integrals 1. Gattung) eindeutig ist, und 
zwar ist J, zweiwerthig und J dreiwerthig auf dieser Fliche. Bedeutet 
nun t diejenige auf unserer Fliiche einwerthige Function, welche an 


den in der Figur bezeichneten Stellen die Werthe 0, oo und > an- 


nimmt, so wird J, eine rationale Function zweiten Grades, J eine 
rationale Function dritten Grades dieses t werden, welche sich nach 
der Methode des Herrn Klein**) berechnen lassen. 


Man findet: 
J :J —1:1 = (8r—3)': 2r (164r—9)?: 27(27—1), 
J,:J,—1:1= #3 (c—1)?: *(2e—1). 


Durch diese Gleichungen ist nun die Function J, auf die Function J 
zuriickgefiihrt.***) 


*) So bezeichne ich die zu der absoluten Invariante J des elliptischen In- 
tegrals erster Gattung gehérige Figur. 
**) Diese Annalen, Bd. XIV, p. 141. 
***) Noch einfacher gestaltet sich der Zusammenhang der Function J, mit 
dem Legendre’schen Modul k?(w). Es ist niimlich: 
(ke — 2) 
Je eR 


Mathematische Annalen,. XX. 
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Nebenbei ergiebt sich, da an der Stelle J, = 1, 


¢=.l, omits 
J (/— ‘) anid 6/— 2) — (8). 


Ferner, da an den Stellen 


ist: 


o= 7 + : fY—3, resp. a=—y—l, 


3 
8? 


9 


cot, t= 16 


resp. J=1, t= 
ist, so folgt: 
1 ees) eg 
(i+ 37-3) = 16’ 


81 

J, (Vv— 1) -. ae 
Nunmehr ist es leicht die Gruppe G, der Function J, arithmetisch 
zu definiren, Jede Substitution dieser Gruppe ist niimlich entweder 
eine Substitution 7’ der in ihr enthaltenen Untergruppe von Sub- 
stitutionen der Determinante 1 oder von der Gestalt SZ’, wo S die 


Substitution 
, 1 


a = — —— 

bedeutet. Nun folgt nach Herrn Klein’s Theorie der in der Gesammt- 
heit der ganzzahligen linearen Substitutionen der Determinante 1 ent- 
haltenen Untergruppen*), dass alle Substitutionen 7” sich aus den 
beiden zusammensetzen, von denen die eine die Rinder I und IV, die 
andere die beiden Riinder II und III der Figur 1 vereinigt, und dass 
weiterhin alle Substitutionen 7” diejenigen o’ = wert aus der Ge- 
sammtheit der ganzzahligen linearen Substitutionen der Determinante 
1 sind, deren Zahlenschema 


. (> $) 
y O 
einem der Schemata 
() 1) . (4 i) (mod. 2) 
congruent ist. é: 
Daraus folgt: 


» Die Gruppe G, der Function J, besteht aus Substitutionen der 


*) Siehe die ausfiihrliche Darstellung derselben auf p. 537 ff. von des Ver- 
fassers ,,Grundlagen einer independenten Theorie der elliptischen Modulfunctionen 
und Theorie der Multiplicatorgleichungen erster Stufe. Diese Annalen Bd. XVIII. 
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Determinante 1 und aus solchen der Determinante 2. Die ersteren 
sind alle diejenigen ganzzahligen linearen Transformationen der De- 
terminante 1, welche congruent 


(4 1) oder ( 1) (mod. 2) 


sind. Die Substitutionen der Determinante 2 dagegen gehen, nachdem 
man die im Nenner auftretenden Zahlen y, d von ihrem gemeinsamen 
Factor 2 befreit hat, in alle diejenigen ganzzahligen linearen Trans- 
formationen der Determinante 1 iiber, welche congruent 


Oo — QO —] ; 
(| 0) oder G 1) (mod, 2) 
sind.“ 
Ferner: 


»Alle ganzzahligen linearen Substitutionen der Determinante 1, 
welche congruent 


(6 1) oder (4 +) (mod. 2) 


sind, lassen sich in der auf pag. 128 unter 1) angegebenen Weise in 
Form eines Kettenbruches schreiben, ein Umstand, der bei mancherlei 
Untersuchungen von Vortheil sein kann.“ 


2) Der Fall n = 6. 
Hier verhiilt sich Alles ganz analog, weshalb ich mich mit kurzen 
Angaben begniigen kann. 




















Figur 2. 
; Der Ausgangsraum hat die Winkel 0, = und =; seine Ecken sind 
in Figur 2. mit J, =0, J; = 1, J; = oo, den Werthen, welche die 
n absolute Invariante J,(w) unserer Gebietseintheilung an diesen Stellen 
I. annehmen soll, bezeichnet. 


g* 
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Die zugehérige Gruppe G, hat die erzeugenden Substitutionen: 
a=—-a+1 
1 ? 


’ 
=> — ———_ 


und also haben die Substitutionen von G, eine der beiden Formen: 
1 





@' = henti — sp : Be 
™ Koni —>, 1 1 
— k aie 1 
, si an ky 
_ Ao+B — 
—72t5; AD- BC=1. 
Oder: 
| re 
@o a ban — 3 eid : 
at 
3k, +30 
le ae 
= 30 a+3D AD - BC =1. 


In dem von den Rindern [, II, III, 1V umrahmten Raume in Figur 2. 
decken sich gerade zwei Dreiecke der neuen Eintheilung mit vieren 
der Klein-Dedekind’schen. Dem entsprechend erhilt man den alge- 
braischen Zusammenhang der Invariante J mit der neuen Function J, 
durch Elimination von t aus den Gleichungen: 

J,:J,—1l:1l=—?:(t — 2)?: 4(c — 1), 

J :J —1:l—rt(t + 8): (ce? — 20r — 8): 64(r — 1). 
An der Stelle J, = 1 ist demnach t = 2 und folglich: 

—; 53 
J(Yy—3) =F: 
Ebenso findet man 
1 Wax 4° 
J; G + QD Y—3) —- “32 ‘ 
Ferner: 


Die Gruppe G, wird gebildet aus allen linearen, ganzzahligen 
Substitutionen der Determinante 1, welche congruent 


(4 1) oder (6 1) oder (4 1) (mod. 3) 


sind, und allen denjenigen linearen, ganzzahligen Substitutionen der 
Determinante 3, welche sich nach Unterdriickung des den Zahlen y», 0 
des Nenners gemeinsamen Factors 3 auf eine lineare Transformation 
der Determinante 1 reduciren, die congruent ist einem der drei 
Schemata 


(; oo ¢; ae} G sae (mod. 3). 
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3) Der Fall n = oo bietet nur ein untergerordnetes Interesse dar, 
da er leicht auf bekannte Untersuchungen zuriickgefiihrt werden kann. 

Die hier auftretende Gruppe wird namlich erzeugt durch die 
Transformationen 


oa =a+l 
’ 1 ? 


ome — 


und diese gehen durch die Substitutionen 
Y=20, Q=2a 


iiber in 
Y=Q+_2) 
, 1 {*- 
ae = 


Die zu untersuchende Gruppe ist also nicht wesentlich verschieden 
von einer bekannten Gruppe linearer ganzzahliger Substitutionen der 
Determinante 1. 

Ueberblickt man die bei n = 3, 4, 6, co auftretenden Gruppen, 
so wird man naturgemiiss auf die Betrachtung derjenigen Gruppe ge- 
fiihrt, welche durch Combination der beiden folgenden Substitionen 
erzeugt wird: 

a =a-+l 
ee Be 
mo 
wo m eine ganze Zahl bedeutet. 

Die letztere Substitution besteht in einer Inversion verbunden mit 

einer Spiegelung an der Axe der rein imaginiren Zahlen. Der In- 


versionskreis hat den Radius y+. und seinen Mittelpunkt im Null- 
punkte. Sobald daher m > 4 ist, trifft dieser Kreis nicht mehr die 


ar a ian f ° 1 
zur Axe der rein imaginaren Zahlen in den Entfernungen — > und 


2. parallel laufenden Geraden. Bei der analytischen Fortsetzung der 


zu der Gruppe gehérigen Invariante wird man also auch in die negative 
Halbebene @ gefiihrt. 

Diese Functionen sind an und fiir sich wegen der Kinfachheit ihrer 
zugehérigen Gruppe von Interesse, Will man jedoch einen algebraischen 
Zusammenhang der neuen Function mit J(w) im Auge behalten, so 
muss man zu den erzeugenden Substitutionen 

a =ao+1 
1 


o=>—_ — 


eine gewisse Zahl anderer Substitutionen hinzufiigen, welche danu mit 
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jenen eine Gruppe erzeugen, deren zugehérige Eintheilung sozusagen 
in einem rationalen Verhiltniss zu der Eintheilung der absoluten In- 
variante J steht. So geniigt es z. B. fiir m —5, als erzeugende Sub- 
stitutionen die folgenden zu nehmen: 





a=-oa+l1 
Ps ee 1 
_ 5@ 
’ 9 
20@-+ 9 


Und es besteht dann zwischen J und der neuen Invariante eine Glei- 
chung, die in letzterer vom 12", in J vom zweiten Grade ist. 
In allen Fallen sind 
J(@)-J(m@) und J(@)+ J(me) 


Functionen, welche die Gruppe der Substitutionen 
a—-a+l 


, 1 
o=— — 
mo 


zulassen. 


Hildesheim, den 16. April 1882. 
(Leipzig, den 21. Februar 1881.) 
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Beweis eines Satzes aus der Theorie der Raumcurven 
TI. Ordnung. 


ei- 
Von 


Avotr Hurwirz in Gottingen. 


In meiner Note: ,Ueber unendlich-vieldeutige geometrische Aut- 
gaben, insbesondere fiber die Schliessungsprobleme* (diese Annalen 
Bd. XV, pag. 8ff.), habe ich folgenden Satz mitgetheilt: 

»Liegen die acht Ecken zweier Tetraeder auf einer Raumcurve 
3. Ordnung, so sind die acht Seitenflichen dieser Tetraeder Schmiegungs- 
Ebenen einer zweiten Raumecurve 3. Ordnung; es. giebt dann, ausser 
jenen zwei, noch uneihlig viele andere Tetraeder, welche der ersten 
Raumeurve ein-, der zweiten umbeschrieben sind, und zwar ist jeder Punkt 
der ersten Raumcurve Eckpunkt eines dieser uneiihlig vielen Tetraeder.“ 

Ich befand mich schon ihm Jahre 1875 in Besitz dieses Satzes und 
theilte denselben damals Herrn Dr. Schubert mit. Da der Beweis, 
welchen ich zu jener Zeit fiir diesen Satz fand, nicht ohne Eleganz 
ist und sich in ungezwungener Weise der synthetischen Behandlung 
der Raumecurven 3. Ordnung einreiht, so erlaube ich mir, denselben 
in aller Kiirze in Folgendem darzulegen.*) 

Es seien A, B, C, D die Ecken, a, B, y, 0 die diesen Ecken resp. 
gegeniiberliegenden Seitenfliichen des ersten Tetraeders; 4’, B’, C’, D’; 
a’, B’, y’, & mbgen die analoge Bedeutung fiir das zweite Tetraeder be- 
sitzen; endlich bezeichne EF, die Raumcurve 3. Ordnung, welcher beide 
Tetraeder einbeschrieben sind. 

Betrachten wir nun die Punkte A und A’ als Mittelpunkte zweier 
Ebenenbiindel, so werden diese collinear auf einander bezogen, wenn 
wir je zwei Ebenen durch A und A’ einander entsprechen lassen, 
welche durch dieselbe Secante der Raumeurve FE, hindurchgehen. Diese 
beiden Ebenenbiischel schneiden wir jetzt durch die Ebenen @ und 
«: das Biindel A durch die Ebene a’, das Biindel A’ durch die Ebene 
«. Dann werden diese beiden Ebenen @ und a’ collinear auf einander 


*) Siehe (auch wegen der gebrauchten Terminologie): Reye, Geometrie der 
Lage, II. Abtheilung, pag. 68 ff. 
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bezogen sein und also eine zweite Raumcurve 3. Ordnung U, erzeugen 
in dem Sinne, dass die Verbindungsebenen sich treffender und einander 
entsprechender Geraden der Ebenen @ und « Schmiegungsebenen dieser 
neuen Raumcurve U, sind. Zu diesen Schmiegungsebenen gehdren 
nun zunichst, wie bekannt, die Ebenen @ und a’ selbst. Man erkennt 
aber sofort, dass auch die Ebenen £, y, 0, 6’, y 6’ Schmiegungsebenen 
von U, sind. Denn der Geraden CD der Ebene a entspricht diejenige 
Gerade von a’, welche die Schnittgerade von « mit der Ebene ACD 
ist. Letztere, d. h. die Ebene 8, ist also in der That Verbindungs- 
ebene entsprechender Geraden. Dasselbe folgt in analoger Weise fiir 
die Ebenen y, 0, f’, 7’, 0. Hiermit ist der erste Theil unseres Satzes 
erwiesen, dass niimlich die acht Seitenflichen zweier Tetraeder A BCD, 
A’ BC’ D’, deren Ecken auf einer Raumeurve 3. Ordnung E, liegen, 
Schmiegungsebenen einer zweiten Raumcurve 3. Ordnung U, sind. 

Um die Richtigkeit des zweiten Theiles unseres Satzes darzuthun, 
beweisen wir folgenden Hilfssatz: 

»dede Axe der Raumcurve U,, welche die Curve E, cin Mal trifft, 
schneidet dieselbe noch ein zweites Mal, ist also eine Secante von E,.“ 

Eine Axe von JU, treffe die Ebenen « und e’ in den Punkten P 
resp. P’ und habe mit der Curve EZ, den Punkt S gemein. Dann 
sind P und P’ einander entsprechende Punkte der Ebenen « und a’; 
folglich AP’ und A’ P entsprechende Strahlen der Biindél A und JA’ 
Desgleichen correspondiren aber auch die Strahlen AS und A'S; 
daher entsprechen sich die Ebenen A P’S und A’ PS, und ihre Schnitt- 
gerade, d. h. die betrachtete Axe von U, ist also eine Secante der 
Curve E,, wie behauptet wurde. 

Es ist nur ein anderer Ausspruch dieses Hilfssatzes, wenn wir 
sagen : . 

»Zwei Schmiegungsebenen der Raumcurve U,, welche durch einen 
Punkt der Raumeurve E, gehen, schneiden sich liings einer Secante der 
letateren Curve.“ 

Legen wir nun von irgend einem Punkte A” der Curve EF, aus 
die drei Schmiegungsebenen 6”, 7”, 6” von U,, so schneiden diese 
sich, nach dem soeben Erwiesenen, in drei Secanten A” B’, A’C”, 
A’ D’ von E,, wo B’, C”, D” Punkte der Curve EZ, bezeichnen. Aus 
demselben Grunde schneidet die dritte Schmiegungsebene «”, welche, 
ausser y” und 6”, von B” aus an U, geht, die letzteren Ebenen in 
Secanten der Curve £,, d. h. in den Geraden B’C” und B” D". 
Diese dritte Schmiegungsebene fallt also zusammen mit der Ebene 
B’C” D’. Somit ist auch der letzte Theil unseres Satzes erhirtet: 
Jeder beliebige Punkt A” von E, ist Eckpunkt eines dieser Curve ein- 


beschriebenen Tetraeders , dessen Seitenflichen gleichzeitig Schmiegungs- 
ebenen von JU, sind. 
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Es sei schliesslich gestattet, auf einen speciellen Fall unseres 
Satzes einzugehen, der zu einem interessanten Resultate fiihrt. Fallen 
nimlich zwei Ecken, z. B. D und D’, der Tetraeder ABCD, A’ BC’ D’ 
zusammen, so ist die collineare Beziehung der Ebenen a@ und a’ in 
der Art speciell, dass der Punkt D ihrer Schnittgeraden den Ebenen 
entsprechend gemein ist. 

Sie erzeugen daher in diesem Falle einen Ebenenbiischel 2. Ord- 
nung und eine diesen beriihrende Gerade.*) Wenn wir dieses beriick- 
sichtigen, so erhalten wir folgenden Satz: 

»Zwei beliebige, einer Raumcurve 3. Ordnung einbeschriebene Dreiecke 
werden von jedem Punkte der Raumcurve durch zwei Dreikante pro- 
jicirt, welche einem Kegel 2. Ordnung umgeschrieben sind. Die Schnitt- 
gerade der Ebenen jener beiden Dreiecke ist eine Tangente dieses Kegels-“ 

Wie man sofort sieht, ist iibrigens der erste Theil dieses Theorems 
eine unmittelbare Folge eines bekannten Satzes aus der Theorie der 
Kegelschnitte. 


Hildesheim, den 31. Marz 1882. 


*) Siehe Reye, |. c. pag. 286, Nr. 136 der Aufgaben. 














Beweis des Satzes, dass eine eindeutige analytische Function 
in unendlicher Nahe einer wesentlich singuliren Stelle jedem 
Werth beliebig nahe kommt*). 


Von 


OQ. Hétper in Tiibingen. 


I. Gegeben sei ein Gebiet F, darin Punkt a, ferner f(x) als 
Function einer complexen Variabeln, eindeutig bestimmt in jedem 
Punkt von F’, ausser dem Punkt a selbst. Ferner soll f im ganzen 
Gebiet, abgesehen vom Punkt a,. nicht blos stetig, sondern auch als 
Function einer complexen Variabeln differenzirbar sein mit stetigem 
Differentialquotienten f(z). Im Punkt a sei iiber f(x) nichts bestimmt; 
die Function mag in a als nicht definirt gelten. Bei unendlicher An- 
naherung an a kénnen f und f’ miéglicherweise iiber jede Grenze 
wachsen. 

II. Es soll nun bewiesen werden, dass, wenn f(x) den in I. ge- 
gebenen Bedingungen geniigt, nur drei Faille eintreten kinnen: 

1) Es existirt eine Potenzreihe von x -- a, so dass in der Um- 

gebung von a 
f(z) =b, + b,(a@—a)+),(a4—a)?+-:--- 
2) f kann in der Umgebung von a nach positiven und negativen 
Potenzen von x — a entwickelt werden, wobei die negativen in 
endlicher Anzahl auftreten: 


f(a) = (x — a) {by + b'(@—a)+---}, m ganz. 
3) f(x) wird in unendlicher Nahe von a sowohl beliebig gross, als 
auch beliebig klein. 
Ill. Zum Beweis dient folgender Hilfssatz: 7 
Wenn f(x) unter einer festen Grenze bleibt in beliebiger 
Ndhe von a, so tritt der erste Fall ein: 
f(a) = by + by(@ — a) + b,(@ — a)? +--- 


fiir alle x in der Umgebung von a, ausser a selbst. 

*) Cf. Weierstrass: ,,Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen“ 
(Abhandlungen der Berliner Akademie 1876), sowie wegen der in Nr, V ff. be- 
tiihrten Verhiltnisse E. Picard in den Comptes Rendus von 1879, p. 1024. 
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Beweis des Hilfssatzes : . 

Wir definiren zwei neue Functionen g(x) und (x), die erste 
durch Integration von f(x), die zweite durch Integration von (2). 

Das bestimmte Integral fi f(x)dax iiber eine bestimmte Curve hat 
einen vollstindig bestimmten Werth, auch wenn a auf der Curve 
liegt, oder ein Endpunkt derselben ist, da f in der Nahe von a unter 
einer festen Grenze bleibt. Das Integral tiber einen geschlossenen 
Weg, der den Punkt a nicht umschliesst und nicht durch a geht, ist 
0 nach dem Satz von*Cauchy. Das Integral um den Punkt a herum 
muss vom Weg unabhingig sein, also 0, da es tiber einen unendlich 
kleinen Kreis um a herum erstreckt oo klein ist. Also ist das Integral 
erstreckt iiber eine beliebige geschlossene, den Punkt a nicht ent- 
haltende Linie 0, Also jedes Integral iiber eine ganz beliebige ge- 
schlossene Curve, wie man leicht sieht durch eine oo kleine Aenderung 


6 
des Integrationswegs, ist 0. J f(x) dx ist also vollstindig unabhangig 


vom Integrationsweg. Wir bleiben natiirlich immer im Gebiet F. 
e sei ein Punkt im Gebiet F. Wir setzen: 


o(2) = f f(a) ax. 


Nun ist g(x) eindeutig bestimmt im ganzen Gebiet, auch in a 
selbst. Ferner ist m stetig im ganzen Gebiet, auch in a, denn es ist 


+h 


p(a +h) — 9a) = ff@) az, 


das Integral ist unabhiingig vom Weg; nehmen wir die gerade Linie, 
so ist die absolute Linge des Weges ||, also wird, da f endlich ist, 


mod. [p(a + h) — 9(a)] 
co klein mit mod. h. 

(a) hat in jedem Punkt des Gebietes F’ einen stetigen Differential- 
quotienten, abgesehen vom Punkt a@ selbst. Dass in ihm einen 
Differentialquotienten habe, kann nicht behauptet werden. 

Nun definiren wir in derselben Weise eine Function ®(x) durch 
die Gleichung 


(2) = | 92) dx. 


Es gilt dasselbe wie oben bei gy. © ist eindeutig bestimmt. (2) 
hat aber auch in a einen Differentialquotienten als Function einer 
complexen Variabeln, denn: 








O. Héuper. 


wet [-Ste+% = O(a) »(a)| 


wird oo klein mit mod. h. 
® hat also in jedem Punkt des Gebiets einen Differentialquotienten, 
und dieser ist im ganzen Gebiet stetig. Also: 


(2) = & + ¢,(¢ — a) + e,(0—a)?+--- 





und: 
2 
© ©(2) = 2c, +3 2e,(a — a) +4-3e,(x—a)?---- 


dx 

< ®(a) und f(x) stimmen aber iiberall mit einander iiberein in 

der Umgebung von a, ausser in a selbst, wo f nicht definirt ist. 

Da ©”(x) auch in a stetig ist, so folgt, dass f bei der unendlichen 

Anniherung an a einer bestimmten Grenze 2e, sich nihert. / kann 

also bei der Anniherung an a nicht unbestimmt werden, ohne be- 

liebig grosse Werthe zu erhalten in unendlicher Nahe von a. Ist f(z) 
unter einer Grenze, so ist: 


f(z) =b +b,(@—a)+-:- 
fiir alle « in der Umgebung von a, ausser a selbst. 
IV. Man hat also zuniichst zwei Fille: 
Erstens f(x) bleibt unter einer festen Grenze, dann tritt der 
Fall ein, den wir in IJ. mit 1) bezeichneten. 
Zweitens f(x) erhilt beliebig grosse Werthe in unendlicher 
Nahe von a. 
Diesen Fall theilt man in zwei Unterfille: 
«) f(#) hat Nullstellen in unendlicher Nahe von a. 
8) Man kann um a herum ein Gebiet abgrenzen, in dem 
f(z) nicht 0 wird. 
In dem mit @) bezeichneten Fall wird also f(a) in unendlicher 
Nahe von a sowohl beliebig gross, als auch beliebig klein. Es tritt 
also der Fall ein, den wir in IJ. mit 3) bezeichneten. 


In dem mit £) bezeichneten Fall hat rea in einer gewissen Um- 


gebung von a die in I. angegebenen Eigenschaften. Wenn also Fa) 
endlich bleibt, so ist es durch eine Potenzreihe darstellbar, die noth- 
wendig von der Form ist: 


Far = a(x — a§ + a(x —ayti+..., 


a nicht 0, uw > 0 ganz; 
also ist: 


f(z) = (2 — a)-# | b,(2 — a) + - +f. 
Man hat also den Fall 2) in IL. 
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Wenn aber Fay nicht unter einer festen Grenze bleibt, so wird 


f(#) auch oo klein in unendlicher Nihe von a, da aber der Voraus- 
setzung nach f(#) auch sbeliebig gross wird, so tritt der Fall 3) ein. 

Es ist also in der That nichts anderes méglich, als dass einer 
unserer Falle 1), 2), 3) eintritt. 

V. Der Hilfssatz giebt auch den Beweis an die Hand dafiir, 
dass im 3. Fall die Function in unendlicher Nahe von a jedem Werth 
beliebig nahe kommt. Die Betrachtwng ist ganz dieselbe, wie die von 
Herrn Weierstrass fiir einen Quotienten bestiindig convergirender 
Reihen. f(a) — b  geniigt den in I. aufgestellten Bedingungen. 
f(x) — 6b wird beliebig grosse Werthe erhalten kénnen, da voraus- 


. gesetzt ist, dass ftir f(~) der Fall 3) stattfinde. Entweder hat nun 


f(z) — b Nallstellen in beliebiger Nahe von x—a, so kommt also 
f(z) dem Werth b beliebig nahe in unendlicher Nihe von a, (die 
Function nimmt ihn sogar oo oft an in einer beliebig kleinen Um- 
gebung von a); oder es giebt eine Umgebung von a, in der f(x) —b 


nicht 0 wird. In dieser Umgebung geniigt also Fay den Be- 
dingungen in I, : 
Wiirde AC = p unter einer Grenze bleiben, so wire /f(7%) — b 


entwickelbar, mit einer endlichen Zahl negativer Potenzen, was gegen 


die Voraussetzung ist; die Function nimmt also auch co grosse, 


1 
f(a) —b 
f(a) —b oo kleine Werthe an. LEinfacher: Fiir f(z) — 0 kénnen 
auch nur die 3 Fille eintreten 1), 2) oder 3); triite der Fall 1) ein, 
oder 2), so wiirde auch fiir f(z) der Fall 1), beziehungsweise 2) statt- 
haben, also tritt der Fall 3) ein. 

f(z) kommt in unendlicher Niihe von a dem Werth b, also jedem 
beliebigen Werth, beliebig nahe. 

VI. Beispiele: 


1 
1) e*, Sei 
1 
1 — , ; ; 
T= Tp e* =e cosh + ie sinb =a + if, 
sO muss sein: 
e+ Ve+P, 
cos b = —~, 
€ 
sin b = &. 
& 


Vorausgesetzt dass Ya? + 6? nicht 0 ist, d. h. dass « und # nicht 
beide 0 sind, kann man die Gleichungen erfiillen; a bestimmt sich 
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O. Héxper. 


dabei eindeutig, 6 bleibt in der Weise unbestimmt, dass ein Viel- 
faches von 2 addirt werden kann. Dieses kann also beliebig gross, 


also mr oder x beliebig klein angenommen werden. Die Function 
1 

e* nimmt also in jedem noch so kleinen, den Nullpunkt enthaltenden 

Gebiet jeden endlichen, von 0 verschiedenen Werth oo oft an. Dem 

Werth 0 kommt die Function unendlich nahe in unendlicher Niihe des 

Nullwerthes des Arguments; ebegso steigt sie iiber jede Grenze in 

unendlicher Nihe des Nullpunktes. 

Es liisst sich also noch unterscheiden, ob die Function einem be- 
stimmten Werth } in unendlicher Nihe jener Stelle a blos oo nahe 
kommt, oder ob in jedem, den Punkt a enthaltenden, Flichengebiet 
Punkte vorhanden sind, in denen die Function den Werth } wirklich 
hat. Im letzteren Fall sind diese Punkte in unendlicher Anzahl vor- 
handen. 


Die erste Eigenschaft hat nach dem soeben bewiesenen die Function 


in Beziehung auf jeden Werth b; die zweite nicht nothwendig in Be- 
1 


ziehung auf alle Werthe; e* z. B. nicht in Beziehung auf 0 und ov, 


dies sind die wesentlich singuliiren Werthe der inversen Function ae 


2) sin = und cos a nehmen in jedem den Nullpunkt enthaltenden 

Gebiet jeden endlichen Werth unendlich oft an, nur haben sie keine 

1 ’ 
Pole, wie auch e*. Aber sie wachsen iiber jede Grenze. Der Unend- 
lichkeitspunkt ist auch hier der einzige wesentlich singuliire Punkt 
der inversen Functionen, in dem man auch nicht nach gebrochenen 
Potenzen entwickeln kann, was méglich ist in den singuliiren Punkten 
+ 1 und — 1 von are. sin # und are. cos 2. 

3) tg — und cotg aa haben auch unendlich viele Pole in jedem 
den Nullpunkt enthaltenden Gebiet; hier werden aber die _Werthe 
+ i und —i nicht angenommen. Denn sollte 

e'¥—¢— tv 2 
i(ei¥te-iv) = a 
sein, 


1 
ire 


so miisste entweder e’¥, oder e-‘¥ gleich null sein. 
+i und —i sind wieder die wesentlich singuliren Stellen der 
inversen Function. 
4) Ist q(y) eine eindeutige analytische Function mit einer 
wesentlich singuliiren Stelle im Unendlichen und doppelt periodisch, 
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so nimmt (+) in jedem den Nullpunkt enthaltenden Gebiet jeden 


Werth oo oft an. 

VII. Die Eindeutigkeit ist eine wesentliche Voraussetzung. Z. B. 
log « hat im Nullpunkt einen wesentlich singuliiren Punkt und kommt 
in unendlicher Niihe desselben doch nicht jedem Werth beliebig nahe; 
denn es ist 


log (9 (cos p + isin g)) = lg e+ ig + 2nzi, 
lg @ soll den reellen log der reellen positiven Grésse @ bedeuten; 
n ist eine beliebige positive oder negative ganze Zahl. Wenn 


x= (cos p + 7¢ sin g) . 
co klein sein soll, ist also @ oo klein, @ beliebig. Die imaginiire 
Coordinate von log x fiir co kleine x ist also ganz beliebig; aber der 
reelle Theil wird stets negativ oo gross und ist lg (mod. 2). 

Ganz ebenso verhiilt sich log x fiir co grosse x, nur dass der 
reelle Theil pos. co gross wird. 


Tiibingen, im Marz 1882. 











Zur Construction des Polarsystems einer Fliche 3. Ordnung. 
Von 


H. Tureme in Posen. 


Herr Sturm hat am Schlusse seiner Abhandlung: ,,Ueber die 
reciproke und mit ihr zusammenhiingende Verwandtschaften“*) das 
Vorhandensein einer Liicke in meiner Arbeit: ,,Die Definition der 
geometrischen Gebilde durch Construction ihrer Polarsysteme“**) be- 
hauptet und sich bemiiht, diese Liicke, die sich bei der Construction 
des Polarsystems der Fliche 3. O. finden soll, auszufiillen. Diese Liicke 
ist thatsichlich nicht vorhanden. 

Da ich meine Erledigung der Frage fiir die vollstindigere halte, 
so moége es mir gestattet sein, meinen Gedankengang hier kurz zu 
skizziren. 

Herr Sturm beweist a. a. 0., dass die 3 Punkte A,, A,, A, und 
‘ihre Polarebenen @,,, @4., @,, die gegenseitige Lage haben, dass ihnen 
eine eigentliche Fliche 2. O. geniigt, ich beweise dasselbe fiir das 
ganze durch A,, A,, A, bestimmte Punktfeld und fiir das zugehérige 
durch @,, @4., @,, bestimmte Ebenenbiindel; Herr Sturm benutzt die 
etwas modificirte secundire Eigenschaft, dass das Dreieck A,, A,, A, 
und das Trieder «,,, @,, &, perspective Lage besitzen; ich benutze 
die fundamentale Eigenschaft des Polarsystems einer Fliche 2. 0O., 
dass das Punktfeld (A,, A,, A,;) und das Ebenenbiindel (@,,, @,., @,3) 
in einer solchen reciproken Beziehung stehen, dass jede Punktreihe 
des Punktfeldes mit dem zugehérigen Ebenenbiischel des Biindels in- 
volutorische Lage hat. Aus dieser fundamentalen Higenschaft ergiebt 
sich auch -leicht und in bekannter Weise die von Herrn Sturm be- 
nutzte Eigenschaft, wofiir ich auf das bekannte Werk von Schréter 
tiber Kegelschnitte (§ 56) verweise. 

Im Einzelnen beweise ich (S. 222, 223 meiner Arbeit) zuniichst, 
wie dies ja auch Herr Sturm angegeben hat, folgenden Saiz: Sind 


*) Math. Ann. Bd. XIX, S. 484. Vergl. Jahrbuch iiber die Fortschritte der 


Mathematik Bd. XI, S. 444. 
**) Zeitschr. f. Math. u. Physik Bd, XXIV, S. 221, 276. 








ing. 


die 
das 
der 
) be- 
tion 
ticke 


alte, 
Z Zu 


und 
inen 
das 
rige 
; die 
, A, 
jutze 
0., 
@,3) 
‘eihe 
; in- 
riebt 
be- 
ter 


shst, 
Sind 


» der 








H. Teme. Construction von Polarsystemen. 


145 


eine Punktreihe (A,, A,) und ein Flichenbiischel («,?, «,) polar auf 
einander bezogen (d. h. projectiv und so, dass der Bedingung der ge- 
mischten Polaren geniigt ist), so liegt die Punktreihe (A,, A,) mit 
dem Biischel der Polaren von (a,?, @,”) fiir irgend einen Punkt des 
Raumes involutorisch. Sodann ordne ich (8, 224), was Herr Sturm 
nicht mehr angiebt, ein Punktfeld (A,, A,, A,) einem Flichenbiindel 
(a,°, a", @,”) projectiv so zu, dass irgend ein Paar Flichen mit ihren 
Polen, also auch irgend ein Flichenbiischel mit der Punktreihe der 
Pole der Bedingung der gemischten Polaren geniigt. Daher darf ich 
(S. 225) wohl, wenn ich nun zu einem 4. Punkte A, fiir das Flachen- 
biindel (a,?, a”, @,*) das Polarenbiindel (a,,, @,., @,,) construirt denke, 
aus dem Vorhergehenden in aller Strenge schliesen, dass das Punktfeld 
(A,, A,, A;) und das Ebenenbiindel (a,,, a), %43) in einer solchen Be- 
ziehung stehen, wie sie fiir Pole und Polaren von Flichen 2. O. noth- 
wendig ist, dass niimlich irgend eine Punktreihe aus (A,, A,, Aj) mit 
dem zugehérigen Ebenenbiischel aus (c,,, @4., @,3) involutorisch liegt. 

Die Eigenschaft, dass alle Fliichen 2. O., welche zu den Punkten 
einer Ebene dieselben Polaren haben, eine einfache Mannichfaltigkeit 
bilden, habe ich geglaubt, als bekannt oder doch als ohne weiteres er- 
sichtlich nicht besonders hervorheben zu miissen, selbst wenn sie noch 
nicht vorher als besonderer Satz von einem Synthetiker ausgesprochen 
sein sollte; ich wollte den Leser nicht von dem Hauptgedankengang 
ablenken. Daher habe ich auch nicht geglaubt, den Summand — (— 1) 
geometrisch aufhellen zu miissen; nicht die Formel 


f(n) tak (m + 1) ot 2)(n-+3) 1 


habe ich fiir » = 0 und » = — 1 benutzen wollen, sondern die vorauf- 
gehenden geometrischen Betrachtungen. 


Posen, den 3. April 1882. 


Mathematische Annalen, XX. 








Preisaufgabe der Fiirstlich Jablonowski’schen Gesellschaft. 


(Bekannt gemacht im Jahresbericht der Gesellschaft, Leipzig im Mirz 1882.) 


Fiir das Jahr 1885. 


Die Theorie der Flichen dritter Ordnung hat durch die neueren 
Untersuchungen von Schlafli, Klein, Zeuthen und Rodenberg 
einen gewissen Abschluss erhalten, insofern es jetzt mdglich ist, die 
Gesammtheit der bei diesen Flichen auftretenden Gestalten mit Leichtig- 
keit zu tiberblicken. Hieran ankniipfend wiinscht die Gesellschaft 

eine in gleichem Sinne durcheufiihrende Untersuchung der 
aligemeinen Flichen vierter Ordnung. 

Die mannichfachen Betrachtungen iiber die Gestalten der Com- 
plexfliiche, welche Pliicker in seiner ,, Neuen Geometrie des Raumes“ 
gegeben hat, sowie die allgemeinen Untersuchungen von Rohn iiber 
Kummer’sche Flichen werden dabei ebenso als Vorarbeiten zu be- 
trachten sein, wie die Angaben yon Zeuthen und Crone iiber die 
Flichen vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt. Preis 700 Mark. 


Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht 
die Gesellschaft im besonderen Falle ausdriicklich den Gebrauch einer 
anderen Sprache gestattet, in deutscher, lateinischer oder franzisischer 
Sprache zu verfassen, miissen deutlich geschrieben und paginirt, ferner 
mit einem Motto versehen und von einem versiegelten Couvert begleitet 
sein, dass auf der Aussenseite das Motto der Arbeit trigt, inwendig 
den Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Die Zeit der Ein- 
sendung endet mit dem 30. November des angegebenen Jahres, und die 
Zusendung ist an den Secretiir der Gesellschaft zu richten. Die Re- 
sultate der Priifung der eingegangenen Schriften werden durch die 
Leipziger Zeitung im Marz oder April des folgenden Jahres bekannt 
gemacht. 

Die gekrénten Bewerbungsschriften werden Eigenthum der Ge- 
sellschaft, welche sich vorbehalt, im gegebenen Falle den ausgesetzten 
Preis nach ihrem Ermessen von 700 Mark auf 1000 Mark zu erhdhen. 
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Ueber Fadenconstructionen des Ellipsoides*). 
Von 
Orro Sraupe in Leipzig. 


(Mit einer lithograph. Tafel.) 


Einleitung. 


Die Auffindung von Focaleigenschaften der Fliichen 2. Grades, 
welche den Focaleigenschaften der Kegelschnitte analog sind, ist der 
Zielpunkt zahlreicher Untersuchungen gewesen. Aus dieser Quelle ist 
einerseits Jacobi’s**) auf das Ivory’ sche Theorem gegriindete Theorie 
der Fliichen 2. Grades geflossen, welche von Joachimsthal***) in 
einem Punkte ergiinzt und von Darboux7) weiter ausgefiihrt wurde, 
und ist anderseits die modulare Erzeugungsweise der Flachen 2. Grades her- 
vorgegangen, welche sich an die Namen Mac Cullagh7{}), Chasles}}+) 
und Amiot*}) kniipft. Neben diese ausgefiihrten Theorien stellen 


*) Die Resultate dieser Abhandlung wurden am 6. Miirz 1882 durch Herrn 
Scheibner der Kénigl. Sichsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig 
vorgelegt (vgl. die Berichte der Gesellschaft, Jahrg. 1882, 8. 5). 

**) Vgl. den Auszug aus einem Schreiben von Jacobi an Steiner im 
Crelle’schen Journale, Band XII, S. 137; ferner die geometrischen Theoreme 
aus dem Nachlasse Jacobi’s, mitgetheilt von Hermes in Crelle’s Journal, 
Bd. LXXIII, S. 179; auch Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie des Raumes, 
Th. I, Art. 191, 

***) Vgl. die Mittheilung von Hermes aus Joachimsthal’s hinterlassenen 
Papieren in Crelle’s Journal, Bd, LXXIII, S. 207. 

+) Darboux, Sur les théorémes d’Ivory relatifs aux surfaces homofocales 
du second degré, Paris 1872. 

+t) Mac Cullagh, Proceedings of the R, Irish Academy, Bd. II, 8, 446 und 
The collected Works of James Mac Cullagh, Dublin 1880, 8. 260. 

ttt) Chasles, Noten des Apercu historique. 

*+) Amiot, Liouville’s Journal, I. Serie, Bd, VIII, 8S. 161; Bd. X, S. 109. 
Vgl. tiberdies Salmon-Fiedler a. a, O., Capitel VIII und Literaturnachweisingen 
dazu, 
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sich eine grosse Anzahl von Sitzen mit iihnlicher Tendenz von Mac 
Cullagh, Chasles*), Pliicker**) und andern, welche die Analogie 
der Focaleurven der Flichen 2. Grades mit den Brennpunkten der 
Kegelschnitte hervorheben, darunter ein Satz von Mac Cullagh***), 
der die 4 Schnittlinien der beiden Focalkegel}) eines Punktes auf 
einer Fliche 2. Grades in Parallele stellt mit den beiden Brenn- 
strahlen eines Punktes auf einem Kegelschnitt. 

Die analytischen Hiilfsmittel der namhaft gemachten Unter- 
suchungen sind wesentlich algebraischer Natur, wie die entsprechen- 
den Betrachtungen der ebenen Geometrie. Man wird aber in er- 
weiterter Auffassung der Theorie der Focaleigenschaften der Kegel- 
schnitte unter diese Theorie auch Constructionen, wie die Graves’sche 
Construction;+) der Ellipse aus einer confocalen Ellipse mittels eines 
geschlossenen Fadens unterstellen diirfen, insofern aus ihr durch 
Specialisirung der Satz von der constanten Summe der Brenn- 
strahlen hervorgeht. Die Graves’sche Construction, welche als 
eine transscendente zu bezeichnen ist, indem sie ihrer Natur nach 
mit der Liingenbestimmung des Ellipsenbogens operirt, hat ihrerseits 
zu ihnlichen Siatzen fiir die Geometrie der Fliichen 2. Grades Anlass 
gegeben. Bekannt ist die Construction der Kriimmungscurve auf dem 
Ellipsoid aus einer andern Kriimmungscurve derselben Art durch einen 
geschlossenen Faden}}7+), aus welcher die Brennpunktseigenschaft*+) 
der Kreispunkte des Ellipsoides fiir die Kriimmungscurven desselben 
hervorgeht. Ausserdem giebt Chasles eine Construction der Kriim- 
mungscurve auf einer von 2 gegebenen confocalen Fliichen 2. Grades 
mittels eines Fadens, dessen Enden auf der andern befestigt sind**}). 

An diese transscendenten Constructionen schliesst sich der Gegen- 
stand der vorliegenden Abhandlung an: Die Fadenconstruction des 
Ellipsoides aus zwei gegebenen confocalen Fliichen. Die bei der ana- 
lytischen Behandlung dieses Thema’s zu verwendenden Transscendenten 
sind hyperelliptische Integrale vom Geschlecht p—2. Als Special- 
fille 1. Stufe reihen sich Fadenconstructionen des Ellipsoides aus einer 


*) Vgl. besonders Note XXXI des Apercu historique. 
**) Vgl. Pliicker, Crelle’s Journal, Bd. XXXV, 8. 100. 

*#*) Salmon-Fiedler a. a. 0., Art. 181.. Vgl. auch Mac C ullagh, Pro- 
ceedings of the R. Irish Acad, Bd. II, 8. 501; Liouville in Liouville’s 
Journal, I. Serie, Bd. XII, 8. 423; W. Roberts, Annali di Matematica pura ed 
applicata, Bd. IV, 8. 142 ff. 

+) Salmon-Fiedler a, a. O., Art. 170. 

7+) Salmon-Fiedler, Anal. Geometrie der Kegelschnitte, Art. 266. Hesse, 
Anal. Geometrie des Raumes, Vorlesung XXI. 

tit) Vgl. Chasles, Liouville’s Journal, I. Serie, Bd. XI, S. 15. 

*+) Vgl. M. Roberts, ibid., 8, 2. 
**+) Vgl. die unter +++) citirte Stelle bei Chasles, S. 16. 
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gegebenen confocalen Fliiche und einem gleichzeitig gegebenen Focal- 
kegelschnitt derselben an, welche auf elliptische Integrale fiihren, Als 
Specialfall 2. Stufe geht eine Fadenconstruction des Ellipsoides aus 
seinen beiden Focalkegelschnitten hervor, welche den transscendenten 
Charakter der allgemeineren Fille verloren hat, tibrigens aber zu den- 
selben in dem analogen Verhiiltnisse steht, wie die Fadenconstruction 
der Ellipse aus den Brennpunkten zu der Fadenconstruction aus einer 
confocalen Ellipse. 

Was die nachfolgende Behandlung des Gegenstandes angeht, so 
ist die Fadenconstruction des Ellipsoides aus einem gegebenen con- 
focalen Ellipsoid und einschaligen Hyperboloid in § 8 abgeleitet. 
‘Die §§ 1 bis 5 sind dazu bestimmt, die zu dieser Ableitung néthigen 
Hiilfsmittel, die elliptischen Coordinaten (§ 1) und verschiedene im 
Wesentlichen bekannte Sitze iiber die Kriimmungscurven (§ 2) und 
geoditischen Linien (§ 4) auf den Flichen 2. Grades, sowie iiber die 
gemeinsamen Tangenten zweier confocaler Flichen (§ 3) einzufiihren, 

In § 5 sind die itiber die Bestimmung der Bogenliingen der 3 ge- 
nannten Limiengattungen in den §§ 2 bis 4 gewonnenen Resultate als 
Hauptgrundlage fiir die Beweisfiihrung des § 8 nochmals zusammen- 
gestellt. Die §§ 6 und 7 sind aus einem Bediirfniss entsprungen, 
welches die Theorie der Fadenconstruction des Ellipsoides aus 2 con- 
focalen Fliichen im Vergleich zu der entsprechenden Construction der 
Ellipse wesentlich complicirt. Wiihrend nimlich die Lage, welche 
ein geschlossener, um eine Ellipse geschlungener Faden, der in der 
Ebene durch einen Stift gespannt wird, annimmt, sich unmittelbar 
selbst unzweideutig bestimmt, muss die Lage eines um die Combi- 
nation zweier confocaler Flichen geschlungenen geschlossenen Fadens, 
der etwa durch ein Hikchen gespannt wird, noch gewissen Bedingungen 
geniigen, damit der Punkt, wo der Faden iiber das Hikchen gleitet, 
bei der Bewegung des letzteren ein Ellipsoid beschreibt. Dass aber 
diese Bedingungen erfiillbar sind, ist nicht unmittelbar evident; es zu 
beweisen, ist die Aufgabe der §§ 6 und 7, 

In § 9 wird aus dem Resultate des § 8 die oben erwihnte 
Chasles’sche Fadenconstruction der Kriimmungscurve auf einer von 

zwei gegebenen confocalen Fliichen, allerdings nicht in ihrer all- 
gemeinen Fassung, abgeleitet, ferner abgeleitet ein Satz itiber die 
Liinge eines aus Stiicken einer Kriimmungscurve und geoditischer 
Tangenten derselben zusammengesetzten geschlossenen Curvenzuges 
auf dem Ellipsoid, endlich das Graves’sche Theorem. Die §§ 10 
und 11 behandeln die Fadenconstruction des Ellipsoides aus einem 
confocalen Ellipsoid und seiner Focalhyperbel ($ 10) und die Faden- 
construction des Ellipsoides aus einem confocalen einschaligen Hyper- 
boloid und seiner Focalellipse (§ 11) und zwar deshalb in ausfiihr- 
11* 
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licherer Weise, weil diese Specialfille des allgemeineren Resultates 
des § 8 ihrerseits besondere Eigenthiimlichkeiten darbieten. Im An- 
schluss sodann an den § 12, welcher die Fadenconstruction des Ellip- 
soides aus seinen Focalcurven in Kiirze ableitet, giebt § 13 eine 
Uebersicht iiber diejenigen Focaleigenschaften der 3 centrischen 
Flichen 2. Grades, auf welche die Construction des § 12 unmittelbar 
tiberleitet. 


§ 1. 
Bezeichnung der elliptischen Coordinaten und andere Festsetzungen. 


Unter Anwendung der gewdhnlichen elliptischen Coordinaten 
wird ein Punkt des Raumes, dessen rechtwinklige Coordinaten 2, y, z 
sind, bestimmt durch die Parameter t= 4A,u,v der 3 Flichen des 
confocalen Systems: 

az 2 2 
want gor tga) 

welche durch ihn hindurchgehen. Von diesen 3 Flichen ist eine (A) 
ein Ellipsoid, eine andere (u) ein einschaliges und eine dritte (v) ein 
zweischaliges Hyperboloid. Nimmt man die Constanten a, B, y als 
positiv und der Grésse nach geordnet an, go bewegen sich 4, uw, v 
innerhalb gewisser, durch das folgende System von Ungleichungen 
bestimmter Grenzen: 


a>v>BproOur>yroséar>—n. 


Den Grenzwerthen v = a, ad = 6, nt =y, A4=—oco ent- 


sprechen in bekannter*) Weise die Ebenen a=—0, y=O0, 2 =0 
und die unendlich ferne Ebene. 

Fiir die vorliegenden Betrachtungen wird die Combination zweier 
Flichen des confocalen Systems, eines Ellipsoides 4, und eines ein- 
schaligen Hyperboloides w,, als gegeben gedacht. In dem Raume 
ausserhalb dieser Fliichen, d. h. in dem Raume, welcher die Focalellipse 
und die Focalhyperbel des Systems nicht enthilt, kommen nur solche 
Werthe der Variabeln 4 und w in Betracht, die den Ungleichungen 
entsprechen: 

AyZdA>—w, MW 2ury. 
Dieser Raum (R) wird durch die Ebenen v= 6 und vy =a in 


*) Vgl. z. B. Chasles, Résumé d’une Théorie des coniques sphériques homo- 
focales et des surfaces du second ordre homofocales vom Jahre 1860 in Liou- 
ville’s Journal, II. Serie, Bd. V, S. 439. 
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4 Facher getheilt, die den Quadranten des Ebenenstiickes w = y ent- 
sprechend (Fig. 1) mit den Nummern 1 bis 4 bezeichnet werden 
sollen. 

Fiir gewisse Functionen der elliptischen Coordinaten, die bei 
der folgenden Untersuchung bestiindig gebraucht werden, seien von 
vorn herein folgende Abkiirzungen eingefiihrt: Es sollen A, M,N die 
positiven Werthe der in dem Raume R iiberall reellen Quadratwurzeln: 


A= Y(a@—¥ (B—4 (vy — 4) (uy —4) (4, — 4), 
M = V(@ —#) (B — #) (u— 7) (Uo — #) (Ue — Ay), 
N = (a — v) (v— B) (v— x) (v— wy) (VU — Ay) 


bedeuten und soll weiter zur Abkiirzung gesetzt werden: 








2A 
“(ho — 2) (Wo — 4) L, 
2M 
iene 
2N 





(v — do) (» — to) ‘es 
wo L, M, N, wie A, M,.N, positiv sind. 


§ 2. 
Das Lingenelement der Durchdringungscurve (A, u,). 
Aus der bekannten Forme! fiir das Linienelement des Raumes in 


elliptischen Coordinaten *): 


1 (w—a)(v —a) di? 1 (v—#)d—w) de® 


2 2 ae ee hes ll S.A. : 8 Pe A A! 
dat + dy’ + die 7 D6 -Dy—) + tT e—H) 6-8) —®) 





1 (A—») (w—») do® 
+7 e—nG—-9G—9) 





folgt fiir das Element d3 der Durchdringuugscurve der Flichen 
A, und pe: 


dy 
d3=+ > an 


Durch die Nummerirung der Fiicher des Raumes FR ist den beiden 
Zweigen K, und K, der Durchdringungscurve (A,u,) eine bestimmte 
»positive* Durchlaufungsrichtung aufgeprigt (Fig. 3); in Bezug auf 
diese bezeichne K, den rechten und XK, den linken Zweig der Durch- 
dringungscurve. Im Sinne der positiven Richtung der beiden Zweige 


*) Jacobi, Vorlesungen tiber Dynamik, herausgegeben von Clebsch, 
8. 205; 210. 
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gemessen ist dy lings beider Zweige positiv im 1. und 3., negativ 


im 2. und 4. Fache. Um durch Ausfiihrung der Integration J + a 


lings irgend eines Stiickes der Durchdringungscurve in der positiven 
Richtung derselben den positiven Werth der betreffenden Linge zu 
erhalten, muss man daher der in + N enthaltenen Quadratwurzel 
++ N das positive Vorzeichen im 1. und 3., das negative im 2. und 


4. Fache ertheilen, sodass +- 5 immer positiv bleibt. Es ist wegen 
des Folgenden zweckmissig, jedem Punkte 4, uw, v des Raumes R einen 
Index beigelegt zu denken, der durch N bezeichnet sei und den Werth 


der Quadratwurzel -+-N in dem-Punkte einschliesslich des bei der 
erwahnten Integration anzuwendenden Vorzeichens angiebt; es ist also 


N= +N im 1. und 3., N—=—N im 2. und 4. Fache. In ent- 
sprechendem Sinne soll fir die Function + N, die sich von +N nur 
um einen positiven Factor unterscheidet, das Symbol N gebraucht 
werden. 

Diesen Festsetzungen nach ist der positive Werth des Linien- 
elementes der Curvenzweige K, und K, in positiver Richtung gemessen 
immer: 


d3 = 


ro| 


§ 3. 
Differentialgleichungen und Laingenelement der gemeinsamen Tangenten 
der Flachen 4, und u,. 

Indem man in der Gleichung des Beriihrungskegels vom Punkte 
x y'2 an die Fliche 4): 
(B—4q)(y—Ay) (2—2')? + (y—Ag) (4—Ay) (Y—y')? + (@—Ay) (B—A,) (2 — 2’)? 
— (a—A,) (ys —2y)? — (B—A,) (ea — we’)? — ly —&) wy — yx’? = 0 
und der analogen Gleichung fiir die Fliche u, 

e=a2+dez, y=ytdy, ¢=2+4+dz 

setzt, erhalt man als Differentialgleichungen, denen die Projectionen 
dz, dy, dz des Elementes einer gemeinsamen Tangente der Fliachen 
A, und uy gleichzeitig geniigen miissen: 

(B—4y) (y—4)) da? +--+ — (y—Ady) (wdy—ydz) =0, 

(B— to) (Y— Mo) da? +--+  — (y—Mo) (dy —ydxy = 0. 


Diese Differentialgleichungen lauten, in elliptische Coordinaten 
tibertragen : 











(1) 


und 
Abk 


aust 


(2) 


gek 


(3) 








en 
len 


ten 











Fadenconstructionen des Ellipsoides. 153 





eC a 
(4—v) (u—v) (4— do) (u—Ao) “po 

(1) (u—A) ph lot oe ae ah ) (Ato) 

(a—4) (Bd) (y—2) m+ (a—w) (@—»)y—#) ~ae* 

se = 

















und kénnen, indem einmal du? und einmal dd? eliminirt, sodann die 


Abkiirzungen M? und N2 = N2 eingefiihrt und schliesslich die Wurzeln 
ausgezogen werden, auf die Form: 


Fw) G+ o—w SZ =0, 
N 

+@—Ay+e-—4 Ss =H0 
N 


gebracht werden. Aus dieser geht durch einfache Combination die 
weitere Form: 


++ G+ Hy =o 
(3)*) ai 


F d vd 
es “Mba =0, 


hervor, wobci die obern und untern Vorzeichen von 1 und o in 


(2) und (3) beziehungsweise zusammengehoren. 

Da es nicht méglich ist, dass eine gemeinsame Tangente der 
Flichen 4, und mw, noch eine dritte Fliche des confocalen Systems 
beriihrt, weil die Complexgleichung des letzteren in dem Parameter 
¢t ($1) quadratisch ist**), so schliesst man leicht, dass sich das Vorzeichen 
von dv lings einer gemeinsamen Tangente der Flichen A, und py, 
innerhalb eines und desselben Faches des Raumes FR nicht umkehren 
kann. Eine solche Umkehr findet nur beim Uebergange aus einem 
Fache in das andere statt. Es verhilt sich daher das Differential 


d a . . . 
<*. auf einer solchen Tangente analog, wie auf einem Zweige der 


~ 


Durchdringungscurve (4,u,) (vgl. § 2), und man ist berechtigt, die 


*) Es ist dies die Form der Differentialgleichungen des Abel’ schen Theorems 
fiir den Fall der hyperelliptischen Differentiale p=2, wie sie Jacobi giebt 
(Vorlesungen iiber Dynamik, S. 234). Auf die hier benutzte geometrische Be- 
deutung dieser Differentialgleichungen bin ich durch Herrn Klein aufmerksam 
gemacht worden. 

*t) Vgl. auch Salmon-Fiedler, Anal. Geom. d. R., Th. I, Art. 176. 
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positive Richtung einer solchen Tangente als diejenige zu definiren, in 
der = positiv ist. 
N 


Zugleich sei bemerkt, dass fernerhin die Differentiale d4, du, dv 
lings der Tangente iiberall im positiven Sinne derselben gemessen 
werden sollen. Da alsdann in den Differentialgleichungen (2) der 
2. Term immer positiv ist, so hiingt die Auswahl des + oder — 
Zeichens fiir den 1. Term allein davon ab, ob dd und dw fiir das be- 
treffende Element der Tangente positiv oder negativ ist. Wie nun 
wieder aus dem eben benutzten Satze, dass eine gemeinsame Tangente 
der Flachen 4, und w, keine dritte Fliche des confocalen Systems 
berthrt, gefolgert wird, findet ein Wechsel des Vorzeichens von 
du nur an 2 Stellen statt, niimlich wo die Tangente die Ebene uw = y 
schneidet und wo sie die Fliche » =u, beriihrt, und findet ein 
Wechsel des Vorzeichens von dA nur an 2 Stellen statt, niimlich 
wo die Tangente die Ebene 4 = — oo schneidet und wo sie die Fliche 
A =A, beriihrt. Diesen Erwigungen zu Folge kénnen an jeder ge- 
meinsamen Tangente der Flichen A, und u,, wenn man dieselbe als 
im Unendlichen in sich zuriicklaufend ansieht, 4 Abschnitte unter- 
schieden werden, fiir welche in den Differentialgleichungen (2) und 
(3) verschiedene Vorzeichencombinationen gelten und zwar: 


in (1)u, folglich in (2) 


so lange die Tangente von 4 = — oo 
a ~*| +++ : + 


, fort nach 4 = A, hin und von uw—4g, 
T9) TS fort nach uw = y hinliuft; 


so lange sie von A=—A, fort nach 
pet Sh : : 


4 =—oo hin und von u = gp, fort 





(4) Eh we nach w = y hinlauft; 
so lange sie von 4 = — oo fort nach 
cc) +t Paina» , 4=A, hin und von uw = > fort nach 
v4 oe 2 u = wy hinliuft; 
so lange sie von A= 4A, fort nach 
d) ro. oe , 4=—oco hin und von p= y fort 
oo nach uw = uw, hinliuft. 


Indem man die Gleichungen (2) benutzt, um in dem Ausdrucke 
fir das Linienelement (§ 2) die Variabeln zu separiren*), ergiebt sich 
fiir den positiven Werth des in positiver Richtung gemessenen Lingen- 
elementes ds einer gemeinsamen Tangente der Fliichen 4, und my, 


*) Vgl. iiber die Methode z. B. Hesse, Anal. Geom. d. Raumes, Vorl. 23, 
zu Formel 19. 
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jenachdem demselben die Vorzeichencombinationen (4) a), b), c) oder a) 
zukommen : 


di d dv 
ds = + — ute 








di du dv 
eS sae 
(5) ) 
di d dv 
ds=-+ L + + “™~ ? 
N 
di d dv 
deni By See, 


¥ 


Die Vorzeichen in diesen Ausdriicken (5) bestimmen sich also durch 
die Bedingung, dass alle 3 Differentiale rechter Hand fiir sich einen 
positiven Werth erhalten miissen. 

Die 4 verschiedenen Vorzeichencombinationen in den Diffe- 
rentialgleichungen (2) und (3), welche einerseits 4 verschiedenen 
Abschnitten einer gemeinsamen Tangente der beiden Fliichen 4, und 
u, zukommen, entsprechen anderseits den Richtungen der 4 ge- 
meinsamen Tangenten, die von jedem Punkte 4, uw, v des Raumes R 
an die beiden Flichen gelegt werden kénnen. Diese 4 Tangenten 
ordnen sich bekanntlich*) mit Bezug auf die 3 Normalen Nj, N,, N, 
der durch den Punkt gehenden Flichen 4, w, v auf 3 verschiedene 
Weisen in 2 Paare, so dass bei jeder der 3 Anordnungen eine der 
3 Normalen gleichzeitig die beiden von je zwei Tangenten desselben 
Paares gebildeten Winkel halbirt. So giebt es beispielsweise eine An- 
ordnung der 4 Tangenten in 2 Paare ,in Bezug auf 4 conjugirter 
Tangenten“, bei der die Normale N; des Ellipsoides 4 die Winkel der 
beiden Paare halbirt. In der Gleichungsform (3) entspricht, wie man 
sich leicht tiberzeugt, den Vorzeichencombinationen 


be ee oder + 4} etre: & 
+++ —++ Spa + —--—+/J 


*) Die Gleichungen der 4 Tangenten in Bezug auf die Normalen als Axen 
giebt Mac Cullagh in den Proceedings of the R. Irish Academy, Bd. II, S. 501. 


Die Cosinus der Winkel @), Ou» é,, welche die Tangenten mit den Normalen 
Nj, N,,; N, bilden, finden sich bei Liouville, in Liouville’s Journal, I. Serie, 
Bd. XII, 8. 423. Die betreffenden Formeln lauten in der hier eingefiihrten Be- 
zeichnung: 


cost 2, ae St — Ho) (4 = Ho) | og a= Au = do) (» = Po) 


(4—p)(4—v) ’ (u — v) (uw — A) 


e~ Ao) (v — Mo) 
con? 0, = oe — aie — Bp) 
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ein Paar in Bezug auf 4 conjugirter Tangenten. Es kehrt sich daher, 
wenn man an der Stelle 4, w, v von einer gemeinsamen Tangente 
der Fiichen 4, und mw, auf die in Bezug auf A conjugirte Tangente 
iibergeht und nach wie vor die positive Durchlaufungsrichtung einhilt, 
bei diesem Uebergange in den gleichzeitig geltenden Differential- 


gleichungen (2) oder (3) allein das Vorzeichen von = 
analoge Anordnung der 4 Tangenten in andere Paare mit Bezug auf 
die Normalen der Hyperboloide u und v im Punkte Auy findet in 
den Vorzeichencombinationen der Differentialgleichungen (2) und (3) 
einen entsprechenden Ausdruck. 


um. Die 


§ 4. 
Differentialgleichung und Langenelement der geoditischen Tangenten 
der Durchdringungscurve der Flichen 4, und uw, auf diesen Flichen. 
Die Differentialgleichung der geodiitischen Tangente der Durch- 


dringungscurve (A,u,) ist in den eingefiihrten Bezeichnungen auf dem 
Ellipsoid 4,*): 


- -ae......_ fees 
©) G—G—HO—N&—h) ~ @—b—Aie—no=m =? 
und auf dem Hyperboloid uy: 

(7) (Uo Ey a) diz __ (v— Wy) dv? 0. 


(a@— 4) (B—4) (y— 4) (— 2) (@— 9) (&—B) (#9) PA) 
Man erkennt unmittelbar, wie diese Gleichungen aus den Glei- 
chungen (1) des § 3 hervorgehen. Setzt man niimlich dort 4=A4,, so 
giebt die erste Gleichung (1) dA — 0 und geht folglich die zweite in 
die Gleichung (6) tiber; ebenso leitet sich (7) mit w =u, aus (1) ab. 
Es folgt daraus der von Chasles*) auf anderem Wege bewiesene Satz: 
I. Die gemeinsamen Tangenten der beiden Fliichen 4, wnd wo sind 
in thren Beriihrungspunkten mit diesen Flachen zugleich Tangenten von 
geodiitischen Linien, welche auf den Flichen durch jene Beriihrungs- 
punkte gehen und threrseits geoditische Tangenten der Durchdringungs- 
curve (Ag fy) sind. 
Da hiernach jedes Element einer geodiitischen Tangente von (A,u,) auf 


A, oder wu, zugleich ein Element einer gemeinsamen Tangente der beiden , 


lichen 4, und w, ist, so kann man, wie auf diesen Tangenten, so 
auch auf den geodiitischen Linien der Fliichen 4, und w,, welche die 


*) Jacobi, Vorlesungen iiber Dynamik, S, 214. — Hesse, Anal. Geom. 
des Raumes, Vorl. XXIII, Formel 16, 
**) Chasles, Liouville’s Journal, I. Serie, Bd. XI, S. 11. 
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Durchdringungscurve (4) u,)) berthren, eine positive Richtung dadurch 


d finiren, dass in derselben oy immer positiv bleibt. Mit den in 
N 


§ 1 eingefiihrten Abkiirzungen kénnen unter gleichzeitiger Ausziehung 
der Quadratwurzeln die Gleichungen (6) und (7) geschrieben werden: 


(6) + (4 — Ay) Sh + — A) Se =, 
(7) + (te = 4) + = te) 0. 


Ueber die Vorzeichen von dd und dy gilt nach Satz I bei den 
geodiitischen Linien dasselbe, wie bei den gemeinsamen Tangenten 
der Fliichen 4, und w, und man erhiilt ihnlich, wie dort, die Regeln: 
Es gelten fiir die geoditischen Tangenten der Durchdringungs- 
curve (A, My) 

,auf dem Ellipsoid 4, in der Differentialgleichung (6) die Vor- 
zeichen : 

—-+, so lange die Tangente von u = y weg auf u = pw, 

(8), ++, so lange sie von uw =u, weg auf uw = y zulauft; 

auf dem Hyperboloid w, in (7) die Vorzeichen: 

—-+, so lange die Tangente von 4 = — co weg auf A= A,, 
++, so lange sie von 4 =A, auf 4 = — o zuliuft. 

Indem man die Gleichungen (6) und (7) benutzt, um in dem 
Ausdrucke fiir das Linienelement auf den Flichen 4, und uw, (§ 2) 
die Variabeln zu separiren, so erhilt man fiir den positiven Werth 
des in positiver Richtung gemessenen Liingenelements der geodiitischen 
Linie beziiglich den Vorzeichencombinationen (8) der Differential- 
gleichungen entsprechend: 








du dv 
do=+ a, + y? 


ong 2 4S 
N 
Es miissen also auch hier, wie bei den Ausdriicken (5) in § 3, die 
einzelnen Terme rechter Hand je fiir sich positiv ausfallen. 

Die geodiitischen Tangenten der Kriimmungscurve w=, auf 4, winden 
sich bekanntlich ohne Ende auf der Zone (u,u,) zwischen den beiden 
Zweigen K, und K, der Kriimmungscurve in der Weise herum, dass 
sie immer abwechselnd K, und K, beriihren. Ein zwischen zwei 
aufeinanderfolgenden Beriihrungspunkten mit dem einen und dem 
andern Zweige gelegenes Stiick einer geoditischen Tangente sei als 
ein geodétischer Halbbogen der Zone (oto) bezeichnet. Mit Bezug 
auf die festgesetzte positive Durchlaufungsrichtung der geoditischen 


(9) 


158 Orro Sravupe. 


Linien zerfallen die geodiitischen Halbbogen der Zone (u,)u,) in 
2 Classen, solche die von K, nach K,, und solche die von K, nach 
K, laufen; jene sollen geodiitische Halbbogen 1. Art, diese 2. Art 
heissen. 

Die beiden Vorzeichencombinationen der Differentialgleichungen 
(6) und (7), welche sich nach (8) auf verschiedene Strecken der 
geodiitischen Linien vertheilen, entsprechen ausserdem den Richtungen 
der beiden geodiitischen Tangenten der Durchdringungscurve, welche 
durch jeden Punkt der Flaiche hindurchgehen und, was das Ellipsoid 
betrifft, immer von verschiedener Art sind. 


§ 5. 
Das Lingenelement der kiirzesten Linien. 


Das fiir die Folge wichtigste Resultat der §§ 2 bis 4 ist das 
folgende: 

Il. Das Léingenelement dreier verschiedener Liniengattungen: der 
geradlinigen Tangenten der beiden Fliichen 24, und w,, der geodiitischen 
Tangenten der Durchdringungscurve auf den Fliichen und der Durch- 
dringungscurve selbst, kann durch ein und dieselbe Formel: 


emt tet F 


gegeben werden. 


Fiir die Durchdringungscurve ist niimlich al = 0 und ats = 0, 
sodass dS = d8 wird (§ 2); fir die geodiitischen Linien ist + == 0 
oder +. = 0, sodass dS = do wird (§ 4, 9); im Uebrigen umfasst 


der Ausdruck fiir dS die Formeln (5) des § 3. Die Vorzeichen sind 
so zu bestimmen, dass die beiden ersten Differentiale, soweit sie nicht 
verschwinden, positiv ausfallen, wie das dritte. 

Die Integrale, durch welche sich die Bogenliinge S nach Satz II 
ausdriickt, sind hyperelliptische Integrale 2. Gattung*) vom Geschlecht 
p = 2. Dieselben wiirden beiliufig Integrale 3. Gattung werden bei 
Anwendung der allgemeinen projectivischen Maassbestimmung mit 
einer eigentlichen Flaiche des confocalen Systems als Fundamental- 
fliche. Bedient man sich der projectivischen Verallgemeinerung und 
der homogenen Schreibweise der elliptischen Coordinaten in der 
Bezeichnungsweise meiner Inauguraldissertation**), so sind die be- 
treffenden Integrale 3. Gattung von der Form: 





*) Vgl. Riemann, Theorie der Abel’schen Functionen, I. Abth., Art, 4. 
**) Leipziger Dissertationen 1881. 








darin 
A=/y 


Ty 3 Ss 
und ¢ 
mung 
) 
Satz | 
3 Din 
zweie 
und 
confe 
mung 
liege: 
einer 
dring 
Linie 
Linie 
focal 
Satz 


auf 
(6) 


ling 
(Ho! 
recl 
Ber 
Ric 


Lii 








in 
rt 
ar 
n 


1e 


id 


AS 


l- 








Fadenconstructionen des Ellipsoides, 





of (tA —- T24) (ty Ag — TA) (Ay Adg — Ag dy) , 
(cy 4g — 244) A : 


darin ist: 








ASV (4 .—ttgd,)(B,Ay—BoA)(74y—74)(O, Ay 8 ,A4)(6,4.— 14, )(tyAy- ty 41), 


T,:T, und t,’:t, die dem obigen A, und w, entsprechenden Parameter 
und @,:@, der Parameter der Fundamentalfliiche der Maassbestim- 
mung, endlich C eine von diesen Parametern abhingige Constante. 

Man mag bemerken, dass die 3 Liniengattungen, von denen in 
Satz II die Rede ist, simmtlich als kiirzeste Linien im Raume von 
3 Dimensionen betrachtet werden kénnen. Die gemeinsamen Tangenten 
zweier confocaler Flaichen sind absolut kiirzeste Linien dieses Raumes 
und zwar die allgemeinsten, weil jede gerade Linie 2 Flichen des 
confocalen Systems beriihrt. Die geodiitischen Tangenten einer Kriim- 
mungscurve sind kiirzeste Linien, die auf einer Flaiche 2. Grades 
liegen, und zwar die allgemeinsten, weil jede geodiitische Linie auf 
einer Fliche 2. Grades eine Kriimmungscurve beriihrt. Die Durch- 
dringungscurven endlich sind die einzigen und also auch die ktrzesten 
Linien, die gleichzeitig auf zwei Flichen 2. Grades liegen, 

In diesem Sinne kénnen im Raume von m Dimensionen kiirzeste 
Linien*) von m verschiedenen Arten mit Bezug auf ein System con- 
focaler Flichen 2. Grades untersucht und fiir dieselben ein ahnlicher 
Satz, wie der Satz Il, bewiesen werden. 


§ 6. 
Ueber den Verlauf der geodatischen Halbbogen der Zone (u,u,) 
des Ellipsoides. 


Integrirt man die Differentialgleichung der geoditischen Linien 
auf dem Ellipsoid 4,, welche die Kriimmungscurve m,-beriihren: 


(6) +H — 4) He + — 4) =O 

lings eines beliebigen geoditischen Halbbogens etwa 1. Art der Zone 
(u)#5) von dem Beriihrungspunkte B, = A,u,v, desselben mit dem 
rechten Zweige K, der Durchdringungscurve bis zu dem nichsten 
Beriihrungspunkt B, = A,u,v, mit dem linken Zweige K, in positiver 
Richtung unter Bezugnahme auf die Vorzeichenbestimmung (8) in 
§ 4, so erhilt man zwischen v, und v, die Relation: 





*) Vgl. hierzu Schliffli, Crelle’s Journal, Bd. XLIII, 8S. 23; ferner 
Liiroth, Schlémilch’s Zeitschrift fiir Math. u, Physik, Bd. 13, 8. 156. 
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v Mo 

) d : d 
fen) = 2 fea) 
% al Y 


Der Werth des Integrals linker Hand bleibt in Folge der Eigen- 

schaften des Differentials “”- der nimliche, wenn das Integral, an- 
N 

statt lings der geodiitischen Linie von B, bis B,, liings des Zweiges 
K, von B, bis B,' hin erstreckt wird, wofern B,' derjenige der 
4 Punkte 4,u,v, auf K, ist, der mit B, in demselben Fache des 
Raumes R liegt (vgl. Fig. 2, welche die Zone (u,u,) in schematischer Aus- 
breitung auf die Ebene darstellt). Nun erhilt v bei einer Durch- 
laufung des Zweiges K, in positiver Richtung von B, aus den 
Werth v, in 4 Punkten B,, B,’ B,”, B,’” (Fig. 2) und das Integral 


(w— Ay) = , Welches bei positiver Bewegung von v bestiindig 
N 

wiichst, hat, falls es im Punkte B, mit dem Werthe 0 ausging, im 

Punkte B,” den Werth 2 f (v — 4) 4” ; die Punkte B, und B,” theilen 


den Umfang des Zweiges K ;, und entsprechend die Stiicke von Curven 
v= v,, welche die Punkte B, und B,” beziiglich mit den gegeniiber- 
liegenden Punkten des Zweiges K, verbinden, die Zone (u,«,), in 
2 gleiche Theile. Nach diesen Bemerkungen ist offenbar: 


M fo « 
foes = 2 f(u de) He < oder > 2 fw — ay), 
" y e A 


jenachdem der geodiitische Halbbogen B,B, weniger oder mehr als 
eine Hilfte der Zone (u,u,) spannt, und folgt umgekehrt aus der 
Ausdehnung des Halbbogens die Richtigkeit der einen oder andern 
Ungleichung: 


Ko @ 
s d P d 
2 fu a) WS? fo a)Q- 
Y B 


Da diese Bedingung von der Lage des beliebig gewiihlten geodii- 
tischen Halbbogens B, B, ganz unabhiingig ist, so folgt: 

Sobald man von irgend einem geodiitischen Halbbogen der Zone 
(Upto) weiss, dass er weniger oder mehr als die halbe Zone spannt, so 
gilt das Gleiche von allen Halbbogen der Zone. 

Wenn daher durch die folgende*) Betrachtung fiir einen geodi- 
tischen Halbbogen von ausgezeichneter Lage bewiesen wird, dass er 
weniger als eine Halbzone spannt, so gilt dies allgemein. 





*) Diesen Beweis verdanke ich Herrn Klein, 
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Durch die z-Axe des Coordinatensystems, welche das Ellipsoid 
4, im Punkte P= 4,, y, B trifft, seien 2 Ebenen E und LE’ gelegt, 
welche die 4-Schnittpunkte S,S,, 8,'S,’ = 4,u,« der Durchdringungs- 
curve (Aju,)) mit der Ebene —0(v»— a) enthalten. Die Ebene E 
schneidet das Flaichenpaar 4,, uw, in 2 sich in S, und S, beriihrenden 
Ellipsen, von denen die eine die andre einschliesst, die also ausser 
in den Punkten S, und S, gemeinsame Tangenten nicht besitzen. 
Demnach kann, von den Tangenten in S, und S, abgesehen, keine 
Tangente der Schnittcurve S,S, der Ebene E und des Ellipsoides 4, 
gemeinsame Tangente der Fliichen 4, und wy, und daher in Folge von 
Satz I (§ 4) kein Element der Schnittcurve §,S8,, von den End- 
elementen abgesehen, zugleich Element einer geodiitischen Tangente 
der Durchdringungscurve (4, u,) sein. Da iiberdies jede Ebene durch 
die z-Axe, die mit der Ebene » = # einen grésseren Winkel bildet 
als EF, die Fliichen 4, und mw, in 2 Ellipsen schneidet, die sich um- 
schliessen, ohne nur einen Punkt gemein zu haben, so bilden die- 
jenigen 2 unter den Tangenten des Ellipsoides 4, im Punkte P, welche 
zugleich uw, berihren, mit der Ebene v = 6 nothwendig einen kleineren 
Winkel als die Ebene FE. Diese Tangenten bezeichnen aber die Rich- 
tungen der beiden geodiitischen Halbbogen der Zone (u,u,), die durch 
den Punkt P laufen. Diese Bogen, ein Bogen 1. Art G, und ein 
Bogen 2. Art G, haben also in P eine Richtung, die mit der Ebene 
v =f einen kleineren Winkel bildet, als die Schnittcurven S,S, und 


ae 


S,’S,’. Nimmt man hierzu noch, dass —- lings der geodiitischen 
N 


Linien immer positiv ist, so gelangt man zu dem Schlusse: Der 
geoditische Bogen G, tritt bei P in. das dreiseitig begrenzte Gebiet 
PS,R (vgl. Fig. 3), G, in das Gebiet PS,’R’ ein. Markirt man 
nun fiir alle Punkte des Weges PS,, den der ebene Schnitt HK auf 
4, bezeichnet, die Richtung des hindurchlaufenden geoditischen Bogens 
1. Art, so miissen die bezeichneten Richtungen durch stetige Aenderung 
aus der Richtung von G, in P hervorgehen, was mit Ritcksicht auf 
Satz I unmittelbar aus den Formeln fiir cos 2, und cos 2, in der letzten 
Anm. des § 3 folgt. Da insbesondere die Richtung von G, in 
P von der rechten zur linken Seite des Weges PS, fiihrt, so wird 
dasselbe gelten von den Richtungen geoditischer Bogen 1. Art, die 
in benachbarten Punkten den Weg PS, schneiden, und es kénnte 
eine der Richtungen in entfernteren Punkten des Weges nur dann 
den Weg von links nach rechts kreuzen, wenn zuvor einmal eine 
jener Richtungen d. h. ein Element eines geodiitischen Bogens mit 
einem Elemente des Weges PS, selbst zusammengefallen wire, was 
nach dem oben Bemerkten nicht méglich ist. Demmach laufen alle 
geodiitischen Bogen 1. Art, wo sie den Weg PS, schneiden, von der 
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rechten zur linken Seite desselben. Was nun den geoditischen Bogen 
G, betrifft, so muss derselbe das Gebiet PS,R, in welches er bei P 
eingetreten, nothwendig wieder verlassen, da er nirgends abbricht 
und, weil lings desselben innerhalb des Gebietes dv sein Vorzeichen 
beibehilt, nirgends umkehrt. Aus dem letzteren Umstande und der 
Beziehung der geoditischen Linien zur Kriimmungscurve u, folgt zu- 
gleich, dass G, das Gebiet PS,R nur verlassen kann mit Durch- 
schneidung des Weges PS,. Da nun alle geodiitischen Bogen 1. Art, 
welche den Weg PS, schneiden, ihn von rechts nach links schneiden, 
G, aber, um das Gebiet PS,R zu verlassen, ihn von links nach rechts 
durchsetzen muss, so muss G, vor seinem Austritt aus diesem Gebiet 
in einen geoditischen Bogen 2. Art iibergegangen sein, d. h. die 
Kriimmungscurve mw, beriihrt haben in einem Punkte B,, der auf der 
Strecke RS, liegt. Ergiinzt man nun das geoditische Linienstiick 
PB, durch das symmetrische Stiick B, P (vgl. Fig. 3), so erhiilt man 
in B,B, einen geoditischen Halbbogen der Zone (u,u,), der sicher 
nicht von einer auf die andere der beiden Hilften hiniiberreicht, in 
welche die Ebene z = 0 die Zone theilt. Der Halbbogen muss iiber- 
dies immer weniger als die halbe Zone spannen; denn wenn er gerade 
bis an die Grenzen S, und S, reichte, so wiirde sich die betrachtete 
geoditische Linie mit 2 Halbbogen schliessen und Gleiches miisste 
von allen geoditischen Linien der Zone (u)u,) gelten, was im All- 
gemeinen nicht der Fall sein kann. Bei diesen Betrachtungen wurde 
liber die beiden Flaichen 4, und mw, des confocalen Systems nichts 
vorausgesetzt und es folgt daher allgemeisi: Keiner der geodiitischen 
Halbbogen, welche auf dem Ellipsoid 4, die beiden Zweige der Durch- 
dringungscurve desselben mit dem einschaligen Hyperboloide w, verbinden, 
spannt mehr als die Hiilfte der von beiden Zweigen begreneten Zone. 
Zugleich folgt mit Bezug auf den analytischen Ausdruck dieser Eigen- 
schaft der geoditischen Bogen: 


Mo a@ 
# l "7 
(10) 2 ura) we <2 fe = a) 
Y rd 


Analoge Betrachtungen, wie die in diesem Paragraphen an- 
gestellten, bei der Combination eines Ellipsoides 4, und eines zwei- 
schaligen Hyperboloides v, angewandt, fihren zu dem gegentheiligen 
Resultate: Keiner der geodiitischen Halbbogen, welche auf dem Ellip- 
soid 4, die beiden Zweige der Durchdringungscurve desselben mit 
dem zweischaligen Hyperboloide v, verbinden, spannt weniger als die 
Hilfte der von den beiden Zweigen begrenzten Zone des Ellipsoides. 
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8 7. 


Ueber den Verlauf gewisser Combinationen der gemeinsamen Tangenten 
der Flachen 4, und uw, mit den geodatischen Tangenten der Durch- 
dringungscurve. 


Durch jeden Punkt P=A,uwv der Zone (u,u,) des Ellipsoides 
4, lauft nach § 4 ein geodiitischer Bogen 1. Art und ein solcher 
2. Art; dementsprechend mag auch von den beiden gemeinsamen 
Tangenten der Fliichen A, und uw), welche in A,uv das Ellipsoid be- 
riihren, die eine als eine Tangente 1. Art, die andre als eine Tangente 
2. Art bezeichnet werden. Eine jede dieser Tangenten spaltet sich, 
wenn der Punkt P, etwa auf einer Curve w = const., v = const, von 
dem Ellipsoid 4, sich entfernend, in den Punkt P = 4, u, v iibergeht, 
in ein Paar in Bezug auf A conjugirter Tangenten der Fliichen 4, 
und uy; die beiden entstehenden Paare mégen wiederum in Riicksicht 
auf die angedeutete Entstehungsweise, auf die man immer recurriren 
kann, als ein Paar 1. Art und ein Paar 2. Art unterschieden werden. 
Legt man von einem Punkte P= Auyv des Raumes R an die beiden 
Fliichen 4) und w, ein Paar in Bezug auf 4, conjugirter Tangenten 
etwa 1. Art (alle folgenden Betrachtungen gelten ebenfalls fiir den 
Fall der 2, Art), so bertihren dieselben, wie man sich leicht iiberzeugt, 
entweder beide*zuerst das Ellipsoid 4, und dann das Hyperboloid uy, 
oder aber die eine zuerst das Ellipsoid, die andere zuerst das Hyper- 
boloid, sofern mau sie fiir den Augenblick im Sinne der wachsenden 
4 durchliuft. Seien, was zuniichst den 1. Fall angeht, Q, und Q, 
die Beriihrungspunkte der Tangenten mit dem Ellipsoid 4). Dann 
beriihrt, wie die oben erwiihnte Entstehungsweise des Tangentenpaares 
1. Art erkennen lisst, PQ, einen geoditischen Bogen 1. Art, der 
von seinem Beriihrungspunkt B, mit dem Zweige K, der Durch- 
dringungscurve her nach XK, zustrebt, und PQ, einen geodiitischen 
Bogen 1. Art, der von K, her nach Q, kommt und etwa in B, den 
Zweig K, beriihrt. Die positive Durchlaufung des Weges B, Q, PQ, B, 
fiihrt von dem Zweige K, her iiber P nach dem Zweige K, (vgl. die 
schematische Darstellung Fig. 4). Der Weg besteht theils aus Ele- 
menten geodiitischer Linien auf 4,, welche der Gleichung (6): 


+ (# — dy) y+ (Y — dy) Se = 0 


geniigen, theils aus Elementen geradliniger Tangenten der Fliichen 
A, und w,, welche unter andern der aus § 4, 3 folgenden Gleichung: 


(1) Fy — 4) Fw A) E+ — hy) SO 


Mathematische Annalen. XX. 12 
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entsprechen. Die letztere Gleichung gilt demnach fiir alle Elemente des 
Weges und zwar, wie man mit Riicksicht auf die Regeln (4) und (8) findet 


(dabei ist nur zu bemerken, dass in (11) = das entgegengesetzte 


Zeichen hat, wie in den einzelnen Gleichungen (3)), in den der Fig. 4 
beigefiigten Vorzeichencombinationen. Demnach liefert die Integration 


lings des Weges B, PB, die Relation: 


a Y ¥,! 
v da ms d e d 
2 fi — +2 (Ud) +f — 4) = 0 
oder: * r 


zs to fe 
d di ‘ U 
(v— dy) = 2 f(A, — 4) A +2 (Hd) -" 
v N Y 

Man schliesst daraus ebenso, wie in § 5, dass der Linienzug 
B,PB, weniger als eine halbe Zone (u)u,) des Ellipsoides 4, iiber- 
spannt, wenn 


do Mo £ 
(12) 2 f%o— 4 as +2 f(u—%) “F se sles - 
Y 


Diese Bedingung ist unabhiingig von der Lage des Punktes P 
auf dem Ellipsoid 4 und bei ihrer Ableitung ist nur vorausgesetzt, 
dass die beiden in Bezug auf 4 conjugirten Tangenten PQ, und PQ, 
beide zuerst 4, beriihren, dann erst uy. Es folgt daher: 

Wenn man von allen Punkten P=iuv des Ellipsoides 4, von 
denen 2 in Bezug auf 4 conjugirte Tangenten 1. Art an die beiden 
Fliichen 4, und mw, larfen, die beide zuerst 2, beriihren, diese Tangenten 
construirt und auf 4, geoditisch bis zur Beriihrung mit der Durch- 
dringungscurve (4, uy) fortsetet, so spannt der erhaltene Weg von einer 
dieser Beriihrungen bis zur andern immer weniger als eine halbe 
Zone (ty My), wenn er es bei einer Lage des Punktes P thut. 

Im Folgenden soll fiir eine specielle Lage von P die Voraussetzung 
des Satzes bewiesen werden. 

Man wihle den Punkt P auf der x-Axe des Coordinatensystems 
und betrachte wieder das Ebenenpaar EE’ des vorigen Paragraphen. 
Dann treten die Schnittlinien der von P tiber A, und uw, errichteten Be- 
riihrungskegel nicht aus dem die z- Axe enthaltenden doppelten Winkel- 
raum zwischen diesen Ebenen heraus. Demnach verlaufen insbesondere 
die beiden Tangenten PQ, und PQ, innerhalb dieses Raumes; die- 
selben beriihren auch beide zuerst das Ellipsoid 4,; denn sie haben 
diese Eigenschaft, wenn P unendlich wenig von 4, entfernt auf der 
x- Axe liegt und kénnen sie bei fortschreitender Bewegung von P auf 
der Axe erst verlieren, wenn sie einmal die Durchdringungscurve 
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(Aju) beriihrt haben, was gerade erst fiir 4 = — so eintritt. Somit 
liegt einer der beiden Beriihrungspunkte mit 4,, Q,, in dem Gebiete 
PS,R (Fig. 3) und beginnt daher auch die geodiitische Fortsetzung 
Q,B, innerhalb dieses Gebietes. Da dieselbe tiberdies von der 1. Art 
ist, so schliesst man wie in § 6, dass sie bereits innerhalb des Ge- 
bietes die Durchdringungscurve beriihrt. Analoges gilt natiirlich fiir 
Q,B,. Damit ist bewiesen, dass bei der angenommenen Lage des 
Punktes P der Weg B,PB, nicht mehr als eine halbe Zone spannt. 
Er spannt sogar weniger als eine solche, weil die Weite des von ihm 
iiberspannten Zonentheils mit der Entfernung des Punktes P auf der 
x-Axe von der Filiiche 4, wiichst und doch erst, wenn P unendlich- 
weit riickt, genau die halbe Zone gespannt wird*). 

Damit ist zugleich die Giiltigkeit der Ungleichung (12) fiir jedes 
endliche 4 bewiesen. 

Wenn man daher die 2 von einem Punkte P = A,u,v des 
Raumes R an die Flichen A, und w, gelegten gemeinsamen Tangenten 
1. Art, falls dieselben beide zuerst 4, beriihren, jeweils’ geoditisch 
bis zu dem entsprechenden Zweige der Durchdringungscurve (A, u,)) bis B, 
und B, fortsetzt, so kann man stets durch 2 Curvenstiicke v = const. 
die Zone (u)u,) so halbiren, dass die Punkte B, und B, in derselben 
Halbzone liegen, ohne deren Grenzen zu erreichen; man kann ferner 
nach § 6 in der andern Halbzone einen geodiitischen Halbbogen 
2. Art construiren, dessen beide Beriihrungspunkte B,’ und B,' mit 
der Durchdringungseurve beide innerhalb der letzteren Halbzone liegen. 

Unter Einfiigung der Stiicke B,’B, und B, B, der Durchdringungs- 
curve erhilt man dann einen geschlossenen Weg PQ, B,B, B, B,Q,P 
(vgl. Fig. 4), welcher die Gleichgewichtslage eines geschlossenen Fadens 
bezeichnet, der in entsprechender Weise um die Combination der 
Flichen 4, und mw, geschlungen und durch den Punkt P gespannt ist 
(vgl. § 8). 

Es bleibt der im Anfange dieses Paragraphen erwihnte 2. Fall 
zu betrachten, Der Punkt P = Auy liegt im Raume FR so, dass von 
den beiden conjugirten Tangenten 1. Art, die von ihm an 4, und uy, 
laufen, die eine zuerst A,, die andere zuerst mu, beriihrt. Seien wieder 
Q, und Q, die Beriihrungspunkte der Tangenten mit 4,; alsdann liegt 


*) An Stelle von (12) hat man dann; 


k ‘ 
fe i) a4 fo iy) wn fo 
—o@ Y 8 


Ueber derartige Relationen zwischen den Perioden iiberall endlicher Integrale 
p=2 vgl. z.B. Prym, Neue Theorie der ultraelliptischen Functionen, Denkschriften 
der Wiener Akademie, Bd, XXIV, S. 15; ferner Rosenhain, Mémoires présentés 
i Académie des Sciences, Bd. XI, 8, 381. 
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auf einer der Strecken PQ, und PQ,, etwa auf PQ,, ein Beriihrungs- 
pen R, mit dem Hyperboloid u,. Man setzt, wie vorhin, PQ, auf 
Ay geoditisch fort bis zur Beriihrung B, mit dem Zweige K, der 
Durchdringungscurve (vgl. Fig. 5). Die Tangente PQ, beriihrt nun jetzt, 
da sie mit dem Stiicke R, Q, bereits den Zweig K, der Durchdringungs- 
curve iiberspannt hat, einen geoditischen Bogen 2. Art, der seinerseits den 
Weg PQ, auf A, bis zur Beriihrung B,'’ mit dem Zweige K, weiter- 
fiihrt. Indem man nun lings des Weges B,'Q,R,PQ,B, (Fig. 5) 
mit den der Figur beigefiigten Vorzeichen die Differentialgleichung 
(11) hin — ergiebt sich: 


® fia —a4 +4 flea fe + fo-we o = 


Es spannt nun der gesammte Weg weniger als die ganze Zone 
(up) des Ellipsoides (4,), wenn: 


(13) 2 fia +4 fea <4 oa) ae. 


Die Richtigkeit dieser Ungleichung folgt oa aus den Formeln 
(10) und (12). Demnach ist die entsprechende Eigenschaft des Weges 
B, PB, ebenfalls wieder unbeschrinkt giiltig. 

Wenn man daher die 2 von einem Punkte P = 4, uw, v des Raumes 
R an die Flaichen 4, und uw, gelegten Tangenten, falls die eine zuerst 
A,, die andere zuerst uw, beriihrt, auf 4, geoditisch fortsetzt und zwar 
beide bis zu ihrer Beriihrung in B,’ und B, mit demselben Zweige 
der Durchdringungscurve, so iiberspannt der ganze Weg B,’ PB, noch 
nicht die ganze Zone (u,u,). Unter Einfiigung des Stiickes B,B,’ 
(vgl. Fig. 5) der Durchdringungscurve erhilt man jetzt einen ge- 
schlossenen Weg PQ,B,B,Q,R,P, welcher die Gleichgewichtslage 
eines geschlossenen Fadens bezeichnet, der in entsprechender Weise 
um die Combination der Flichen 4, und wu, herumgeschlungen und 
durch den Punkt P gespannt wird (vgl. § 8). 

Das Resultat dieses Paragraphen ist folgendes: 

Ill. Es gehiren zu jedem Punkte P = i, u,v des Rauwmes R zwei 
geschlossene Wege, entsprechend den beiden Tangentenpaaren 1. wnd 
2. Art, welche folgende Eigenschaften haben: 

1. Jeder derselben stellt die Gleichgewichtslage eines geschlossenen 
Fadens dar, der durch die Combination der Flichen 2, und u,, einer- 
seits und durch den Punkt P anderseits gespannt wird. 

2- Jeder derselben beriihrt einmal das Ellipsoid 2, (niimlich lings 
eines ganzen Curvenzuges, Q, b, B, B, B,Q, in Fig. 4 und Q, B, B, Q, 
in Fig. 5). 
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3. dJeder derselben beriihrt je einmal jede der beiden Hiilften des 
durch die Zone (Wy) Uy) des Ellipsoides getheilten Hyperboloides wy (nimlich 
entweder lings eines Curvenzuges B,B,', B, B, in Fig. 4; B,B,' in 
Wig. 5, oder in einem Punkte, R, in Fig. 5). 

Dass sich umgekehrt alle Gleichgewichtslagen eines geschlossenen 
Fadens, der von einem beweglichen Punkte P bestiindig gespannt 
wird und dabei immer den Bedingungen (2) und (3) entspricht, im 
Wesentlichen unter die geschilderten beiden Formen (Fig. 4 und 5) 
subsumiren, wird am Schluss des folgenden Paragraphen weiter ent- 
wickelt werden. 


§ 8. 
Fadenconstruction des Ellipsoides aus 2 gegebenen confocalen Flachen. 


Die Combination zweier confocaler Flichen, eines Ellipsoides A, 
und eines einschaligen Hyperboloides u,, mag irgendwo im Raume 
festgelegt sein. Die sichtbare Zone (uyu@,) des Ellipsoides 4, trennt 
den sichtbaren Theil des Hyperboloides w, in 2 Hialften H, und H.,, 
die sich beziiglich lings der Zweige K, und K, der Kriimmungscurve 
u, an das Ellipsoid ansetzen. Es soll nun ein geschlossener, unaus- 
dehnbarer Faden, der vorerst um die Zone (u)u,) des Ellipsoides A, 
herumgeschlungen ist, durch einen beweglichen Punkt P = Auyv des 
Raumes ausserhalb der beiden Fliichen bestaindig gespannt werden 
und bei der Bewegung des Punktes P fortwiihrend den beiden Be- 
dingungen III, (2) und (3) des vorigen Paragraphen entsprechen: 
niimlich einmal das Ellipsoid 4, und je einmal jede der beiden Hiilften 
H, und H, des Hyperboloides uy beriihren. 

Dabei ist unter einer einmaligen Beriihrung des Fadens mit einer 
der beiden Flichen die Aufeinanderfolge eines Ueberganges vom 
Raume ausserhalb der Fliche auf diese und eines Ueberganges von 
der Fliche in den Raum ausserhalb verstanden, gleichviel ob der Faden 
zwischen beiden Uebergiingen nur in einem Punkte oder lings eines 
ganzen Curvenzuges auf die Fliche sich aufgelegt hat. 

In irgend einer den gestellten Anforderungen geniigenden Gleich- 
gewichtslage des Fadens werden an diesem einzelne Stiicke von ver- 
schiedener Gestalt zu unterscheiden sein. Da der Faden gespannt 
sein soll, wird ein solehes durch seine geometrische Gestalt indivi- 
dualisirtes Fadenstiick entweder geradlinig im Raume verlaufen oder 
sich geoditisch auf einer der Flichen A, und mw, auflegen oder gleich- 
zeitig beiden Fliichen d. i. ihrer Durchdringungscurve sich anschmiegen. 
Was den Uebergang der einzelnen Fadenstiicke ineinander betrifft, 
so wird sich derselbe wegen des geforderten Gleichgewichts so voll- 
ziehen, dass die Richtung einer geradlinigen Tangente der Fadencurve 
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lings derselben sich iiberall stetig andert mit alleiniger Ausnahme 
des Punktes P, in welchem zwei im Allgemeinen geradlinige Stiicke 
des Fadens unter einem kleineren Winkel als 180° zusammenstossen, 
Wo daher ein geradliniges Stiick in ein geodiitisches oder in ein der 
Durchdringungscurve angehdriges Stiick tibergeht, wird es der gerad- 
linigen Tangente desselben im Uebergangspunkt angehéren, und wo 
ein geodiitisches Stiick an ein in der Durchdringungscurve gelegenes 
Stiick sich anschliesst, wird das erstere eine geodiitische Tangente der 
Durchdringungscurve im Uebergangspunkt vorstellen. Zugleich bewirkt 
die Forderung III, 3, der zufolge immer wenigstens einer der beiden 
Zweige der Durchdringungscurve ein nicht verschwindendes Stiick des 
Fadens in sich aufnehmen muss, dass die auf 4, oder uw, durch den 
Faden verzeichneten geodiitischen Linien geodiitische Tangenten der 
Durchdringungscurve und also die dieselben beriihrenden geradlinigen 
Fadenstiicke gemeinsame Tangenten beider Flichen sind. Der Faden 
setzt sich daher seiner geometrischen Gestalt nach aus keinen 
andern als den 3 Arten von Linien zusammen, von denen in den 
§§ 2 bis 5 gehandelt wurde und besitzt, wie diese Linien, eine 
bestimmte positive Richtung. Ls stellt sich demnach auch das 
Lingenelement des Fadens allgemein durch den Ausdruck II des 
§ 5 dar: 
BetTte+s 


und ist also die Liinge des Fadens, ausgedriickt als Function des 
Punktes P = 4, u,v, der den Faden gerade spannt: 


fet) + fen +f) 


Hier ist jedes der 3 Integrale vom Punkte 4, uw, v aus in posi- 
tiver Richtung liings des Fadens bis wieder zu 4, w, v zuriick zu er- 
strecken und dabei die Vorzeichenregel des Satzes I] in § 5 dahin 
anzuwenden, dass bei der Integration fiir alle Liingenelemente die 
positiven Werthe in Rechnung gezogen werden. Ueber die Inte- 
grationswege, welche der geschlossene Faden fiir die Integrations- 
variabeln 4, uw, v bezeichnet, ist nun Folgendes zu bemerken: 

Lings des ganzen Fadens von P aus bis wieder zu P zuriick 


behiilt =. einen positiven Werth, wihrend allerdings dv und N 4mal 
N 
gleichzeitig ihr Vorzeichen wechseln, ‘nimlich wo der Faden die Kbenen 


vy=f6 und v=a schneidet. Der Faden muss nimlich, wenn er 
einmal, wie vorausgesetzt, von Anfang an um die Zone (u)u,) herum- 
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geschlungen ist, im gespannten Zustande immer die beiden genannten 
Ebenen je 2mal und zwar abwechselnd durchsetzén. Der Fadenweg 
ist daher fiir das dritte der obigen Integrale ein doppelter Periodenweg 


und zwar ist: 
v a 
a av 
WV N 
° 6 


Da ferner kein Fadenstiick eine ame Age uw beriihrt als 
“u =u, so kehrt sich in dem Differential + - das Vorzeichen nur 


an 4 Stellen um, niimlich an den 2 Stellen, wo vf Faden die Ebene 
u=y durchsetzt, und an den 2 Stellen, wo er das’ Hyperboloid 
u =u, beriihrt, gleichviel ob dies in einem Punkte oder lings eines 
Curvenzuges stattfindet. Die beiden kritischen Stellen trennen sich 
auf dem Faden gerade gegenseitig, weil die Beriihrungen mit dem 
Hyperboloid verschiedenen Hilften H, und H, des letzteren angehéren. 
Demnach ist auch fiir das zweite der obigen Integrale der Fadenweg 
ein doppelter Periodenweg und zwar ist: 


fapaafy. 
“ 7 


Da endlich der Faden das Ellipsoid 4, nur einmal beriihrt und 
andere kritische Stellen fiir das Differential +- na , vom Punkte P 


selbst abgesehen, nicht vorkommen, so wechselt dasselbe nur einmal 
das Vorzeichen und ist: 


fogs. 


Fiir die Linge S des Fadens ergiebt sich daher der allein von 
der Coordinate 4 des Punktes 4, u,v abhiingige Ausdruck: 


pas fi 4% 4 fi 


Zugleich folgt aus dem Umstande, dass auf dem Fadenwege da 
einmal, dw und dv je viermal das Zeichen wechseln, dass die 
im Punkte P zusammenstossenden, im Allgemeinen geradlinigen, 
Stiicke des Fadens ein Paar in Bezug auf 4 conjugirter Tangenten 
von A, und wy bilden (vgl. § 3). Fasst man das erhaltene Resultat 
zusammen, indem man bemerkt, dass die Bedingung III, 2, wenn 
der gespannte Faden einmal von Anfang an um die beiden Flichen 
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4, und uw, herumgeschlungen ist, von selbst erfiillt bleibt, und schliess- 
lich nur die Bedingung III, 3 die Bewegung des Punktes P wesent- 
lich charakterisirt, so erhalt man den Satz: 

IV. Wenn ein geschlossener Faden, der um die Combination 
eweier confocaler F'liichen, eines Ellipsoides 4, und eines einschaligen 
Hyperboloides u,, herumgeschlungen ist, durch einen beweglichen Punkt 
P gespannt wird und zwar derart, dass er bestiindig jede der beiden 
durch das Ellipsoid getrennten Stiicke des Hyperboloides beriihrt, so 
beschreibt der Punkt ein den gegebenen Flichen confocales Ellipsoid und 
die Halbirungslinie des Winkels der bei P zusammenstossenden Faden- 
stiicke ist die Normale des Ellipsoides*). 

Zugleich besteht zwischen der Linge S des Fadens und dem Para- 
meter 2 des zu construirenden Ellipsoides die Relation: 


do 


—_ (Ag — A) (Uo -- A)da ~ 
2V (ce — a) (8 — 2) (y — 4) (ay — A) (uo — 4) 


+4 4 «ed do) ) (to — edu 7 an 
2V(a — w) (B — a) ( ) (w — ¥) (u — do) (to — #) 
4 v — Ay) (v — wo) dv 
+ (eo 


wo die Integrale mit positiver Quadratwurzel auf reellem Wege zu 
nehmen sind, 

Natiirlich kann die durch Satz 1V gegebene Fadenconstruction 
eines Ellipsoides 4 nur die ausserhalb der beiden gegebenen Flachen 
A, und w, gelegene Zone des Ellipsoides 4 liefern. Dass aber fir 
jeden Punkt dieser Zone eine den Bedingungen des Satzes ent- 
sprechende Gleichgewichtslage des gespannten Fadens existirt, ist 
durch den in § 7 bewiesenen Satz III ausgesprochen. Alle den Be- 
dingungen des Satzes IV entsprechenden Gleichgewichtslagen werden 
sich iiberdies nach den im Eingange des vorliegenden Paragraphen 
gemachten Bemerkungen unter die typische Form der in § 7 ge- 
schilderten Lagen subsumiren, sofern man von unwesentlichen Ver- 
schiedenheiten absieht. Diese Verschiedenheiten haben ihren Grund 
darin, dass die betrachteten Gleichgewichtslagen des Fadens nicht in 
allen Stiicken eindeutig bestimmt sind. Ohne nimlich die einem ge- 
gebenen Punkte 4, u, v nach § 7 entsprechende Gleichgewichtslage 
des Fadens zu stéren, kann man im 1. Falle des § 7 (vgl. Fig. 4) 
én geoditischen Halbbogen B, B, soweit verschieben, dass noch 


*) Das letztere folgt auch unmittelbar aus dem Princip der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten. 
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keiner der beiden Beriihrungspunkte B,’ und B,’ beziiglich die Grenzen 
B, und B, erreicht, und kann man im 2. Falle des § 7 (vgl. Fig. 5) 
das Stiick B,R, dahin modificiren, dass der Faden von R, nicht in 
der geradlinigen Fortsetzung R,Q, von PR, weitergeht, sondern sich 
erst lings eines Stiickes R,R,’ geodiitischer Tangente der Durch- 
dringungscurve an mw, anschmiegt und erst dann in der friiheren 
Weise nach dem Zweige K, der Durchdringungscurve hinstrebt, den 
er etwa in B,” beriihrt. Das geodiitische Stiick R,R, kann sich 
eventuell auch bis zu dem Zweige K, der Durchdringungscurve hin- 
erstrecken, denselben etwa in B,’ beriihren und noch lings eines 
Stiickes B,’B,” in demselben verlaufen (vgl. Fig. 6), um dann mit 
einem vollen geoditischen Halbbogen von B,” aus den Zweig K,, 
etwa in B,”, zu erreichen. Die einzige Beschrinkung, welcher diese 
Modificationen des Fadenstiickes B,R, unterworfen sind, ist die, dass 
der Punkt B,” im Sinne der positiven Durchlaufungsrichtung des 
Zweiges K, dem Punkte B, immer nachfolgen muss. 


§ 9. 
Einige Specialfalle. 

Liisst man, ausgehend von dem Falle der Fig. 5, den Punkt 
P =i, wu, v auf die Flache des Hyperboloides uw, fallen, so fallt nicht 
nur der Beriihrungspunkt R, der Tangente PQ, und des Hyperboloides 
mit P zusammen, sondern es riickt auch der Beriihrungspunkt der 
Tangente P@, und des Hyperboloides, auf der Verlingerung der 
Tangente tiber P hinaus herankommend, in den Punkt P hinein. Die 
beiden gemeinsamen Tangenten PQ, und PQ, der Flichen 4, und gp, 
vom Punkte P=Au,¥v setzen sich von Y, und Q, aus auf A, je bis zur Be- 
riihrung B, und B,’ mit K, geodatisch fort und werden durch das zwischen 
B, und B,' gelegene Stiick des Zweiges K, verbunden. Der ge- 
schlossene Weg PQ, B,B,'Q,P ist die dem Punkte P entsprechende 
Gleichgewichtslage des geschlossenen Fadens; bewegt sich der Punkt 
P nunmehr auf w,, indem er den Faden bestiindig spannt, so be- 
schreibt er die Kriimmungscurve 4 = 4 auf dem Hyperboloid u,. Hilt 
man zwei innerhalb des Stiickes B,B, gelegene Punkte des Fadens 
fest und bewegt den Punkt P auf mw, nur soweit, als die Beriihrungs- 
punkte B, und B, der Fadenstrecken PQ, B, und PQ,B,’ mit dem 
Zweige K, der Durchdringungscurve die beiden festen Punkte noch 
zwischen sich einschliessen, so hat man einen besonderen Fall der 
von Chasles*) angegebenen, aber nur innerhalb gewisser Grenzen 


_ giiltigen Construction der Kriimmungscurve. 





*) Chasles, Liouville’s Journal, J. Serie, Bd. XI, 8. 16. — Salmon- 
Fiedler, Anal. Geom. des Raumes II, Art. 155, 
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Nimmt man in dem allgemeinen Resultate IV des § 8 4=4,, 
so geht der folgende Satz hervor: 

V. Die Summe der Liingen zweier sich nicht schneidender geodé- 
tischer Halbbogen verschiedener Art auf der Zone (u,u,) des Ellipsoides 
4,, diese Summe noch vermehrt um die Léngen der beiden Stiicke der 





Krii gscurve L, welche je zwei auf demselben Zweige der Kriimmungs- 
curve gelegene Endpunkte der geodiitischen Halbbogen verbinden, ist von 


dem constanten Werthe: 
dp “de 
au t4 f ran 
3 


Hieraus fliesst fiir u, = 6 der bekannte Satz*): 

Die Summe der Liingen zweier geodiitischer Linien- auf dem 
Ellipsoid, welche beide zwei diametral gegeniiberliegende Kreispunkte 
verbinden, ist constant, vgl. § 10. 

Fiir w= y geht aus IV das Graves’sche Theorem hervor: 

Wenn ein um die Ellipse 4, in der zy- Ebene (uy) geschlungener 
geschlossener Faden durch einen in der Ebene beweglichen Punkt P 
gespannut wird, so beschreibt der bewegliche Punkt eine der gegebenen 
confocale Ellipse. Zugleich besteht zwischen der Fadenlinge S und 
dem Parameter 4 der zu construirenden Ellipse die Relation**): 


be 
s-2f (4p — 4) da. if. —1,) dv 
Javea B —’)(4)—’) + VES ae 


Kine niahere Betrachtung erfordern diejenigen Specialfille des 
allgemeinen Satzes IV, bei denen mit den Annahmen 4, = y oder 
4) = 6 das gegebene Ellipsoid in die Focalellipse oder das gegebene 
Hyperboloid in die Focalhyperbel ausartet. Es tritt dann nimlich als 
neues Moment hinzu, dass der Faden nicht mehr auf einer Fliche, 
sondern tiber eine Raumcurve gleitet. 


§ 10. 


Specialfall 4, — 4,, u, = 6 : Fadenconstruction des Ellipsoides aus 
einem gegebenen Ellipsoid und dessen Focalhyperbel. 


Gegeben ist ein Ellipsoid 2, und die Focalhyperbel u, = 6, welche 
als Grenzfall des einschaligen Hyperboloides convexerseits durch ein 
entsprechendes Stiick (u = 6) der Ebene y = 0 undurchdringlich aus- 
gefiillt gedacht werden mag. Die beiden Zweige der Durchdringungs- 

*) M. Roberts, Liouville’s Journal, I. Serie, Bd, XI, S. 3. 


**) Vgl. die nur formell verschiedenen Ausdriicke bei Hesse, Anal. Geometrie 
des Raumes, Vorl, XXI. 
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curve (4)u4)) bestehen bei dieser Auffassung aus den ebenen Curven- 
stiicken, in welchen das Ellipsoid dieses Ebenenstiick schneidet, und 
die positive Richtung dieser Zweige ist je auf der einen Seite des 
Ebenenstiickes die entgegengesetzte, wie auf der andern (vgl. Fig. 7). 
Die gemeinsamen Tangenten der beiden Flachen 4, und wu = 8, 
sowie die geoditischen Linien der nun zur vollen Oberfliche des 
Ellipsoides verbreiterten Zone (88) haben, wie friiher, eine be- 


stimmte positive Richtung mit positivem Se - Fir die in der Ebene 
N 


y = 0 verlaufenden Linien beiderlei Gattung bestimmt sich die positive 
Richtung nach ihrem Verhalten auf dem Ebenenstiick « = 6 und ist 
auf beiden Seiten desselben entgegengesetzt. Die geodiitischen Halb- 
bogen der Zone (68), welche dieselben beiden diametral gegeniiber- 
liegenden Kreispunkte des Ellipsoides 4, verbinden, sind auf verschie- 
denen Seiten der Ebene y = 0 von verschiedener Art im Sinne 
des § 4. 

Ich bezeichne mit K,K, und K,'K,' die beiden Paare diametral 
gegeniiberliegender Kreispunkte des gegebenen Ellipsoides 4, und mit 
H,H, und H,'H,' die beiden Paare diametral gegeniiberliegender 
Quadranten des ausserhalb des Ellipsoides verlaufenden Theiles der 
Focalhyperbel, sofern dieselbe als Curve gedacht wird (vgl. Fig. 7). 
Fasst man jedes dieser beiden Quadrantenpaare unter dem Namen eines 
»Zuges der Focalhyperbel* zusammen, so liuft jeder der beiden Ziige 
von einem Kreispunkt durch das Unendliche hindurch zu dem diametral 
gegeniiberliegenden Kreispunkt. Bekanntlich*) schneiden, wie auch 
aus dem Satze I des § 4 hervorgeht, alle geradlinigen Tangenten 
einer geoditischen Linie auf dem Ellipsoid, welche 2 diametrale Kreis- 
punkte verbindet, die Focalhyperbel und zwar denjenigen Zug der- 
selben, welcher, durch das Unendliche hindurchlaufend, dieselben 
beiden Kreispunkte verbindet. Man erkennt iiberdies, dass von den 
4 gemeinsamen Tangenten des Ellipsoides 4,, und seiner Focalhyperbel, 
welche durch einen beliebigen Punkt P=4A,w,v des Raumes hin- 
durchgehen, immer 2 den einen und 2 den andern Hyperbelzug be- 
riihren und immer 2 solche in Bezug auf 4 coujugirt sind, welche 
denselben Hyperbelzug beriihren. Sind nun Q, und Q, die Beriihrungs- 
punkte zweier durch P gehender und etwa den Hyperbelzug H, H, 
treffender Tangenten, die iiberdies ein Tangentenpaar 1. Art im Sinne 
des § 7 bilden, so liegt, wie man unmittelbar erkennt, entweder auf 
keiner oder auf einer der Strecken PQ, und PQ, ein Schnittpunkt 
mit der Focalhyperbel. 

Im ersteren Falle beriihrt jede der Tangenten beziiglich in Q, 


*) Vgl. z. B. Chasles, Liouville’s Journal, I. Serie, Band XI, 8. 12. 
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und Q, einen geoditischen Halbbogen 1. Art der Zone (88) des 
Ellipsoides, der von K, nach K, hinlauft, und kann die eine PQ, 
geoditisch nach K,, die andere PQ, ebenso nach K, _fortgesetzt 
werden. Die Wege PQ, K, und PQ,K, sind offenbar die kiirzesten 
Wege von P nach K, und K,, falls eine Durchschneidung der Fliche 
A, fiir unzuliissig gilt. Die kiirzeste Schliessung des Weges K, Q, PQ, K, 
(Fig. 7) ist indessen unbestimmt und wird durch jeden*) geodi- 
tischen Halbbogen 2. Art, der von K, nach K, lauft, geleistet. 
Der durch irgend einen solchen MHalbbogen geschlossene Weg 
PQ,K,K,Q,P stellt die Gleichgewichtslage eines geschlossenen Fadens 
dar, der nach dem Punkte P hingespannt und gezwungen ist, durch 
die Punkte K, und K, hindurchzugehen. 

Im zweiten Falle beriihrt eine der beiden Tangenten, etwa PY,, 
wie vorhin, in Q, einen geodiitischen Halbbogen 1. Art, ohne vorher 
die Focalhyperbel zu treffen, und setzt sich geoditisch nach K, hin 
fort; die andere schneidet zwischen P und Q, die Focalhyperbel in 
einem Punkte R, auf dem Quadranten H, derselben und mag von hier 
zunichst geradlinig bis zu ihrem Beriihrungspunkt Q, mit 4, und von 
@, durch ein Bogenstiick 2. Art geoditisch bis K, fortgesetzt werden 
(vgl. Fig. 8). Der geschlossene Weg PQ, K,Q, 2, P stellt wieder die 
Gleichgewichtslage eines geschlossenen Fadens dar, der nach P hin- 
gespannt wird und gezwungen ist, durch K, zu gehen und den 
Hyperbelquadranten H, zu beriihren. Dabei bleibt indessen die Lage 
des Stiickes K,Q,R, unbestimmt. Denn wenn man von R, irgend 
welche Tangenten an 4, zieht und dieselben von ihrem Beriihrungs- 
punkt Q, bis K, geodiitisch verlingert, so sind die erhaltenen Wege 
R,@Q, K, alle gleich lang**). Ueberdies steht die Halbirungslinie des 
Winkels zwischen den geradlinigen Stiicken PR, und R,Q,' immer 
auf der Tangente der Focalhyperbel in R, senkrecht, weil PR, und 
R,Q, Stiicke von Halberzeugenden verschiedener Mintel des Kreis- 
kegels sind, der mit der Spitze R, iiber 4, errichtet werden kann. 
Diese Winkelbeziehung bedingt aber das Gleichgewicht eines von K, 
in der Lage K,Q, R,P nach P hin gespannten Fadens, der bei R, 
ohne Reibung tiber die als-Curve gedachte Focalhyperbel gleitet, Ist 
umgekehrt ein Faden, der von K, nach P gespannt wird und iiber 
den Quadranten H, der Hyperbel gleitet, im Gleichgewicht, so liegt 
sein Kreuzungspunkt Jt, mit H, eben so, dass die Gerade PR, in 
ihrer Verlangerung 4, beriihrt. 

Unter eine der beiden geschilderten Gleichgewichtslagen (Fig. 7 
und 8) subsumiren sich im Wesentlichen alle Gleichgewichtslagen eines 


*)} Vgl. M. Roberts, Liouville’s Journal, I, Serie, Bd. XI, S. 3. 
**) Salmon-Fiedler, Anal, Geom. d. Raumes II, Art, 152. 
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durch einen beweglichen Punkt P gespannten, geschlossenen Fadens, 
der um das Ellipsoid 4, herumgeschlungen und gezwungen ist, bestindig 
iiber jeden von 2 diametral gegeniiberliegenden Quadranten der Focal- 
hyperbel zu gleiten. Die beiden geschilderten Lagen erfiillen aber 
die Bedingungen des allgemeinen Satzes 1V des § 8 und die An- 
wendung desselben giebt das Resultat: 

VI. Wenn ein um ein gegebenes Ellipsoid geschlungener geschlossener 
Faden durch einen beweglichen Punkt P des Raumes der Art gespannt 
wird, dass er bestindig tiber 2 diametral gegeniiberliegende Quadranten 
der Focalhyperbel gleitet, so beschreibt der bewegliche Punkt ein dem 
gegebenen FEllipsoid confocales Ellipsoid und die Halbirungslinie des 
Winkels der bei P zusammenstossenden Fadenstiicke ist die Normale 
des Ellipsoides. 

Zugleich besteht zwischen der Liinge S des Fadens und dem Para- 
meter 4 des eu construirenden Ellipsoides die Relation: 


gS—2 (ty — 1) a4 +4 f3 (w—4)du 
War bg aees 2V(a—w)(w—y)(w— ay) ” 


wo uw om Collectivbezeichnung fiir u on v gebraucht ist. Die hyper- 
elliptischen Integrale 2. Gattung des allgemeinen Falles sind in ellip- 
tische derselben Gattung tibergegangén. 

Um die Construction mechanisch zu realisiren, fiige man in das 
Gypsmodell eines Ellipsoides die Focalhyperbel ein, die man aus einem 
Doppeldraht bildct, so dass die Curve selbst durch den Spalt zwischen 
den zwei dicht nebeneinander herlaufenden Drihten dargestellt wird. 
Nun hat man nur dafiir zu sorgen, dass der geschlossene Faden vor 
seiner Schliessung durch den Spalt eines jeden von 2 diametral gegen- 
iiberliegenden Quadranten der Focalhyperbel hindurch gezogen worden 
ist. Man spannt dann den Faden mittels eines Hikchens, welches 
auf einer Seite der Ebene der Focalhyperbel beliebig bewegt wird 
und nur beim Uebergang auf die andre Seite selbst durch den Spalt 
der Focalhyperbel hindurchgefiihrt wird. Die Stelle, wo der Faden 
iiber das Hikchen gleitet, beschreibt dann das volle Ellipsoid, ohne 
dass mehr als 2 diametrale Quadranten der Focalhyperbel zur Be- 
nutzung kommen, Dafiir werden allerdings bei der Construction der 
einen Hilfte des Ellipsoides Tangentenpaare 1. Art (im Sinne des 
§ 7), bei der andern solehe 2. Art angewendet, was natiirlich bei 
der mechanischen. Construction ausser Acht gelassen werden darf. 

Fiir den Hauptschnitt y= 0 des Ellipsoides giebt der Satz VI 
dieselbe Construction der Ellipse, wie das Graves’sche Theorem, 
wenn man die Willkiir in den Gleichgewichtslagen des Fadens ent- 
sprechend ausniitzt. 
vA 
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§ 11. 


Specialfall 4,— y, uw, = uw, : Fadenconstruction des Ellipsoides aus 
einem gegebenen einschaligen Hyperboloid und dessen Focalellipse. 


Gegeben ist ein einschaliges Hyperboloid uw, und die Focalellipse 
4, =y, welche als Grenzfall der confocalen Ellipsoide auf ihrer con- 
eaven Seite mit einem undurchdringlichen Ebenenstiicke ausgefiillt 
gedacht werden mag. In der auf beiden Seiten dieses Ebenenstiickes 
za verzeichnenden elliptischen Schnittcurve mit der Fliche uw, hat 
man die beiden Zweige der friitheren Durchdringungscurve (A,u,) zu 
erblicken, einen rechten Zweig K, und einen linken K,, wenn man 
den friiheren positiven Durchlaufungssinn festhilt (Fig. 9). Wie die 
Durchdringungscurve selbst, so haben auch alle geradlinigen Tangenten 
der beiden Flichen 4, = y und mw, und alle geoditischen Tangenten 
der Durchdringungscurve (y, u,) auf einer der beiden Flichen noch 


immer eine bestimmte positive Richtung, in der = positiv ist. 


~ 


Die geodiitischen Halbbogen der Zone (u,u,) des ausgearteten 
Ellipsoides stellen sich jetzt dar als gebrochene Linien; die Halbbogen 
1. Art laufen als geradlinige Tangenten der Ellipse K, auf der rechten 
Seite des Ebenenstiickes 4, y von K, weg bis zum Rande der 
Focalellipse und von hier auf der linken Seite als geradlinige Tangenten 
der Ellipse K, auf diese zu; entsprechend die Halbbogen 2. Art. 

Von den 4 gemeinsamen Tangenten der Focalellipse 4, = y und 
des Hyperboloides u,, welche durch einen beliebigen Punkt P = 4, u, v 
des Raumes hindurchgehen, beriihren, von P aus im Sinne der 
wachsenden 4 gerechnet, immer 2 zuerst die Focalellipse, 2 andere 
zuerst das Hyperboloid u,, und sind immer 2 solche, die sich hierin 
verschieden verhalten, in Bezug auf 4 conjugirt. Es seien Q, und Q, 
die Beriihrungspunkte zweier in Bezug auf 4 conjugirter Tangenten, 
die etwa ein Paar 1. Art bilden, mit 4,—=y. Auf einer der beiden 
Strecken PY, und PQ,, etwa auf der ersteren, liegt ein Beriihrungs- 
punkt R, mit w,. Es schliesst sich dann an PQ, in Q, ein Stiick 
eines geodiitischen Halbbogens 1. Art an, welcher, falls beispielsweise 
P rechts von der Ebene z = 0 liegt, auf der linken Seite von 4, = y 
auf K, zustrebt und an PQ, in Q, ein Stiick eines geodiitischen Halb- 
bogens 2, Art, welcher auf derselben Seite von K, herkommt (vgl. 
Fig. 9). Man verbindet nun die Beriihrungspunkte B, und B,’ dieser 
Fortsetzungen durch das betreffende Stiick B,B, des Zweiges K, der 
Durchdringungseurve. Der geschlossene Weg PQ, B,B, Q,R,P be- 
zeichnet die Gleichgewichtslage eines geschlossenen Fadens, der in 
entsprechender Weise um die Combination der Flichen 4, = y und up, 
geschlungen und nach P hin gespannt ist. Denn wo derselbe iiber 
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die Focalellipse gleitet (bei Q, und Q,) steht die Halbirungslinie des 
Winkels seiner beiden geradlinigen Strecken (PQ, und Q,B,, B,’' Q, 
und Q, R,) auf der Tangente der Focalellipse senkrecht, weil die be- 
treffenden Strecken jeweils Halberzeugenden verschiedener Mintel eines 
Kreiskegels angehéren, der seine Spitze auf der Focalellipse hat und 
das Hyperboloid berithrt. Das Fadenstiick B, B,’Q,R, kann dabei ohne 
Kinfluss auf das Gleichgewicht bei fester Lage des Punktes P inner- 
halb gewisser Grenzen verschoben werden. Anstatt nimlich das Hyper- 
boloid w, nur in dem einen Punkte R, zu beriihren und sich iiber R, 
geradlinig nach Q, fortzusetzen, kann das Fadenstiick von R, auf p, 
geoditisch fortlaufen und erst, nachdem es lings eines endlichen 
Stiickes R,R,’ mit uw, in Contact geblieben, geradlinig nach einem 
entsprechenden Punkte Q,’ der Focalellipse hinstreben, um sich hier 
umzubiegen und in der Ebene der Ellipse als geradlinige Tangente 
Q’B,” in B,” den Zweig K, der Durchdringungscurve zu erreichen; 
oder das Fadenstiick kann von R, aus auf muy geoditisch bis zur Be- 
riihrung mit K, fortschreiten und von hier, nachdem es eventuell noch 
eine Strecke weit mit K, zusammengefallen ist, als geradlinige Tangente 
von K, nach dem Rande der Focalellipse und von hier umbiegend 
wieder nach dem Zweige K, hinlaufen, den es in einem Punkte B,” beriihrt. 

Diese Modificationen sind indessen immer auf gewisse Grenzen 
eingeschriankt durch die Bedingung, dass der Punkt B,” im Sinne der 
positiven Durchlaufung des Zweiges K, nothwendig dem Punkte B, 
nachfolgen muss (vgl. § 8). 

Unter die geschilderten Gleichgewichtslagen eines geschlossenen 
Fadens subsumiren sich alle Gleichgewichtslagen eines solchen, falls 
derselbe um die Combination der Flichen 4, = y und uw, herum- 
geschlungen und durch einen beweglichen Punkt der Art gespannt 
wird, dass er jede der beiden Hiilften des Hyperboloides mu, bestiindig 
je einmal beriihrt, wiihrend er gleichzeitig ohne Reibung iiber die 
Focalellipse hinweggleitet. Diese Lagen entsprechen daher alle den 
Bedingungen des allgemeinen Satzes IV des § 8, sodass man den 
Satz erhilt: ‘ 

VII. Wenn ein um die Combination eines einschaligen Hyper- 
boloides und seiner Foculellipse geschlungener geschlossener Faden durch 
einen beweglichen Punkt P des Rawmes der Art gespannt wird, dass 
er bestiindig tiber die Focalellipse gleitet und jede der beiden Hiilften 
des Hyperboloides bestiindig beriihrt, so beschreibt der bewegliche Punkt 
ein dem gegebenen Hyperboloid confocales Ellipsoid und die Halbirungs- 
linie des Winkels der bei P zusammenstossenden Stiicke des Fadens ist 
die Normale des Ellipsoides. 

Zugleich besteht zwischen der Liinge S des Fadens und dem Para- 
meter A des zu construirenden Ellipsoides die Relation: 
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Auch hier werden die Integrale elliptiseh, aber eine Zusammenziehung 
der 3 Integrale in 2, wie bei Satz VI, findet nicht statt. Es geschieht 


daher bei Anwendung des Satzes VII die Construction des Haupt- — 


schnittes ¢—0 des Ellipsoides 4 nicht in unmittelbarer Ueberein- 
stimmung mit dem Graves’schen Theorem, sondern es ergiebt sich 
eine Construction, die einer doppelten Anwendung dieses Theorems 
entspricht. 


§ 12. 
Specialfall 4, = y, uw, = 6: Fadenconstruction des Ellipsoides aus 
seinen beiden Focalcurven. 


Gegeben sind zwei zusammengehdrige Focalcurven*). Das Innere 
der Focaleurven denke man sich zunichst im Anschluss an die 
allgemeineren Fiille der §§ 10 und 11 noch von Ebenenstiicken 
ausgefiillt. Die Brennpunkte der Focalellipse seien im Anschluss 
an § 10 sowohl auf der rechten, als auf der linken Seite der 
Ebene der Ellipse markirt und die betreffenden 4 Punkte mit 
K,, K, und K,’, K,’ benannt (vgl. Fig. 10). Die geodiitischen Halb- 
bogen 1. Art, welche auf dem Ellipsoid 4, (§ 10) die Kreispunkte 
K, und K, auf der einen, und die geodiitischen Halbbogen 2. Art, 
welche die Kreispunkte K, und K, auf der andern Seite der Ebene 
y = 0 verbanden, stellen sich jetzt dar als gebrochene Linien, die von 
dem einen Endpunkte K, des Hyperbelzuges H,H, iiber den Rand 
der Focalellipse nach dem andern Endpunkt K, oder umgekehrt yon 
K, nach K, hinlaufen. Von den 4 Focallinien eines Punktes P=—A, u, v 
d. h. den 4 durch ihn hindurchgehenden gemeinsamen Tangenten der 
heiden Focalkegelschnitte, sind auch hier, wie in § 10, zwei solche 
in Bezug auf 4 conjugirt, welche denselben Hyperbelzug schneiden, 
und beriihrt, wie in § 11, von 2 in Bezug adf A conjugirten Tan- 
genten immer eine zuerst die Focalellipse, die andre zuerst die Focal- 
hyperbel, falls man sie beide fiir den Augenblick im Sinne der wachsen- 
den A durchliuft. Sind @Q, und Q, die Beriihrungspunkte zweier den 
Zug H, H, schneidender Focallinien des Punktes P mit der Focal- 


*) Deux’ focales conjugées nach der Bezeichnung von Chasles, Apercu 
historique, Note XXXI, Nr. 7, Anm. 
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ellipse, so liegt immer auf einer der beiden Strecken PQ, und PQ,, 
etwa auf PQ,, ein Schnittpunkt R, mit der Focalhyperbel (vgl. Fig. 10), 
auf der andern nicht. Man fiihre nun, falls P beispielsweise auf der 
rechten Seite der Focalellipse liegt und die Tangenten PQ, und PQ, 
ein Tangentenpaar 1. Art bilden, den Weg PQ, auf der linken Seite 
der Ebene durch ein Stiick geodiitischen Halbbogens 1. Art nach K, 
fort, und fibre anderseits auch den Weg PR, bis K, fort und zwar ° 
entweder tiber Q, oder iiber irgend einen andern Punkt Q,’ der Focal- 
ellipse hinweg; der Punkt Q,’ mag dabei nur auf diejenige Seite der 
Ebene y = 0 beschrinkt sein, auf der Q, liegt, damit die Fortsetzung 
Q, K, von der 2. Art werde. Alle diese Fortsetzungen R, Q,' K, sind 
gleichlang und es steht nicht nur die Halbirungslinie des Winkels 
zwischen den Strecken PR, und Ff, Q,' auf der Tangente der Focal- 
hyperbel in 2,, sondern auch die Halbirungslinie des Winkels zwischen 
den Strecken F,Q,' und Q,’ K, auf der Tangente der Focalellipse in . 
Q,' senkrecht. Demnach bezeichnet der geschlossene Weg PQ, K,Q,'R,P 
die Gleichgewichtslage eines geschlossenen Fadens, der durch den 
Punkt P gespannt wird und gezwungen ist, bestiindig durch K, zu 
gehen und iiber'den Quadranten H, der Focalhyperbel zu gleiten, und 
anderseits subsumirt sich jede médgliche Gleichgewichtslage eines 
solehen Fadens unter die hier geschilderte.. Mit Riicksicht darauf er- 
giebt sich folgende Specialisirung des allgemeinen Satzes IV des § 8: 
VIII. Wird ein geschlossener Faden, der wm 2 zusammengehirige 
Focaleurven geschlungen ist, durch einen beweglichen Punkt P in der 
Weise gespannt, dass er bestiindig iiber jeden von 2 diametral gegeniiber- 
liegenden Quadranten der Focathyperbel gleitet, so beschreibt der bewegliche 
Punkt ein zu den gegebenen Focaleurven gehiriges Ellipsoid und die 
Halbirungslinie des Winkels der bei P zusammenstossenden Fadenstiicke 
ist die Normale des Ellipsoides. Zugleich besteht zwischen der Lénge 
S des Fadens und dem Parameter 4 des zu construirenden Ellipsoides 
die Relation: 
. tA 


a! weni + “Saves F fay exe” 


oder: gud Ver 3 Vers. 

Durch geeignete Ausniitzung der Willkiir, welche die Lage des Kaden- 
stiickes K,Q,’R, zuliisst, kann man die Construction VIII noch 
wesentlich vereinfachen, indem man den geschlossenen Faden durch 
einen mit seinen beiden Enden in 2 festen Punkten befestigten Faden 
ersetzt. Die diesbeziigliche Betrachtung bleibt dem folgenden Para- 
graphen vorbehalten, der im Zusammenhange die aus dem Satze VIII 
hervorgehende Theorie der gebrochenen Focaldistanzen fiir die 3 cen- 
trischen Flichen 2. Grades behandeln soll. 


Mathematische Annalen XX. 13 
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§ 13. 
Die Theorie der gebrochenen Focaldistanzen. 


Es sei G die Focalellipse des confocalen Systems, g,, g, ihre 
Brennpunkte, H die Focalhyperbel und h,, h, ihre Brennpunkte (Fig. 
11). Man mag sich etwa von den Ebenen y= 0 und z = 0, die auf 
den concaven Seiten der Focalkegelschnitte befindlichen Stiicke den 
Focalkegelschnitten eingefiigt denken; dieser Auffassung zu Folge sind 
in Fig. 11 die durch die genannten Ebenenstiicke verdeckten Linien 
punktirt gehalten. 

Sei nun P = 4d, uw, v ein tibrigens beliebiger Punkt in dem Raum- 
viertel oberhalb der Ebene der Focalellipse und vor der Ebene der 
Focalhyperbel. Bei der Symmetrie der Figur wird durch diese An- 
nahme tiber die Lage des Punktes P die Allgemeinheit der folgenden 
Erérterungen nicht beschriinkt. Von den 4 Focallinien des Punktes 
P, die jetzt, anders als friiher, von P aus immer im Sinne der 
wachsenden 4 durchlaufen werden sollen, schneiden 2 zuerst die Focal- 
ellipse (in G, und G,), 2 andere zuerst die Focalhyperbel (in H, und 
H,). Die beiden Strecken PG, und PG,, die in ihren Verlingerungen 
itiber P oder G hinaus immer verschiedene Ziige der Focalhyperbel 
(vgl. §§ 10 und 12) schneiden, setzen sich, wie aus § 12 unmittel- 
bar hervorgeht, von G, und G, auf der andern Seite der Ebene der 
Focalellipse beziiglich bis g, und g, derart fort, dass die entstehenden 
gebrochenen Linien PG,g, und PG,g, die ktrzesten iiber die Focal- 
ellipse gemessenen Entfernungen des Punktes P von den Punkten 
g, und g, oder die stabilen Gleichgewichtslagen zweier Fiiden sind, 
die respective in g, und g, befestigt und iiber die Focalellipse, auf der 
sie ohne Reibung gleiten, nach P hin gespannt sind. Seien diese 
beiden tiber die Focalellipse gemessenen kiirzesten Entfernungen (,,ge- 
brochenen Focaldistanzen“) des Punktes P von den Brennpunkten g, 
und g, der Focalellipse ihyer Lage wnd Linge nach mit r, und r, be- 
zeichnet. 

Die beiden Strecken PH, und PH, werden ihrerseits iiber H, 
und H, hinaus beziiglich bis zu den Brennpunkten h, und h, der Focal- 
hyperbel hin verlangert und zwar auf der hinteren Seite der Ebene der 
Focalhyperbel. Die so entstehenden gebrochenen Linien PH,h, und 
PH,h, sind die kiirzesten iiber die Focalhyperbel gemessenen Ent- 
fernungen des Punktes P von den Brennpunkten h, und h, der Focal- 
hyperbel oder die stabilen Gleichgewichtslagen zweier Fiiden, die 
respective in h, und h, befestigt und iiber die Focalhyperbel, auf der 
sie ohne Reibung gleiten, nach P hin gespannt sind. Seien diese 
beiden iiber die Focalhyperbel gemessenen kiirzesten Entfernungen (,,ge- 
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brochenen Focaldistanzen“) des Punktes P von den Brennpunkten der 
Focalhyperbel ihrer Lage und Liinge nach mit s, und s, bezeichnet. 
Betrefis der Zusammengehérigkeit der 4 Focallinien PG und PH 
im Sinne des § 4 erkennt man ohne Schwierigkeit, dass: 
PG, und PH, 
PG, und PH, 
PG, und PH, 
PG, und PH, 
PG, und PG, 
PH, wd PH, 
einander conjugirt sind, oder anders ausgedriickt: Die 4 Linienstiicke 
PG und PH, respective deren Verlingerungen iiber P hinaus riick- 
wiirts, die fiir den Augenblick mit PG’ und PH’ bezeichnet seien, 


ordnen sich mit Bezug auf die Normalen N;, N,, N, der drei durch 
P gehenden Flichen 2, uw, v in der Weise an, dass die Winkel: 
G,PH, wd G, PH, von Nj, 
(a) G,PH,’ wd G, PH,’ von N,, 
G, PG, wund H,PH, von N, 
halbirt werden. Es mag nun unter dem Winkel zwischen irgend zweien 
der gebrochenen Focalstrahlen r,,7,, 8,, S, immer der Winkel zwischen 
den betreffenden Stiicken PG,, PG,, PH,, PH, derselben verstanden 
werden; dagegen mag der Winkel zwischen einem Stiicke PG,,. PG,, 
PH,, PH, einerseits und einem Stiicke PG,', PG,’, PH, PH, 
andrerseits seiner Grésse und Lage nach als das Supplement des Winkels 
der betreffenden gebrochenen Focalstrahlen bezeichnet sein. 

Die Differentialgleichungen der einzelnen Stiicke der gebrochenen 
Focalstrahlen eines Punktes P sind theils in der allgemeinen Form (3) 
§ 3 der Differentialgleichungen der gemeinsamen Tangenten zweier 
Flichen 4, und w,, theils in den Formen: 

(w—Ap)du eay PP pe (v— Adv ek om aan 
V(a—w)(B—w)(u—7)(uo— wu do) ~~ Ve —9)(v — B)(> — (oo )(v — do) 
und: 


in Bezug auf die Fliiche 2, 
in Bezug auf die Fiche p, 


in Bezug auf die Fliche v 








es. On ee 
Ve=) 8-H %—H eH  Voe—w)6—W)@—V) (meh) 

der Differentialgleichungen der geodiitischen Tangenten der Kriimmungs- 
curven @, und A, respective auf den Flaichen 4, und », enthalten; sie 
entsprechen den besonderen Annahmen 4, =—y, & =%—= 6. Nun 
gilt der Ausdruck II des § 5 fiir das Linienelement der gemeinsamen 
Tangenten der Flichen 4, und w, und die geoditischen Tangenten der 
Kriimmungscurve pw, auf 4, mit Veriinderung von mw, in » auch fiir 


13* 
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das Linienelement der geodiitischen Tangenten der Kriimmungscurve 
4, auf »,. Diesen Bemerkungen zufolge ergiebt sich als gemeinsamer 
Ausdruck fiir den Werth des Linienelementes der verschiedenen Stiicke 
der gebrochenen Focalstrahlen der folgende: 


0B 0 th eek ch pee 





2Va—i — 2Va—p — 2Va—v : 

wobei die Vorzeichen, wie friiher, so einzurichten sind, dass der Werth eines 
jeden der 3 Differentiale positiv ausfallt (vgl. § 5). Es sei nun der Punkt 
P=4,wu,v, wie in Fig. 11, durch die Ebene » =-a von den Punkten 
g, und h, getrennt, sodass die gebrochenen Focalstrahlen r, und s, 
die Ebene » =a schneiden. Liings des Sttahles r, wichst alsdann 
4 von 4 bis y, nimmt w von uw bis y ab, um hernach wieder von y 
bis 6 zu wachsen, und wiichst endlich » von v bis a, um nachdem 
Durchgang durch die Ebene vy = @, wieder von a bis 6 abzunehmen, 
ohne bei G, eine Unterbrechung in der stetigen Abnahme zu erfahren 
Demunach ist: 


Y 
Pee y du f d (3 dv f dv 
n=f 8 ee ee ee 
. ‘ 2Va—A 2Va—w a 2Va—u " 2Va—v J 2Vva—v 
a “ Y v a@ 


und eg ; 





8 


du e 6 ° 9 
’ na fw Ve oe Wax + aes af at 


a B 


— Toa + fk aap * du 4 _ Aaligh ES. 
2 J 2Va—1 Iwes 2Va—u We i 2Va—»’ 
Ao fd a 


8 
mee ae Zz es “algal 
, nf 2Va—2 2Va—u 2Va—u 2Va—v ’ 
wobei iiberall iin per tian positiv verstanden sind. Mit Aus- 


fiihrung der Integration ergiebt sich hieraus fiir die Liingen der 4 ge- 
brochenen Focalstrahlen des Punktes P =A, w, v 


= ye—i 5 yee + eile —v+ dita 





a PvE=p+ Ve =v —ya-B, 





=Va-i+Ve=n—Va—v— Ya 
*) In der Ebene driicken sich bekanntlich die beiden Focaldistanzen des 
Punktes 2, u in elliptischen Coordinaten durch die Formeln aus: 
r, = Va—1+Va—n, r, = Va—i1—Va—n, 
vgl. Jacobi, Vorlesungen tiber Dynamik, S. 222. 
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Wenn nicht r, und s,, sondern r, und s, die Ebene v =e durch- 
setzten, so hitte man in diesen 4 Formeln nur das Vorzeichen von 


VY« — v umzukehren. Es folgt nun hieraus: 


(b) et lev Spe yeep gee, 
|%_2 — S| 
Ir) — ral a 
A A tied 


wobei allgemein | z| den absoluten Werth von « bedeutet und wieder alle 
Quadratwurzeln positiv gerechnet sind. Es mag Ya — y die grosse und 


Va — B die kleine Excentricitiit der confocalen Flachen 4, uw, v beissen; 
es mégen ferner 7,,7, und s,,s, Paare gleichartiger und r,, s, und 


_¥g, 8, Paare gleichseitiger gebrochener Focaldistanzen oder Focalstrahlen 


des Punktes 4, w, v genannt werden (vgl. Fig. 11). 

Alsdanw fliessen aus den Ergebnissen (a) und (b) die folgenden 
Satze: 

I. Fiir jeden Punkt des Ellipsoides ist die Summe zweier ungleich- 
seitiger ungleichartiger gebrochener Focaldistanzen constant, néémlich 
gleich der Liinge der grossen Axe des Ellipsoides, vermehrt um die 
Differenz seiner Excentricititen. 

Zugleich ist die Halbirungslinie des Winkels zwischen zwei ent- 
sprechenden Focalstrahlen die Normale des Ellipsoides. 

Da ein gebrochener Focalstrahl des Punktes P immer die stabile 
Gleichgewichtslage eines Fadens ist, der in einem der Punkte g oder 
h befestigt, und iiber die entsprechende Focalcurve G oder H hinweg- 
gleitend, nach P hingespannt wird, so kann dieser Satz zu einer 
iiusserst einfachen F'adenconstruction des Ellipsoides verwerthet werden. 
Man verwendet dazu ein Drahtmodell, welches die beiden Focalkegel- 
schnitte, verbunden durch die geradlinigen Stiicke h,g, und g,h,, dar- 
stellt und befestigt einen Faden mit seinen beiden Enden in den 
Punkten g, und h, (oder g, und h,). Der Faden muss so iiber die 
beiden Focaleurven gelegt sein, dass er, durch einen Punkt P ge- 
spannt, die Lage g,G, PH,h, (oder g,G,PH,h,) annimmt (Fig. 11). 
Der Punkt P beschreibt alsdann, indem er sich in dem einen der 
durch die Ebenen der Focalkegelschnitte abgegrenzten Raumviertel 
bewegt und bestiindig den Faden spannt, ein Viertheil der Ellipsoid- 
fliche. Der Uebergang des Punktes P in ein anderes Raumviertel 
muss, wie leicht ersichtlich, mit einer gleichzeitigen Aenderung der 
Lagenbeziehung des Fadens zu den Focalkegelschnitten verbunden sein. 
Il. Fiir jeden Punkt des einschaligen Hyperboloides ist die Differenz 
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zweier gleichseitiger ungleichartiger gebrochener Focaldistanzen constant, 
niimlich gleich der Linge der grossen reellen Axe des einschaligen Hyper- 
boloides, vermindert um die Summe seiner Excentricititen. 

Zugleich ist die Halbirungslinie des Supplementes des Winkels 
zwischen gwei entsprechenden Focalstrahlen die Normale des einschaligen 
Hyperboloides. 

III. Fir jeden Punkt des zweischaligen Hyperboloides ist die Dif- 
ferenz zweier ungleichseitiger gleichartiger gebrochener Focaldistanzen 
constant, niimlich gleich der Liinge der reellen Axe des zweischaligen 
Hyperboloides. 

Zugleich ist die Halbirungslinie des Supplementes des Winkels 


zwischen zwei entsprechenden Fogalstrahlen die Normale des gweischaligen 
Hyperboloides. 

















Ueber geoditische Bogenstticke von algebraischer Lingen- 
differenz auf dem Ellipsoid. 
Von 


Orro Sraupe in Leipzig. 


Eine unmiitelbare Folge des Satzes iiber die Fadenconstruction des 
Ellipsoides*) ist eine Verallgemeinerung des Fagnano’schen Theorems, 
welche sich auf Liingendifferenzen geodiitischer Linienstiicke auf dem 
Ellipsoid bezieht, und als Seitenstiick neben die von Lebesgue, Schlo- 
milch und Malmstén**) gegebenen, auf Inhaltsdifferenzen gewisser 
Flichenstiicke auf dem Ellipsoid beziiglichen Analoga des genannten 
Theorems gestellt werden kann. 

Betrachtet man zwei confocale Ellipsen in der Ebene und zieht von 
zwei beliebigen Punkten der iiusseren Ellipse die Tangentenpaare an die 
innere, so ist bekanntlich***) die Differenz der von diesen Tangenten- 
paaren beziehungsweise iiberspannten Bégen der innern Ellipse, und 
damit auch die Differenz der Ergiinzungen dieser Bogen zum vollen 
Umfang der innern Ellipse, algebraisch ausdriickbar, nimlich gleich dem 
Ueberschuss der Summe der Liingen der Tangenten des einen Paares iiber 
die Summe der Liingen der Tangenten des andern Paares. 

Um diesen Satz auf den Raum auszudehnen hat man an Stelle 
von nur zwei Liniengattungen, geradlinigen Tangenten einer Ellipse 
und Bégen der Ellipse selbst, drei verschiedene Liniengattungen mit- 
einander in Verbindung zu bringen, und zwar gemeinsame geradlinige 
Tangenten eines Ellipsoides und eines confocalen einschaligen Hyper- 
boloides, geodiitische Linien auf dem Ellipsoid und Bégen der Durch- 
dringungscurve der beiden Fliichen. Die Curvenstiicke, auf welche 
sich der verallgemeinerte Satz bezieht, sind zusammengesetzt aus den 


*) Vgl. die vorstehende Arbeit ,,Ueber Fadenconstructionen des Ellipsoides*, 
auf welche auch die im Text weiterhin gebrauchte Abkiirzung ,,Ueb. F. d, E,“ 
Bezug nimmt,. . 

**) Vol. die Literaturnachweise bei Enneper, Elliptische Functionen; 
Theorie und Geschichte, Note VIII, B, sowie die Schlussbemerkung zu dieser Note, 

**#) Chasles, Propriétés générales des arcs d’une section conique dont 
la différence est rectifiable, Comptes Rendus Bd. XVII, 8, 838. 
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beiden letzteren Liniengattungen, mégen aber der Kiirze wegen schlecht- 
hin als geodiitische Linien bezeichnet werden, weil sie kiirzeste Linien 
sind, die entweder auf einer oder gleichzeitig auf zwei Flachen ver- 
laufen (Ueb. F. d. E. § 5). 

Denkt man sich zwei confocale Ellipsoide und ein ihnen confocales 
einschaliges Hyperboloid gegeben, und wihlt unter den vier von einem 
Punkte P des fiussern Ellipsoides an das innere und an das Hyper- 
boloid laufenden gemeinsamen Tangenten zwei solche aus, deren Winkel 
durch die Normale des fussern Ellipsoides im Punkte P halbirt wird 
(Ueb. F. d. E. § 3), so kénnen die Beriihrungspunkte Q, und Q, der 
beiden Tangenten mit dem innern Ellipsoid auf diesem durch einen 
aus Stiicken der Durchdringungscurve des innern Ellipsoides mit dem 
Hyperboloid und aus Stiicken geoditischer Tangenten der Durch- 
dringungscurye gebildeten Curvenzug verbunden werden. Dieser Curven- 
zug ist des Niiheren dadurch charakterisirt, dass er zusammen mit den 
beiden Tangenten PQ, und PQ, die Gleichgewichtslage eines ge- 
schlossenen Fadens vorstellt, der um das innere Ellipsoid und das Hyper- 
boloid geschlungen ist und durch den Punkt P des iiussern gespannt 
wird (Ueb. F. d. E. § 7, IIL). Construirt man nun von einem zweiten 
Punkte P’ des dussern Ellipsoides zwei entsprechende Tangenten 
P’Q, und P’Q,' und verbindet ihre Endpunkte Q,’ und @,° durch 
einen eutsprechenden Curvenzug auf dem innern Ellipsoid, so ist die 
Differenz der Liingen der beiden Curvenziige Q,Q, und Q,'Q,', deren 
jede fiir sich durch hyperelliptische Integrale 2. Gattung p = 2 dar- 
gestellt wird, algebraisch ausdriickbar, niimlich gleich dem Ueberschuss 
der Summe der Liingen der beiden Tangenten PQ, und PQ, iiber die 
Summe der Liingen der beiden Tangenten P’Q,’ und P’Q,’. 

Dieser Satz geht, wenn man das gegebene einschalige Hyperboloid 
in bekannter Weise in den iiussern Theil der Ebene seiner Focalellipse 


ausarten lisst, unmittelbar in den vorausgeschickten Satz iiber confocale 
Ellipsen iiber. 


Zwickau, den 27. Mirz 1882. 
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eindeutige Functionen mit mehreren, nicht vertausch- 


d baren Perioden I. 
. Von 
mM ~ 
n Orro RAuSENBERGER in Frankfurt a. M. 
l- 
1- 
n In meiner Abhandlung im 18. Bande der Annalen ,, Theorie der 
> allgemeinen Periodicitét habe ich nachgewiesen, dass eindeutige func- 
“a tionen, welche mehrere lineare, nicht vertauschbare Perioden zulassen 
it (oder nach der gewoéhnlichen Ausdrucksweise: eindeutige Functionen 
_ mit mehreren, nicht vertauschbaren, linearen Transformationen in sich) 
n im Allgemeinen unendlich viele wesentliche Unstetigkeitspunkte be- 
h sitzen; die Ausnahmen, welche sich ergaben, waren unwesentlicher 
ie Art. Auch habe ich bereits gezeigt, dass gewisse Combinationen von 
n Perioden tiberhaupt unzulissig sind. Es musste sich mir nun die all- 
~ gemeine Aufgabe darbieten : Diejenigen Zusammenstellungen von linearen, 
- nicht vertauschbaren Perioden aufzusuchen, welchen transcendente Func- 
ie tionen entsprechen. 

Ich hatte bereits diesen Gegenstand in Angriff genommen und 
id war auch zu einigen Resultaten gelangt, als ich durch Herrn Klein 
- auf “die Poincaré’schen Arbeiten, welche das gleiche Ziel verfolgen, 
le aufmerksam gemacht wurde. Obgleich nun Herr Poincaré den Gegen- 


stand in der allgemeinsten Weise und nach ausgezeichneten Methoden 
behandelt, so glaubte ich doch meine eignen Untersuchungen fortsetzen 
zu sollen. Denn einerseits sind die Poincaré’schen Resultate bis jetzt 
nur ziemlich allgemeine, die der Durchfiihrung im Speciellen noch 
entbehren; andrerseits schien es mir zweckmissig und niitzlich, die 
rein geometrischen Methoden von Herrn Poincaré durch arithmetische 
zu erginzen, zumal ich glaube auf diesem Wege leichter zu einer 
systematischen Uebersicht und Gruppirung der fraglichen Transcenden- 
ten gelangen zu kénnen. — Die vorliegende Arbeit beabsichtigt es nun, 
die Methoden und Principien darzulegen, deren ich mich in der Folge 
bedienen will, dann aber auch einen speciellen Fall sofort zu erledigen.*) 


*) Ich will bei dieser Gelegenheit nicht unerwihnt lassen, dass mir Herr 
Klein bereits vor 1'/, Jahren in einem an mich gerichteten Briefe als wesentliche 
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I. Allgemeine Principien und Methoden. 


§ 1. 
Eintheilung und Transformation der Perioden. 


1. Wie ich in meiner oben citirten Abhandlung nachgewiesen 
habe, lassen sich alle linearen Perioden durch lineare Transformationen 
auf 2 Normalfille zuriickfihren: die additive und die multiplicatorische; 
die letztere Classe zerfillt wieder in 2 Unterabtheilungen. 

Wir haben 


(1) y=a2+1, - 
(2) y = px, mod. p $1, 
(3) y = px, mod. p= 


Die dritte Art von Perioden ist nur dann zulissig, wenn p eine 
genaue n'* EKinheitswurzel ist. Die Substitutionen, welche sich aus 
diesen 3 Normalformen herleiten, sind identisch mit denjenigen, welche 
Herr Klein resp. als parabolische, hyperbolische und elliptische be- 
zeichnet. Wir werden uns dieser Ausdrucksweise im Folgenden dfters 
bedienen , die elliptischen Substitutionen jedoch auch cyklische nennen. 

2. Es wird fiir die spiiteren Untersuchungen angenehm sein, hier 
die Rechnungen zusammenzustellen, durch welche beliebige lineare 
Substitutionen auf die Normalfiille reducirt werden. 


Setzen wir die Substitution y = feta der durch «ste =p: aete 
definirten, d, h. der Substitution 
a) — (pad — By) x — Bd (L—p) 


ay (1—p) + ad — pBy 
gleich, so erhalten wir durch Coefficientenvergleichung 





a=pad— py, b=—fd(1—p), c= ay(1—p), d= ad — ppy 
und hieraus nach einiger Rechnung 
pa —1 pt. tert +o VO FOE | 


Die Zweideutigkeit des Vorzeichens erklirt sich dahin, dass statt p 


1 : en 
auch = als Periode gewihlt werden kann. 


Aufgabe seiner functionaltheoretischen Untersuchungen bezeichnete: Alle Fune- 
tionen mit beliebigen linearen Transformationen in sich aufzustellen. Freilich 
glaubte ich damals noch, dass die beziigliche Bemerkung in einem weit einge- 
schriinkteren Sinne aufzufassen sei. — Was die Untersuchungen iiber den gleichen 
Gegenstand anlangt, die Herr Hurwitz in dem vorigen Hefte der Annalen ver- 
dffentlichte, so verweise ich auf die Einleitung zu dieser Arbeit selbst; ein ge- 
naueres Bezeichnen der iibereinstimmenden Resultate diirfte unnéthig sein. 
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Eindeutige periodische Functionen, 


Weiter finden wir 
B po bl + p)e Biss 2 





i—p e@ 
Fir (@ — d)? + 4be =0 wird p = 1 und die Transformation unmég- 
lich; die Periode ist dann parabolisch. Andere Specialfille erledigen 
sich leicht. 
Sind a, b, c, d reelle Gréssen, so ist die Substitution hyperbolisch, 
falls (a — d)? + 4be > 0, elliptisch, falls (a — d)? + 4be < 0 ist. 
ay+B_ =1+ ax + B 


m ‘ a Sc Se ; 7 
Im Falle der parabolischen Periode setzen wir oe ay ae iy’ 


und finden bei der Zusammenstellung mit y = pate ausser der Be- 
dingungsgleichung (a — d)? + 4bc = 0: 
a beliebig., =! —~=b+ 2, p=Ve, d= /=0. 


3. Wenn ee Perioden zusammenbestehen, so ergiebt die 
Combination und Iterirung derselben eine Gruppe von Perioden, in der 
im Allgemeinen alle 3 Arten von Substitutionen vorkommen. Sell 
diese Gruppe existenzberechtigt sein, so darf sie keine unméglichen 
Perioden enthalten, also abgesehen von unendlich kleinen additiven 
und von multiplicatorischen Perioden, deren p der Einheit unendlich 
nahe kommt, auch keine irrational elliptischen oder cyklischen Perioden, 
d. h, solche, fiir welche mod. p= 1, aber p keine genaue Einheits- 
wurzel ist. Wir haben also das wichtige Princip: 

Alle Periodicitdtsgruppen, welche irrational elliptische Perioden ent- 
halten, sind auszuschliessen. 


§ 2. 
Die nothwendigen wesentlichen Unstetigkeitspunkte. 


1, Aus dem Vorhandensein einer nicht, cyklischen Periode bei 
einer Function folgt ohne Weiteres, dass letztere gewisse wesentliche 
Unstetigkeitspunkte haben muss. Es sind dies solche Punkte, die mit 
allen Punkten, der Ebene oder wenigstens eines zusammenhingenden 
Theils der Ebene durch Periodicitit verbunden sind. Lautet die Periodici- 
titsgleichung y = 2 + m, so ist = co ein nothwendiger Discontinui- 
titspunkt; ist dagegen y= pa, so sind «=O und x= oo solche, 
vorausgesetzt, dass nicht p eine Einheitswurzel ist, in welchem Falle 
keine Discontinuitiitspunkte bedingt werden. Durch eine lineare ‘T'rans- 
formation der Function werden diese Punkte in andere iibergefihrt, 
die im Allgemeinen im Endlichen liegen. Auch ohne diese Trans- 
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formation durchzurechnen, lassen sich diese Punkte fir irgend eine 


Periode y = sett leicht durch die Bemerkung bestimmen, dass 


durch diese Substitution die fraglichen Punkte in sich selbst trans- 
formirt werden miissen, weil die unendlich oftmalige Iterirung von 


y= et auf dieselben fiihren muss, gleichgiiltig welchen Werth 


x hat. Wir brauchen daher nur zu setzen 


nm wath 
ex+d’ 
woraus folgt 
a—d+V(a— d? + 4be 

ee ee 
Bei parabolischen Substitutionen fallen die hierdurch bestimmten beiden 
Punkte in einen zusammen; bei elliptischen Perioden dagegen ver- 
lieren die erhaltenen Punkte die Bedeutung als Discontinuitiitspunkte ; 
sie sind alsdann die Centren des Cyklus.*) 

2. Sind mehrere Perioden vorhanden, so erzeugt nicht allein jedes 
Glied der Gruppe, welches nicht cyklisch ist, ein oder zwei wesent- 
liche Discontinuititspunkte (die jedoch theilweise identisch sind), son- 
dern es werden auch aus den so erzeugten durch die Periodicitiéit un- 
zahlige andere hergeleitet, sodass wir in allen hier in Betracht kom- 
menden Fiillen eine unendlich grosse Anzahl von wesentlichen Unstetig- 
keitspunkten erhalten. Dieselben liegen im Allgemeinen zerstreut, fiigen 
sich jedoch auch mitunter zu geschlossenen Reihen zusammen. Der- 
artige Unstetigkeitslinien kénnen die ganze Ebene, in der sich das 
Argument bewegt, in getrennte Theile zerlegen, deren jedem dann, 
wie aus Weierstrass’schen Untersuchungen bekannt ist, eine be- 
sondere Function entspricht. Haben wir es daher mit einer Periodicitiits- 
gruppe zu thun, welche geschlossene oder beiderseits ins Unendliche 
laufende Unstetigkeitslinien involvirt, so hat es keinen Sinn, solche 
Substitutionen der Gruppe zuzulassen, welche Punkte mit einander 
verbinden, die in getrennten Bezirken liegen. 

Hieraus folgt ein zweites sehr wesentliches Princip: 

Soll eine Periodengruppe, welche das Vorhandensein von trennenden 
Unstetigkeitslinien begriindet, zuliissig sein, so muss sich in der Ebene 
des Arguments ein von Unstetigkeitslinien nicht durchschnittenes Gebiet 
abgrenzen lassen, dessen stimmtliche Punkte nicht mit andern, die jenseits 
einer Unstetigkeitslinie liegen, durch irgend eine Periode der Gruppe 
verbunden sind. 


*) Vergl. hiermit Klein, Ueber die Transformation der elliptischen Func- 
tionen u. s. w., Math. Annalen, Band XIV, p. 122. 
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§ 3. 
Geometrische Darstellung. 


1, Die besprochenen Principien werden es uns gestatten, eine 
grosse Anzahl von Periodicitiitsgruppen als unmdglich zu erkennen; 
viel schwieriger ist es dagegen, auf rein arithmetischem Wege nach- 
zuweisen, dass eine Gruppe iiberhaupt keine unzulissigen Elemente 
enthilt, da die einheitliche Darstellung der Gesammtgruppe im Allge- 
meinen auf grosse Schwierigkeiten fiihrt. In solchen Fallen ist dann 
die geometrische Repriisentation der Gruppen, auf die Herr Poincaré 
allein seine Untersuchung basirt, von dem gréssten Nutzen. Obgleich 
diese Methode durch zahlreiche Arbeiten, namentlich auf dem Gebiete 
der Modulfunctionen, eingehend erdrtert ist, so glaube ich doch der 
Vollstaindigkeit und Deutlichkeit halber einige Worte auf dieselbe ver- 
wenden zu sollen. 

2. Es handelt sich bei dieser geometrischen Darstellung darum, 
denjenigen Theil der Ebene des Arguments, fiir welchen die fragliche 
Function existirt, in unendlich viele Parzellen zu zerlegen, derart, dass 
2 Punkte einer Parzelle durch keine Periode der Gruppe in einander 
iibergefiihrt werden, dass dagegen die Punkte verschiedener Parzellen 
durch Periodicitiét mit einander verbunden sind. Diese Parzellen wer- 
den durch die Periodicititssubstitutionen conform auf einander abge- 
bildet, stimmen also in den Winkeln iiberein. Um den Charakter des 
Liniensystems, welches die Grenzen bildet, besser tiberschauen zu 
kénnen, gehen wir auf die Normalformen der Perioden zuriick. 

3. Die Eintheilung der Ebene fiir die Periode y = px, mod p S$ i, 
stellen wir am einfachsten dadurch her, dass wir um den Nullpunkt 
concentrische Kreise beschreiben, welche die Radien (a mod. p”) be- 
sitzen, wobei a beliebig angenommen werden kann. Indessen kénnen 
diese Kreise auch durch andere Curven ersetzt werden, von denen eine 
ziemlich willkirlich angenommen werden darf, wahrend die anderen 
die Abbildungen derselben durch die Periodicitiitsgleichung darstellen. 
Charakteristisch fiir das begrenzende Curvensystem ist es unter allen 
Umstiinden, dass sich die einzelnen Curven desselben niemals (oder wenn 
man will, unter imagindren Winkeln) schneiden. 

4. Fir die Periode y—2-+ 1 wird die Eintheilung durch eine 
Schaar paralleler Curven gegeben (am einfachsten durch Gerade, welche 
auf der Abscissenaxe senkrecht stehen), und den in der Richtung der 
Abscissenaxe gemessenen Abstand 1 besitzen. Dieselben bilden Winkel 
von 0° mit eimander. 

5. Ist in y= px p eine mn Kinheitswurzel, so wird die Zerlegung 
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durch n Strahlen (am einfachsten geradlinige) bewerkstelligt, welche sich 


im Nullpunkt unter Winkeln von xa schneiden. 


6. Nehmen wir nun eine beliebige existenzberechtigte Periodici- 
titsgruppe, welche die verschiedenen Arten von Perioden enthilt, so 
wird sich das ganze System von Curven, durch welche die Parzellen 
begrenzt werden, in einzelne Schaaren zerlegen lassen, welche con- 
forme Abbildungen der eben geschilderten sind. Es werden also Com- 
plexe von Linien auftreten, welche sich tiberhaupt nicht schneiden und 
hyperbolischen Perioden entsprechen ; andere, welche unter Winkeln 
von 0° zusammentreffen (sich beriihren) und parabolischen Substitutionen 
ihre Entstehung verdanken; endlich durch elliptische Perioden veran- 
lasste Curven, welche von gewissen Centren als Strahlen auslaufen 
und unter einander Winkel bilden, die ein Bruchtheil von 360° sind, 
wobei es nicht ausgeschlossen ist, dass mehrere derartige Strahlenbiischel 
von einem Centrum ausgehen. 

7. Damit der Periodicitiitsgruppe eine Function entsprechen kann, 
ist es néthig, dass sich die einzelnen Parzellen nicht gegenseitig iiber- 
decken; man sieht leicht ein, dass dies der Fall sein wird, wenn sich 
von eimer Parzelle nachweisen lisst, dass keine 2 Punkte innerhalb 
derselben durch Perioden der Gruppe verbunden sind. Dies ist die 
Methode, mittelst welcher Herr Klein die Existenzberechtigung der 
Gruppe der Modulfunctionen und ihrer Untergruppen bewiesen hat.*) 

Doch werden wir auch ohne diesen Nachweis in einigen Fallen 
die Existenzberechtigung darthun, iihnlich wie dies durch Herrn 
Poincaré geschieht. 


Il. Untersuchung specieller Gruppen. 
§ 4, 


Reduction und Specialisirung des Problems. 


1. Wir wollen im Folgenden die Periodicitiitsgruppen immer als 
Producte einzelner Perioden ansehen, und zuniichst nur solche Gruppen 
in Betracht ziehen, welche durch Iterirung und Combination zweier 
Elementarperioden hervorgebracht werden kénnen. Dann lisst sich 
entweder die eine der Fundamentalperioden auf y= x + 1 reduciren, 
oder beide sind hyperbolische oder elliptische Substitutionen. In der 
folgenden Untersuchung werden wir nur den ersten Fall ins Auge 
fassen. 

Seien also nach vollzogener Reduction der einen Periode 


*) 8. hieritiber Hurwitz, Grundlagen einer independenten Theorie der 
elliptischen Modulfwnctionen u. s. w., Math. Annalen, Band XVIII, p. 531 ff. 
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aetd 
ca+d 


y=a2+1 und y= 


die beiden Fundamentalperioden, wobei wir voraussetzen diirfen, dass 
in der Gruppe keine kleinere reelle, additive Periode wie 1 vorkommt. 
e kénnen wir als von Null verschieden annehmen, da ich den ent- 
gegengesetzten Fall bereits in meiner fritheren Arbeit absolvirt habe. 
Die zweite Periode lisst sich nun noch weiter vereinfachen, ohne die 
erste zu alteriren, indem wir y + 1 statt y, x + 1 statt x setzen und 
1 so bestimmen, dass das Glied mit x im Zahler wegfillt. Die Perioden 
nehmen alsdann die reducirte Form an, in der wir sie in der Folge 
immer betrachten werden: 


(2) y= 9, (2) = — “of 


Hier ist a die Determinante von g,() und fiir die Periode von wesent- 
licher Bedeutung; wir wollen dasselbe vorliiufig im Allgemeinen als reell 
voraussetzen , wiihrend wir fiir 6 auch complexe Werthe zulassen. 

3. Sehr wichtig ist es, dass in der durch (1) und (2) bestimmten 
Gruppe eine Untergruppe enthalten ist, die von der Grisse b nicht ab- 
hdngt. Es ist nimlich: 


(3) ps2) =—-b—* 
und in Folge dessen 


(i as 
(4) 91 [p—1(#) + k] = — ie tons 
x e 

oder in reducirter Form 

az 

e 
(5) pa era 

sida 


4. Falls a und 0 reelle Zahlen sind, lisst es sich leicht entscheiden, 
welcher Gattung die Periode (2) angehért. Aus § 1, 2 folgt niimlich, 
dass ,(#) parabolisch ist, wenn wir b? — 4a = 0 und dass es hyper- 
bolisch mit reellem p ist, wenn wir b? — 4a >0 haben. Ist dagegen 
b? — 4a <0, so haben wir es mit einer rationalen oder irrationalen 
elliptischen Periode zu thun; soll dieselbe insbesondere rational elliptisch 
sein, so muss ( bezeichnet einen rationalen Bruchtheil von 22) 

2 
—1i-+ ~ = COS 9, 
also 
“ = 1+ cos mp = 2 cos? & 
2a 2? 
mithin 
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(6) b=2/Ya-cos > 
sein. 
5. Die Iterirung von g,(x) lautet: 
es a(«x+b) 
92(%) = — ~G be +h 


oder in reducirter Form: 
az 


be 
(7) Se => b — 2a 
«+ - b 


§ 5. 
Wesentliche Unstetigkeitspunkte. 


Bevor wir uns auf weitere Untersuchungen einlassen, wollen wir 
einige Betrachtungen iiber wesentliche Unstetigkeitspunkte der Func- 
tionen mit den Perioden 


(1) y=2+1 
und 

rs a 
(2) i 


anstellen. Wegen (1) ist « =o ein wesentlicher Unstetigkeitspunkt, 


also auch wegen (2) x= — — TF =() und weiter «=k, Ziehen 


wir nun blos die Perioden in Betracht, die der durch (1) und Sub- 
stitutionen der Form 
(3) Pi [91 (2) + k] = — —*—- 

k— 

x 

erzeugten Untergruppe angehéren, so finden wir, dass alle Punkte, 
welche durch den Kettenbruch (die & bezeichnen reelle, ganze, positive 
oder negative Zahlen): 
(4) c=k—-—"— a 


ky — Cr 
age 





ae 
ky i. 

dargestellt werden, wesentliche Unstetigkeitspunkte sind. Die Zahl 
der Theilbriiche braucht durchaus nicht, wie es nach (3) scheinen 
kénnte, eine gerade zu sein, da man zuletzt als Nenner oo oder k 
wihlen kann. 


Falls 6 = 0 ist, giebt dieser Kettenbruch (eventuell ins Unendliche 
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fortgesetzt) alle nothwendigen wesentlichen Discontinuititspunkte, 
auch diejenigen, die durch wnendlich oftmalige Iterirung be- 
liebiger Perioden der Gruppe hervorgebracht werden; dagegen sind 
deren im Allgemeinen noch andere vorhanden, falls 6 von Null ver- 
schieden ist. 

2. Wenn a reell ist, so liegen alle in (4) enthaltenen Discon- 
tinuititspunkte auf der Abscissenaxe; dieselben werden sich zu einer 
zusammenhingenden Unstetigkeitslinie vereinigen, falls a so beschaffen 
ist, dass sich durch (4) alle reellen Zahlen darstellen lassen. 

Ist mod. a > 1, so lisst sich leicht zeigen (in Wirklichkeit kommt 
nur mod.a@= 1 in Betracht), dass jede reelle Zahl genau oder mit 
beliebiger Naherung durch einen Bruch der Form (4) ausgedriickt wer- 
den kann, selbst wenn man fiir die k ausser k, lediglich positive oder 


lediglich negative Zahlen wihlt. Wenn ; < mod. a < 1 ist, so lisst 
sich auch noch, indem man die Zeichen der k geeignet wihlt, fiir jede 
reelle Zahl eine Darstellung durch (4) finden. So ist z. B. fir a = = 











1 1 
2 
8 EL Si Ex 
9 9 9 ap 
s 8 
1 i 
2 2 
-1—-—4,--1-—4,- 
2 2 
i} O oe ee 


Dagegen ist dies fiir mod. a < 4 nicht mehr méglich, da bei den in 


dem angedeuteten Algorithmus vorkommenden Divisionen nicht immer 
ein Rest erzielt werden kann, welcher < mod. a ist. Wir finden also ~ 
folgenden Satz: 


1 : , , ‘ 
Ist a reell, mod. a > =, 80 bildet die Abscissenaxe eine zusammen- 


hiingende Unstetigkeitslinie; ist aber mod. a < $ so braucht dies nicht 


mehr der Fall zw sein. 

Uebrigens wird durch den hier constatirten Unterschied der 
Charakter der zugehérigen Functionen nicht so wesentlich beeinflusst, 
als man wohl denken kénnte. 


§ 6. 
Der Fall: mod.a>1. 


Wir theilen nun die Untersuchung je nach der Grésse von a in 
verschiedene Abtheilungen. Ist zuniichst + a> 1, so finden wir 
Mathematische Annalen. XX. 14 
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durch wiederholte Anwendung von § 4, (5) folgende reducirte Perioden 
der Gruppe: 
» Li! @é a‘ ae 
Y= — ga’ — 2a’ ~ B—Bal? 
u. Ss. W. 


Von diesen parabolischen Substitutionen gelangen wir zu zahllosen 
elliptischen , indem wir 2 + k statt «x einfiigen, wo fiir k eine solche 
ganze Zahl zu wiihlen ist, dass resp. mod. (k — 2a) < mod. 2a u. s. w. 
ist. Sollen diese Substitutionen rational elliptisch sein, so ist nach 
§ 4, (6) die Bedingung zu erfillen: 


2a—k=-+2a cos 
oder 
te a ll 
iy ppm ¥ ak? 
2 (1 - cos 2) 
wofiir wir je nach dem Vorzeichen 


k k 
= oder a= = 
4 sin? - = 4 
sin 4 4 cos 4 





o= 





setzen kénnen; entsprechende Gleichungen miissen fiir a’, a‘ u. s. w. 
bestehen. Nehmen wir etwa k = 1, so miissen sich a, a’, a‘, a® u. s. w. 


2 . . i a 
siimmtlich in der Form darstellen lassen, was nar fiir a—=-++-1 
4 cos® = 


mdglich ist. Wir finden daher: 
Die Gruppe 
: oman + 1, 


= a 
min IE 


ist unmdglich, falls a reell und mod. a > 1 ist. 


§ 7. 
Der Fall: mod. a= 1, 
1. Bei reellen b muss a=—1 ohne Weiteres ausgeschlossen 


werden; denn durch die Substitution y = wiirden, wie leicht zu 


1 
«a+b 
sehen ist, alle Punkte oberhalb der Abscissenaxe, welche eine Un- 
stetigkeitslinie bildet, mit solchen unterhalb dieser Linie in Verbindung 
gesetzt. ; 


2. Ist b=0, a=1, so haben wir die Gruppe y=2-+1, 


y= — 4; die Perioden derselben lassen sich bekanntlich in dem Ausdruck 
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ax+b 
ee 
zusammenfassen, worin a, b, c, d beliebige ganze Zahlen bedeuten, 
die der Gleichung 
ad—be=1 
geniigen. Da diese Gruppe, welcher die Modulfunctionen entsprechen, 
bereits geniigend untersucht ist, brauche ich nicht weiter auf dieselbe 


einzugehen, 

1 
+b 
ist, diirfen wir mod. b < ; voraussetzen, da wir statt om, (x) ebenso gut 


3. Wenn a =1, b von Null verschieden, also g, (x) = — - 


auch g, («+ k) = als Fundamentalsubstitution verwen- 
den kénnen. 


Wir haben dann 
1 
y=14+ (lt 9i@+)j)=—4, 
und mit Hiilfe dieser Substitution leiten wir aus y= — aH die 
Periode y= a+b her, die nach einer friiheren Bemerkung unzu- 
lissig ist. 

4. Ist a= 1, b complex, so wird der letzte Schluss hinfallig, da 
eine complexe, additive Periode sehr wohl neben y = x + 1 bestehen 
kénnte. Wir wollen diesen Fall durch den Nachweis erledigen, dass 
kein Gebiet in der ganzen Ebene vorhanden ist, welches nicht mit 
Punkten in periodischer Beziehung stiinde, die von ihm durch Un- 
stetigkeitslinien getrennt sind. 

Zuniichst ist die Abscissenaxe eine Unstetigkeitslinie, die durch 
die complexen Substitutionen der Gruppe unendlich vielfach abgebildet 
wird. Von diesen Abbildungen brauchen wir jedoch nur wenige ins 
Auge zu fassen. Setzen wir b=a-+ Bi, r= §&+ yi, y= u-+ vi, 

1 
wpa+pi 


ist; denn wir 


1 
~ e-bo+k 


so wird die Abscissenaxe mittelst der Substitution g, (x) = — 


als ein Kreis abgebildet, dessen Gleichung u? + v? = 3 
haben 4 = 0, 


Pore 2s 8 
wre — Eat 
1 v 


2 i ™ -= ° 
w+ Oe = Cparte  o 
Der Radius ist zs , und der Kreis beriihrt die Abscissenaxe von oben 


im Nullpunkte; den von ihm eingeschlossenen Raum wollen wir mit 
1, den iibrigen oberhalb der Abscissenaxe gelegenen mit II bezeichnen. 
Ferner bildet die Substitution m_1(#) die Abscissenaxe als eine Gerade 
ab, welche im Abstande 6 unterhalb derselben und parallel zu ihr 
14* 
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’ verliuft; der Raum zwischen beiden Geraden mége III genannt wer- 
den. Ausserdem bilden wir noch die Abscissenaxe mittelst m_2(x) ab 
und erhalten einen weiteren Kreis mit der Gleichung 


(u+ar+(o+pr+o+1—0, 


dessen Radius = ist und der die untere Gerade von unten im Punkte 


— — — a beriihrt. Der von diesem Kreis begrenzte Raum heisse IV, 
der noch iibrig bleibende V. Die simmtlichen Punkte der Riume I 
und IV stehen durch y = « + k mit Punkten von II und V in Ver- 
bindung. Durch g,(#) werden die Punkte von II in solche von I 
transformirt, wiihrend durch die gleiche Substitution diejenigen von 
III in solche von Il iibergehen. Durch m_,(”) dagegen correspondiren 
die Punkte von V mit solchen von IV. Man sieht also, dass sich in 
der ganzen Ebene kein Punkt findet, der nicht mit anderen, durch Un- 
stetigkeitslinien von ihm getrennten, in periodischer Beziehung stinde. 
Complexe b sind demnach bei a = 1 nicht zuldssig. — Ganz analoge 
1 


Betrachtungen lassen sich bei y = —- 


> durchfiihren. 


§ 8. 
Der Fall: ; <a<l; b=0. 


1. Sind die angegebenen Voraussetzungen erfiillt, so muss 


9, (@ + 1) = — aay 
eine cyklische Substitution sein, da 1 — 4a <1 ist. Nach § 4, (6) 
muss die Bedingung 


1 =2/a- cos r , also a= — “a 
4 cos? .- 


befriedigt sein, wobei zuniichst m einen rationalen Bruchtheil von 22 
bezeichnet. Allein diese Bedingung geniigt noch nicht, wie sich aus 
der folgenden eingehenderen Betrachtung ergiebt. Setzen wir in 
oo ; a ay+6 ax +B 
der Periodicitatsgleichung y = px yyte statt y, eS statt x, so 
_ (@y — pad) « + Bd (1 — p) 
ay (1— p)x-+ ad — pBy 


und hieraus durch Reduction 





erhalten wir 
y = 


p(ad — By)* 
Rae amcte a? y?(1 — p)* 
“< ad—By 1+ p ’ 
ot ay =p 
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oder wenn “2—8Y _ ¢ gesetzt wird: 
ay 





Ist nun p eine Einheitswurzel, also p= cos p + ising, so wird 
hieraus 


ae 
(2 sin 2y 


? 
a+. cotang + 





- sacmatniee 


oder wenn c¢ statt os gesetzt wird: 


¢ 


4 sint 
(1) y= —- —___—__ .. 
«+c cotang + 


Setzt man hierin k@ statt », wihrend man c¢ ungeiindert liisst, so be- 
kommt man die k'° Iterirung von (1) in reducirter Form. Wird nun 





dasjenige g, welches der Substitution y= — zugehért, mit » 


a 
f } a+1 
bezeichnet, so miissen wir 
1 1 
c cotang - = 1, also ¢ = tang -* 


setzen, und wir erhalten fiir die Iterirungen der fraglichen Substitution 
(in reducirter Form): 
9 
tang? + 








in? © 
4 sin 9 


(2) ga — —____—_ 


ere Meu te | 
a + tang ot - cotang = 


worin fiir m nacheinander ,,29,, 3g, u.s. w. zu nehmen ist. Haben 
° 2x ° 
wir nun 9, = —~, so ist offenbar 
2 Ot +2 kM 
sin? - < sin’, 
mithin die Determinante von (2) kleiner oder gleich 
tang? Pt 


2mx 
n ? 


wodurch kein Widerspruch herbeigefiihrt wird. Ist dagegen go, = 
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so wird sich unter den » mindestens eines finden, welches abgesehen 
von Vielfachen von 2 absolut kleiner wie 9, (namlich = 2"), somit 
hdchstens gleich *' ist. Im letzteren Falle (dem méglichst giinstigen) 
haben wir 


— 2 V1 
tang? : cos* —7 
o =— St, 


eM cost 2 
4 sin 4 8 2 





Wenn also g, kein aliquoter Theil von 2z ist, kommen in der Gruppe 
Substitutionen vor, deren Determinante grésser als 1 ist, die somit 
die ganze Gruppe unmdglich machen. Wir diirfen also nur 





2 DP 
Ts 4 
ah & wan 2. 
” 4 sin 3 4 cos 9 
8) y=—-———_, *___~- —} 
a + tang —> - cotang § 


in Betracht ziehen, worin jetzt go = = ist. 
2. Um uns nun davon zu iiberzeugen, dass die Substitution 
Save 
4 cos? > 
y= — ———._ mit y= 2+1 


x 


zusammen eine wirklich zulissige Gruppe bildet, construiren wir die 
zugehérige Kintheilung der Ebene. Ganz analog wie bei der Modul- 
function (vgl. die citirte Abhandlung von Herrn Hurwitz) nehmen wir 
als Ausgangsraum ein unendliches Dreieck, welches von 2 mit der 


Ordinatenaxe parallelen, im Abstand -+- a von dieser verlaufenden 
Geraden und von einem Kreise begrenzt wird, der mit dem Radius 


Va= : und dem Nullpunkt als Mittelpunkt beschrieben ist. 


2 cos . 





Die beiden im Endlichen gelegenen Winkel des Dreiecks betragen 
= = =. An diesen Ausgangsraum legen sich in Folge von y=a-+-1 
seitlich congruente Dreiecke an, nach unten zu dagegen in Folge von 
y= — < ein Dreieck, dessen untere Spitze im Nullpunkt liegt. Die 


Substitutionen y = — shi nebst Iterirungen leiten aus dem Aus- 


gangsraum und den beiden ihm cofigruenten, angrenzenden Gebilden 
Dreiecke her, die sich in den Ecken des ersteren ansetzen und deren 
untere Spitzen auf der Abscissenaxe liegen. Man sieht ohne Weiteres, 








(a) 


(b) 


(¢ 
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dass die Dreiecke, welche an den Ausgangsraum in Linien oder Ecken 
anstossen , denselben so wie sich einander nirgends tiberdeckev. Indem 
man nun den Ausgangsraum durch geeignete Substitutionen der Gruppe 
auf den benachbarten Dreiecken, dann auf den hieran sich anschliessen- 
den u, s. w., und hiermit immer auch die dem Ausgangsraum benach- 
barten Dreiecke abbildet, setzt man die Eintheilung fort, ohne dass 


irgend wo eine Uebereivanderlagerung vorkommen kann, da sonst 


eine soleche auch in der Umgebung des Ausgangsraums vorhanden sein 
miisste. So tiberdecken schliesslich die erhaltenen Dreiecke den ganzen 


Raum auf der einen Seite der Abscissenaxe einfach und vollstiandig.*) 
3. Die einfachsten der hierhergehérigen Gruppen sind: 


1 
(a) y=atl, y=——; 
3— V5 
(b) y=atl, y=——=_,; 
| : 
(c) y=atl, y=——; 
u. Ss. W. 


Die Darstellung von Functionen, welchen (a) und (c) zugehdren, 
mit Hiilfe der Modulfunction zeigte ich bereits in meiner Notiz pag. 
47 dieses Annalenbandes: ,Zur Theorie der Functionen mit mehreren, 
nicht vertauschbaren Perioden.“ Die allgemeine Construction der hier- 
hergehérigen Functionen, die im Princip von Herrn Poincaré gegeben 
ist, deren speciellere Durchfthrung indessen auf Schwierigkeiten stésst, 
verschiebe ich auf eine spitere Gelegenheit. — Die Abscissenaxe ist 
nur fiir (a) nothwendigerweise eine Unstetigkeitslinie; allein auch bei 
den andern Functionen erscheinen die Gebiete oberhalb und unterhalb 
der Abscissenaxe als wesentlich getrennt, da sie nicht durch Periodi- 
citét verbunden sind. — 

Fiir die gefundenen Functionen schlage ich den Namen ,, Erweiterte 
Modulfunctionen* vor ; die eigentliche Modulfunction ist nur ein specieller 
Fall derselben, da fiir sie m = 3 ist. 


 _— 
Der Fall: —1<a<—+; b=0. 
1. Diesen Fall kénnen wir nicht so ohne Weiteres beiseite legen, 


wie den entsprechenden a = — 1, weil nur fiir mod. a > = die 





*) Ueber diesen Gegenstand verdanke ich Herrn Klein wesentliche Angaben. 
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Abscissenaxe noch eine Unstetigkeitslinie ist; kleinere negative a miissen 
wir als méglich zulassen. — Aus 





(1) y=a+1, y=o,(e)—=—<F 
leiten wir mittelst § 4, (5) 
° a 
(2) 7? ~ oaee 
und hieraus weiter 
a 
@) Y— — s—GetD 


her, eine Periode, die fiir die hier in Betracht kommenden Werthe 
von @ immer elliptisch ist. Soll sie rational elliptisch sein, so muss 
die Gleichung (eine Aenderung des Vorzeichens auf der rechten Seite 
fiihrt zu nichts wesentlich Anderem) 





2a+1=— — 2a cos % 
oder 
1 
a= — > 
. 2 
4 cos 4 
ee . 2 - . 2mx 
erfiillt sein, worin zunichst wieder gp = —— ist. 


Somit wird aus (3) 
1 





16 cos* 2 
(4) i— ——-—_—, 


2 cost & 
ein Ausdruck, der sich in die Form (1) von § 8 bringen lisst, in- 
dem man 


sin 2 





(5) C= = tang + 


2 cost 2 
cos? — 


setzt. Dieselbe Betrachtung, welche in § 8, 1 durchgeftihrt wurde, 
zeigt nun, dass die Determinanten eines Theils der Iterirungen von 


(4) den Werth + tibersteigen , falls g kein aliquoter Theil von 27 ist. 


Lassen wir den letzten Fall vorlaiufig bei Seite, so werden also unter 
jenen Interirungen 
e 
-» k@ 
eae le 
4 sin 2 


(6) 
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solche vorkommen, bei denen 
Cad 1 
ko > 4 


2 


4 sin® 


ist. Da nun (6) eine rational elliptische Periode ist, so muss ent- 
weder, wie theils aus friiheren, theils aus den spiteren Untersuchungen 
von § 12, 4 hervorgeht, 


¢ cotang +y. = 0 
oder 


c cotang a J = 1 
sein. Der erste Fall muss ausgeschlossen werden, da alsdann aus (6) 
folgen wiirde, dass die Determinante kleiner als + ist; der zweite Fall 
dagegen giebt 

tang =e. = tang +, 


also 
ko = = 
Diese Relation kommt immer dann vor, wenn 
4n 
cami 


ist, und es ist auch leicht einzusehen, dass nur unter dieser Voraus- 
setzung (9 = ae ist ein specieller Fall hiervon) unzulassige Perioden 


nicht unter den Iterirungen auftreten. 

2. Um nun dariiber zu entscheiden, ob die vorlaufig als méglich 
erkannten Perioden auch wirklich zulissig sind, vergleichen wir die- 
selben mit den entsprechenden Perioden mit positiver Determinante. 
Man sieht sofort, dass alle Substitutionen der Gruppe 


(7) y=a+l, y= oe) =— 5, 


in denen die Substitution g, () in gerader Anzahl auftritt, mit solchen 
der Gruppe 


(8) y=atl, y= 


identisch sind, wahrend diejenigen mit einer ungeraden Anzahl von 
y,(%) sich mit den negativen Werthen von Perioden der Gruppe (8) 
identificiren lassen. Perioden der ersten Art verbinden nur Punkte 
mit einander, die auf derselben Seite der Abscissenaxe, Perioden der 
zweiten Art nur Punkte, die auf verschiedenen Seiten derselben liegen. 
Die Gesammtgruppe der Perioden der ersten Art, (die der zweiten 
bilden keine Gruppe) werden durch die beiden Perioden 
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(9) y=e+1, y=) = all + %()) 
erzeugt, wie man leicht mittelst der Bemerkung einsieht, dass y,, (7 -+-») 


= g,[m-+ ,(x + n)] ist. An Stelle von (9) kann auch die Combi- 
nation 


(10) y=a2+l1, y=¥,(e— 1) —14() 
gesetzt werden. 


3. Um zunichst die Kintheilung der Ebene fiir den Fall p = = 


n 
herzustellen, construiren wir dieselbe fiir die Gruppe 


1 


beost 2 
(11) gee+1, g=——_— 


x 
auf beiden Seiten der Abscissenaxe. Wiahrend nun die Gruppe (8) 


die beiden durch die Abscissenaxe getrennten Halbebenen in sich selbst 
transformirt, communiciren durch die Gruppe 


1 


ne 
2 # 
4cos 2 


(12) y=at1, y=—— 


x 


Parzellen mit einander, die in verschiedenen Halbebenen liegen. Auch 
hier sind zwei Gebiete der Ebene vorhanden, die durch Periodicitit 
nicht verbunden sind; allein sie liegen nicht getrennt, sondern ihre 
Theile greifen in complicirter Weise in einander. Jedenfalls steht der 
Gruppe (12) principiell nichts im Wege, wenn nicht =7z oder 
= = ist, in welchen beiden Fillen die Abscissenaxe zur Unstetig- 
keitslinie wird. 

4. Ist p= =, m ungerade, so wollen wir nur diejenige Unter- 


gruppe von (12) ins Auge fassen, welche die obere Halbebene in sich 
selbst transformirt und durch (10) dargestellt wird; haben wir die 
Kintheilung der einen Halbebene hergestellt, so ergiebt sich die der 
andern durch einfache Abbildung. Wie aus 1. hervorgeht (wir brauchen 


nur in (6) sin ae = sin + zu nehmen), sind unter den Iterirungen 
von 7,(%) solche vorhanden, die sich reducirt in die Form 
1 
4.cos?-? 
Sy the: a Apetyer =e 


setzen lassen, und umgekehrt ist leicht ersichtlich, dass alle 7, («) 
sich wieder als Iterirungen von @,(x) darstellen. Die Gruppe (10) 
lasst sich also durch 
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1 








4cost 2 
y=a+l1, y=— “SET 
oder ; 
— x a _ 
4.cos? A 
(13) pe? ty). gene 
ersetzen; die Gruppe (13) ist aber mit den in § 8. behandelten iden- 
tisch, also zulissig. — Wir erhalten das Gesammtresultat: 
Die Gruppe 
1 
4cos?-F- 
gaz+1, y=-—,— 
ist mit Ausnahme der Fille go = = und p= > sulissig, falls 
Q= 4s ist. Wenn insbesondere n gerade ist, so zerfallt die Ebene 


in zwei ineinandergreifende Gebiete, welche durch Periodicitit nicht 
verbunden sind. Bei ungeradem n hingegen erfiillen die unter emander 
correspondirenden Parzellen die ganze Ebene. 


§ 10. 
Der Fall: mod. a< + b= 0. 
1. Wenn O<a< + b = 0 ist, stellt o,(x +1) = — ~ e 


iiberhaupt keine cyklische Substitution mehr dar; dass alsdann in der 
gesammten Gruppe keine cyklische Substitution ausser den von 
y= — a abgeleiteten vorkommt, diirfte algebraisch sehr schwer nach- 
zuweisen sein, wihrend es sich geometrisch in der einfachsten Weise 
ergiebt. Wir kénnen indessen die ganze Untersuchung sofort be- 
deutend erweitern und annehmen, dass a eine beliebige complexe Zahl 
ist, deren absoluter Werth < + ist, Wir denken uns die ganze Ebene 
durch Gerade, welche parallel zur Ordinatenaxe mit den Abscissen 
+ a + + + 4 u. s. w. verlaufen, in unendlich viele Streifen zer- 


legt. Ferner beschreiben wir innerhalb des Streifens, welcher den 
1 
Nullpunkt enthilt, von letzterem aus mit dem Radius mod. a? einen 
Kreis und bilden denselben durch die Substitutionen y=a#-+k in 
den iibrigen Streifen ab; es ist klar, dass diese Kreise die Grenzen 


der Streifen nicht schneiden; nur im Falle mod. a =i beriihren sie 
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dieselben*). Der Raum, welchen der erste Kreis umschliesst (mit 
dem Nullpunkt) mége mit I, die innerhalb der iibrigen Kreise ge- 
legenen Flichentheile mégen mit II, der iibrigbleibende Raum mit 
III bezeichnet werden. Es ergiebt sich ohne Weiteres, dass durch 


= — > jeder Punkt von I in II oder III, jeder Punkt von II oder 


III in I abgebildet wird, wihrend der den Nullpunkt umschliessende 
Kreis in sich selbst transformirt wird. Ich behaupte nun, dass sich 
innerhalb eines jeden der Parallelstreifen, soweit derselbe zum Raum 
Ill gehért, keine 2 Punkte finden, welche durch Periodicitat ver- 
bunden sind. Denn gehen wir von einem beliebigen Punkt des Raumes 
Ill aus, so kénnen wir zuniichst die Substitution (1) y= a2 +k 
(& eventuell auch Null) anwenden, wodurch wir in III bleiben. Wenden 


wir hierauf (2) y= — = an, so gelangen wir in den Raum I, aus 


dem wir wieder durch (1) nach II versetzt werden, da keine zwei 
Punkte von I infolge dieser Substitution correspondiren kénnen, weil 
der Durchmesser der Kreise gleich oder kleiner als 1 ist. Lassen wis 
dann (2) folgen, so kommen wir wieder nach I, dann durch (1) nach 
Il u.s. w. Niemals gelangen wir also in den Raum III zuriick, 
vorausgesetzt, dass wir nicht den eingeschlagnen Weg wieder voll- 
stindig zuriickgehen, also (2) zweimal nach einander folgen lassen 
u, s. w. Unsere Behauptung ist hiermit erwiesen. Zugleich sehen 
wir, dass keine cyklischen Substitutionen in der Gruppe vorkommen 


ausser den von y = — = abgeleiteten. Wir gelangen somit zu dem 
wichtigen Resultat: 


Ist a eine reelle oder complexe Zahl, die der Bedingung mod. a< i 
geniigt, so ist die Gruppe 


y=2+1, 4 =— 


immer miglich. Die Transcendenten, zu welchen wir hiedurch gelangen, 
werden daher ausser dem Argument x noch einen variablen Para- 
meter a enthalten, der nur der vorhin angefiihrten Beschrénkung unter- 
worfen ist. 

Wir wollen diese Transcendenten ,parametrische Modul- 
functionen* nennen. 

Nebenbei erhellt hieraus, dass die Poincaré’ sche Unterscheidung 
von Fuchsiens und Kleinéens, jenachdem die erzeugende Gruppe 
wesentlich reell oder complex ist, nicht als fundamental aufrecht er- 
halten werden kann; die parametrischen Modulfunctionen wiirden 


*) Wir haben es nach der Poincaré’schen Ausdrucksweise mit ,,cycles 
ouverts“ zu thun. 
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nimlich zu der einen oder der anderen Classe gehéren, jenachdem ihr 
Parameter reell oder complex ist. 

2. Die nothwendigen Discontinuititspunkte liegen nur dann alle 
auf der Abscissenaxe, wenn a reell ist; unter allen Umstinden be- 
schriinken sie sich jedoch (von x = co abgesehen) auf den Raum inner- 


-halb der construirten Kreise und auf die Linien, durch welche wir die 


Kintheilung der Ebene bewerkstelligten. 


§ 11. 
Darstellung der Gesammtgruppen fir die letzten Fille. 
1. Bevor wir fiir die Gesammtheit der Substitutionen der Gruppe 


y=2r2+l, yo = einen Ausdruck herstellen, wollen wir diese 


Gruppe erst einer einfachen Transformation unterwerfen, welche den 
Vortheil bietet, dass dann alle ihre Substitutionen die Determinante 


1 erhalten. Wir setzen nimlich y/a statt y, «Va statt 2, = =T 
a 
und bekommen die Gruppe 
1 
(1) yoo+e, 9+ - 


Bezeichnet nun k, eine ganze, positive oder negative Zahl, so 
stellt sich die gesammte Gruppe in der Form 








2 = kt — 1 
" ren baie Mp Meggaiy cb 2 
Kot + & 
a,x +b, 
Or 
dar. 


Uebrigens wgllen wir bei den weiteren Rechnungen k, = 0 an- 
nehmen, da dies durch eine einfache Functionalsubstitution immer zu 
Wege gebracht werden kann, und Perioden, welche in einander trans- 
formirt werden kénnen, denselben Charakter zeigen. Um nun (1) 
als einfachen Bruch darzustellen, beachten wir, dass 





Gopi tt Pugs ahi a 
CT 2 (4, +¢,%,t) e+, +4,k,t ? 
also 
Gani = — Cn, Dn4t ce Piet i dn, 
: Capt = An + Caknt, Anos = Dn + dnkat, 
somit 
On42 = — Cag = — An — Cakgt = — Gn + Angyiknt, 
(3) Date —_ eer ba ey i Aykyt oe Dn + Dntiknt, 
Cte. = An+1 a Capikn4it =— Cn + Cn+1 knit, 


Dati + Ans Kn4it = — dy, + Ang rtkngit 
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ist. Mittelst dieser Recursionsformeln lassen sich die gesuchten Coeffi- 
cienten leicht berechnen, wenn man noch beriicksichtigt, dass 


a, = 0, b, = —1, ¢ = 1, d, =kyt, 
a,=—1, B=—kt, Q=kt, dd—=—1+hk,? 


ist. — Man erkennt leicht, dass simmtliche Coefficienten abwechselnd. 


nur gerade oder nur ungerade Potenzen von t enthalten, und zwar 
gleichzeitig a, und d, nur gerade, b, und c, nur ungerade und um- 
gekehrt. Das independente Bildungsgesetz der einzelnen Coefficienten 
ist complicirt und hat fiir uns keinen besonderen Werth. 

2. Wichtiger ist es, den Ausdruck a, + d, darzustellen, da von 
demselben (bei reellen rt) der Charakter der Substitution abhingt. Ist 
nimlich bei der angegebenen Voraussetzung 


(a+ d)>—4> 0, so ist die Substitution hyperbolisch, 
(a+ d)?—4=—0, n a parabolisch , 
(a+dPr—4<0, - ” elliptisch. 


Zur Bildung des fraglichen Ausdrucks wollen wir uns directer 
Schliisse bedienen. Aus den Formeln (3) folgt, dass a, +d, nur 
gerade oder nur ungerade Potenzen von t enthilt, jenachdem n gerade 
oder ungerade ist. Die Coefficienten dieser Potenzen sind von der- 
selben Dimension wie die letzteren selbst. Die einzelnen Glieder haben 
wechselnde Zeichen; das héchste ist positiv. Sind nur gerade Potenzen 


vorhanden, so ist das constante Glied (— 1)? - 2, wie sich leicht durch 
Nullsetzen simmtlicher k ergiebt; dann haben wir y = z, also 
a =d=-+ 1; das Vorzeichen bestimmt sich durch die vorhergehende 
Bemerkung. Weiter zeigt sich, dass kein & in einer Potenz vor- 
kommen kann, so dass alle einzelnen Posten der Coefficienten von t” aus 
verschiedenen Factoren zusammengesetzt sind; kein Posten kommt mehr- 
fach vor. Von besonderer Wichtigkeit ist die Wahrnehmung, dass 
eine cyklische Vertauschung der & keine Aenderung bei a, + d, her- 
vorrufen kann; denn eine solehe Vertauschung entspricht der An- 
wendung einer Functionalsubstitution auf die Periode. Schliesslich er- 
kennt man aus den Recursionsformeln (3) leicht, dass bei einem Posten 
die Indices der Factoren entweder in ununterbrochener Reihe auf ein- 
ander folgen oder eine Unterbrechung von einer geraden Anzahl von 
Einheiten erleiden, und dass alle hiernach zulissigen Combinationen 
wirklich vorkommen. Hiernach ergiebt sich fiir die Bildung des Aus- 
drucks a, -++ d, folgende praktische Regel: Der Ausdruck wird zu- 
sammengesetzt aus Gliedern mit wechselndem Vorzeichen, deren erstes 
positiv und in t sowohl wie in den Gréssen k von der n'*™ Dimension 
ist und deren folgende in Beiden von der (n — 2)'", (n — 4)" u. s. w. 
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Dimension sind; das etwaige constante Glied Jautet (— 1)? -2. Der 

Coefficient der v'" Potenz von t stellt sich als Summe einer Reihe 

von Producten dar, die man folgendermassen erhilt. Man nimmt 

zuerst das Product kk, k, - - + k,-1; dann bildet man tbnliche Producte, 

bei denen die Indices immer in ihrer natiirlichen Reihenfolge bleiben, 

die aber Liicken von 2, 4 u.s. w. Factoren aufweisen, wie k,k,k, «++ Kyi 

u. s. w. Bei den erhaltenen Producten nimmt man nun sémmtliche 

cyklischen Vertauschungen der Indices vor, liisst aber bei dieser wie 

bei der vorhergehenden Operation alle Glieder weg, zu denen man 

vorher schon gelangt ist. So finden wir z. B. 

a, +d, =—kyt, 

a, + d, =k kx? — 2, 

a, + d; = kyk,kyt® — (ky + ky + h,) 2, 

a, +d, =k kk kyrt — (kigk, + ky ky + hk, + kyky) 7? + 2, 

Gs ds, = Keg lig Ten Teg leg t® — (hq bey leg hey Keg hig + hog Keg hey leg Keg hig + eg high) 03 

+ (lig thy +h, +h +) 1, 

hg Uy, = ig Key Keg ig Key leg 0° — (Teg he Keg ig + ley leg hg hg 4- hey keg hig es + hig he, I Teg 
H hig lig Keg hy ++ hes hig hy hy) 4+ (igh, ++ hy keg hey hig 
phy ky Phy highs hig Pig keg key ky hey ki)? — 2, 


u. S. W. 

Mittelst dieser Formeln erkennt man unmittelbar, dass irrational 
elliptische Perioden z. B. nicht in den Gruppen y=a2+/2, y= 
und y=a+/3,y=— a vorkommen ;- in andern Fallen wird da- 


gegen die Sache sehr complicirt, und es ist daher fraglich, wieweit 
den gefundenen Formeln praktischer Werth beizumessen ist. 





§ 12. 
Fall: + <mod.a<1; b von Null verschieden. 
‘ 1. Haben wir a > > b reell, so dirfen wir b << > annehmen ; 
alsdann lautet die Iterirung von , (x) = — 5% > im reducirter Form: 
a 
a 
ey woes. 


da hierin > > 1 ist, sind solche Substitutionen unméglich. 
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2. Ist a= > so ist derselbe Schluss zulissig ausser bei 


1 


erweist sich aber als 





— : - Die Substitution p,(z) = — 


1 
> 
° = . bt 3 
irrational elliptisch, weil — 1+ > -=— | 
Winkels ist, der einen rationalen Bruchtheil von 360° ausmacht. 


3. Wenn > <a <1 und b complex ist, sind ahnliche Schliisse 
anzuwenden wie in § 7.,4. — Dass nicht — 1 < a< — ome 
erhellt ebenfalls leicht. 


4. Den Fall, dass ; <ac : , 


sein darf, 


b von Null verschieden ist, 


wollen wir nur unter der Voraussetzung eines reellen b (mod. b< +) 


erledigen. Da die Periode g,(x) = — ay jedenfalls cyklisch sein 
muss, diirfen wir 
ce 
4 sin? ? 
2 
Y, (2) = — apron 
x +c cotang — 


eae 3 . : 360° ly 
setzen. Auch hier ist es leicht nachzuweisen, dass y = —_— sein 


muss; denn andernfalls wiirde bei den Iterirungen von g, (2) ein 9, 
auftreten, welches héchstens die Hilfte von g (abgesehen von Viel- 
fachen von 360°) wiire; es ist aber 











- 
sin — F 
2 sin 90° a 
ee 
sin —— 
4 
mithin 
e e 1 
> > 2: Q > ee 
in? © in? _7- 
4sin 4 4sin 3 


wodurch wir also zu einer unmdglichen Periode gelangten, ausser 
wenn gerade 
2 
nina > = 1 
in? —— 
4sin 4 
wiirde; doch zeigt die Untersuchung von c cotang +. » dass auch diese 


Méglichkeit auszuschliessen ist. Ferner haben wir 


mod. 6 = mod. (c cotang =) < = 


nicht der Cosinus eines. 
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also 


1 
mod. ¢ <-> tang 2, 








somit 
ce tang* = 1 
Ye < BABA GE fbes 158 < vs = 
4sin? rs ~ 146 sin? 2 16 cos? 


?. héchstens 60°, also cos? 7 nicht 


Bedenkt man nun, dass 
‘ 1 ; . 
weniger als —{- betragen kann, so erkennt man, dass die Determinante 


der Substitution unter + liegen muss. Der untersuchte Fall ist daher 
unméglich. 


5. Ist — > <a<- — so gehért die Iterirung von 
Lam a 
fm — ws 
a’ 
y —, B-—2a 
x + 5 


dem vorigen Fall an; die scheinbaren Ausnahmen erledigen sich ohne 
Schwierigkeit. 


§ 13. 
Das Gebiet der Untergruppen. 


1. Wenn mod, a< i ist, wird die Untersuchung, welche Werthe 


fiir b zuliissig sind, ausserordentlich verwickelt; in der That sind un- 
endlich viele Fille méglich, in denen b von Null verschieden sein 
darf. Insbesondere gehéren hierher zahllose Untergruppen der bis 
jetzt aufgestellten Gruppen, wesshalb ich auch den ganzen hier in 
Frage kommenden Bereich das Gebiet der Untergruppen nenuen will. 

2. Etwas eingehender beschiftigen wir uns nur mit den Unter- 
gruppen von 





i 
y =a“+1, ieee 
oder was dasselbe ist, von 
_ aeth 
,™ ce+td?’ 
worin a, b, c, d ganze Zahlen bezeichnen, die der Bedingung 
ad—be=1 


geniigen. Wir fassen hier natiirlich nur diejenigen Untergruppen in’s 
Auge, die in unser Gebiet gehéren, d. h. die, welche durch Combi- 
nation einer parabolischen Substitution mit irgend einer angern erzeugt 


Mathematische Annalen, XX. 15 
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werden. Befindet sich diese parabolische Substitution nicht in der 
Form y = « +k, so lisst sie sich in dieselbe durch eine ganzzahlige 
Functionalsubstitution mit der Determinante + 1 transformiren, so 
dass also die andere Periode ebenfalls ganzzahlig bleibt und. die Deter- 
minante 1 behilt. Wir haben daher nur die Combination 


ysoth, yeti, ad—be=1 





zu untersuchen. Transformiren wir die erste Periode in y=—a«-+ 1 
und reduciren dann die zweite. so finden wir 


y=a-+1, 
1 
a ok 
mie; 
e+ ck 


Mit Leichtigkeit ergiebt sich hieraus, dass die fraglichen Unter- 
gruppen vollstdindig in der folgenden Form enthalten sind: 


y=2+1, 
1 
ne 
oe Ss 
a+ ™ 


worin m und » ganze Zahlen bezeichnen, und dass auch andrerseits 
alle hierdurch bestimmten Gruppen Untergruppen sind. Nimmt man 
nimlich ¢ = 1 und lisst k alle Werthe durchlaufen, so erhailt man 
bereits alle diese Substitutionen, da alsdann a + d keiner Bedingung 
unterworfen ist. Dass aber keine neuen Substitutionen hinzukommen, 
wenn man ¢ andere Werthe beilegt, leuchtet ohne Weiteres ein. 


Frankfurt a. M., April 1882. 
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Ueber die Zahl 2.*) 
Von 


F, Liypemann ine Freiburg i. Br. 


Bei der Vergeblichkeit der so ausserordentlich zahlreichen Ver- 
suche**), die Quadratur des Kreises mit Cirkel und Lineal auszufiihren, 
hilt man allgemein die Lésung der bezeichneten Aufgabe fiir un- 
moéglich; es fehlte aber bisher ein Beweis dieser Unmiglichkeit; nur 
die Irrationalitét von 2 und von 2? ist festgestellt. Jede mit Cirkel 
und Lineal ausfiihrbare Construction lisst sich mittelst algebraischer 
Kinkleidung zuriickfiihren auf die Lésung von linearen und quadra- 
tischen Gleichungen, also auch auf die Lésung einer Reihe von quadra- 
tischen Gleichungen, deren erste rationale Zahlen zu Coefficienten hat, 
wihrend die Coefficienten jeder folgenden nur solche irrationale Zahlen 
enthalten, die durch Auflésung der vorhergehenden Gleichungen ein- 
gefihrt sind. Die Schlussgleichung wird also durch wiederholtes 
Quadriren tibergefihrt werden kénnen in eine Gleichung geraden 
Grades, deren Coefficienten rationale Zahlen sind. Man wird sonach 
die Unméglichkeit der Quadratur des Kreises darthun, wenn man 
nachweist, dass die Zahl x tiberhaupt nicht Wurzel einer algebraischen 
Gleichung irgend welchen Grades mit rationalen Coefficienten sein kann. 
Den dafiir néthigen Beweis zu erbringen, ist im Folgenden versucht 
worden. 

Die wesentliche Grundlage der Untersuchung bilden die Rela- 
tionen zwischen gewissen bestimmten Integralen, welche Herr Her- 
mite angewandt hat***), um den transcendenten Charakter der Zahl ¢ 
festzustellen. In § 1 sind deshalb die betreffenden Formeln zusammen- 
gestellt; § 2 und §3 geben die Anwendung dieser Formeln zum Be- 
weise des erwihnten Satzes; § 4 enthilt weitere Verallgemeinerungen. 


*) Vergl. eine Mittheilung des Hrn. Weierstrass an die Berliner Akademie, 
vom 22. Juni 1882. 
**) Man sehe die Artikel Cyclometrie, Quadratur und Rectification in Kliigel’s 
mathematischen Wéorterbuche. 
***) Sur la fonction exponentielle, Paris 1874 (auch Comptes rendus, 
t. LXXVII, 1873). 
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F. Linpemann, 


§ 1. 


Die Hermite’schen Formeln. 


Es sei 
f(2) = (@ — &%) (@ — %) +++ @ — 4a); 
mit Z mége irgend eine der von einander verschiedenen Grdssen 


£,, &,°*- 2, bezeichnet werden; dann bestehen zwischen den be- 
stimmten Integralen 


folgende Relationen: 
= O(4,, %) &. + O(2,, %) &. +--+ + Olen, %) &,", 
(1) Se 80604) i‘ signet ) fa to endeen “) ‘nt 


ee = O(n, 2 é + Cras: & ) é) +: al 0 (6s, - e*. 


Die Function O(z, €) ist eine ganze Function n' Grades ihrer 
beiden Argumente; in ihr sind die Coefficienten der Potenzen von 
zund € ganze symmetrische Functionen der »-+ 1 Grdssen 2; und 
enthalten ausserdem nur ganze Zablen, sodass sie selbst ganze Zahlen 
sind, sobald dies mit den Coefficienten der Potenzen von z in f(z) der 
Fall ist; sie sind ganze Functionen n'" Grades von m; auf ihr Bildungs- 
gesetz kommt es im Folgenden nicht weiter an, es muss nur noch be- 
merkt werden, dass ihre Determinante folgender Relation geniigt: 


| OC» #) O(4,, %) --+ Ofen, 2) 
| O60» sail Ol, #1) ° a OM 4) | 





== 67, 
© (655%) Cm,80 - -? Oem, #.) 
wenn 
1 1 bee <2 
Zo A ces he 
é = £2 z, coe ee 
a a" se 2“ 








Durch die angegebenen Gleichungen sind die Integrale «‘ 4x ZU 


riickgefiihrt auf die Integrale «". Durch wiederholte Anwendung der- 
selben findet man also Formeln von der Gestalt: 
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ee 


(La) 5 deal ed ali iitvcanty 


"= Lye + Liat +: ~ hati 


und man hat 


| Ap A, +--+ An | 
(2) By " Fa | = §2(m-1), 
| DL, DL, +--+ Dn | 


Um endlich die Integrale ¢,/ auszuwerthen, werden neue ganze 
Functionen (2, €) eingefiihrt, welche den Functionen O(z, §) analog 
gebildet sind, insbesondere hinsichtlich ihrer Coefficienten ebenfalls 
die bei den © hervorgehobene Kigenschaft zeigen und wiederum der 
Bedingung : 

| D(z, %) D(%,, %) +++ Olen, &) 
| O(Z, 4) (2, 2) - er *1) = 9 
His ena: (6a, te) | 


geniigen. Aus ihnen setzen sich die durch folgende Gleichungen 

definirten Gréssen A, B,-- +A zusammen: 

A = A, ®(Z, 2) + A,O(Z, 2;) + +--+ An®(Z, Zn), 

3) bivibiasiians #0) + By, O(Z, adil Tei #), 

a o(Z, Ts o(Z, i tives ae Ll o(Z, on 

Bezeichnet man endlich mit A,, By,-+- Ay die Werthe dieser Con- 

stanten fiir den Fall, dass Z durch 2, ersetzt wird, so hat man fiir 

die bestimmten Integrale «‘ schliesslich folgende Formeln: 


e° = ¢-»A, — e~ZA, 


m 


1 ~ on 
é =e-*B, — e- 7B, 


m 


” “ z 
é, se eA, —e- “A. 


Hierin bedeutet Z irgend eine der Grossen 2,, 2,,+++ Zn; setzen 
wir insbesondere Z =z, so mdgen die dann entstehenden Werthe 
von A, B,---A mit Ay, By, - ++ Ag bezeichnet werden, und es werde 


[ tn dz-., sa ", 


gesetzt; dann ist auch 
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0 _ ines 
=| es “A, — & “kAy, 5 


(4) y, =e °B, — e eB, 


”, = e "A, —e “kh. 


Die Determinante der Coefficienten A,B, --- ist hier gegeben 
durch 
A, A, --+ An 
(5) naar ts ae 
Ny Ay +++ An 
§ 2. 


Ueber die symmetrischen Functionen der Grissen ce”. 


Wir bemerken, dass die in § 1. zusammengestellten Relationen 
unabhiingig davon bestehen, ob die Gréssen z, 2, 2,,++-, 2, reell oder 
complex sind, denn sie beruhen einfach auf identischen Umformungen, 
auch kann der bei Berechnung der Integrale 4; gewiihlte Integrations- 
weg ein beliebiger sein; es muss nur der unendlich ferne Punkt der 
z-Ebene ausgeschlossen bleiben. 

Wir nehmen an, dass die symmetrischen Functionen der ¢; reelle 
oder complexe ganze Zahlen seien; auch unter N,, N,, ---, Ny, ver- 
stehen wir reelle oder complexe ganze Zahlen. Zuniichst werde ein 
System von Gleichungen abgeleitet, zu denen eine Relation der Form 


(6) Nye? + Niet +--- +N, ec" =—0 
Veranlassung giebt. 
Wir multipliciren die in (4) enthaltenen Gleichungen 


—— 4 — 
e "A, —e "A, 


=¢é “A,—e "A,, 


my 
(7) ms 
Th = € "Ay — eA, 
bez. mit N,e" , ---, N,e", dann ergiebt sich durch Addition 
en) N, + e*nf Ni +++) + en N, 
= e *(e"N, +e? N,+--++ e“N,) A, 
bey (A, N, + A, N, +: ++ + An Ny). 
In Folge von (14) muss daher die Gleichung bestehen 
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eng N, + +++ + eg N= — (Ay Ny + AN, +--+ + A N,). 


Analoge Gleichungen werden sich ergeben, wenn man A durch B,---,A 
ersetzt; man wird also zu folgendem Systeme von » + 1 Gleichungen 
gefiihrt: 


AN, +AN, +--+ + AN =a, 
(8) BN, + BM, + - ++ BN = B, 
AN, EAN, +: ye ee 
—a=e'nN, + eno N, +--+ +e, 
Se eb lichiniihiasieihiii teen, a 


wo 


ee ae nN, 4. feng. 


Dies sind die Formeln, aus welchen Herr Hermite das Trans- 
scendentsein der Zahl e direct ableitet, indem er annimmt, dass die 
2; selbst ganze Zahlen sind, Fiir unsern Zweck sollen die Gleichungen 
dadurch vereinfacht werden, dass N, = N, =--- = N, genommen 
wird; ¢s soll ferner im Folgenden immer 2, = 0 gesetet werden. Man 
hat dann an Stelle von (8): 


nent oe +---tA)=—N, (e* gi +--+ +e"), 


aa Fi + ae -té ws 
(9) < 


NA+ (A+ pes takes te Lem), 


Hier stehen links ganze Functionen der Groéssen ¢,, 2, +++, 2n 
mit ganzzahligen Coefficienten. Vertauseht man in ihnen 4; mit %, 
so vertauscht sich nach (7) auch A; mit A,. Die linke Seite der ersten 
Gleichung ist also eine symmetrische Function der Wurzeln 2;, folglich 
selbst eine ganze Zahl. 

Durch Vertauschung von 2, mit z, geht B; in [; tiber und um- 
gekehrt, sobald i von 1 und 2 verschieden ist; dagegen vertauscht 
sich gleichzeitig B, mit [, und B, mit [,: es vertauschen sich also 
die linken Seiten der zweiten und dritten Gleichung unter einander. 
Analoges gilt bei beliebigen Vertauschungen der 2;; also: Die linken 
Seiten der n letzten Gleichungen des Systems (9) sind Wurzeln einer 
algebraischen Gleichung von der Form 


(10) vVe+M,vV"'*+.--+M,=—0 
mit ganzzahligen Coefficienten M;. 
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Wir lassen jetzt die Zahl m unendlich gross werden. Bezeichnet 
M’ das Maximum des absoluten Betrages von f(z) fiir die Werthe von 
z, welche sich auf dem beim Integrale ¢' gewihlten Integrationswege 
befinden, und ist 1’ die Liinge dieses Weges, M, das Maximum des ab- 
soluten Betrages von e~* (2 — 2;)—! liings dieses Weges, so hat man 


4 em. * ut 
ae Sti sb 
Versteht man also unter M, M,, 1 die gréssten derjenigen Zahlen 
M’, My’, U’, welche bei den verschiedenen Integralen ¢, vorkommen, 
wenn man die obere Grenze Z nach einander durch ¢,, 2, - ++, 4n 
ersetzt und dem Index i alle méglichen Werthe beilegt, und setzt man 
noch M,/ = E, so besteht fiir alle Integrale yi die Ungleichung: 


M". EB 
1-2-3---(m— 1)’ 
wo E und M bestimmte endliche von m unabhingige Zahlen bedeuten. 

Es kann also die rechte Seite der ersten unter den Gleichungen 
(9) und somit die ganze Zahl N,A, + N, (A, + A, +--+ A,) beliebig 
klein gemacht werden, dadurch dass man m hinreichend gross wablt. 
Das ist aber nur méglich, wenn es eine endliche ganze Zahl m’ giebt 
der Art, dass die Gleichung 

Ny Ao + Ni (A, +A, + +--+ An) =0 
genau erfiillt ist fiir alle ganzzahligen Werthe von m, welche nicht 
kleiner als m’ sind. 

Ebenso ergiebt sich, dass die rechten Seiten der iibrigen Glei- 
chungen (9) gleich Null werden fiir m = oo, dass also auch die linken 
Seiten, d. i. die Wurzeln von (10), beliebig klein werden fiir hin- 
reichend grosse Werthe von m. Dasselbe gilt folglich von den Coef- 
ficienten M; dieser Gleichung; da letztere aber ganze Zahlen sind, so 
miissen sie schon fiir hinreichend grosse endliche Werthe von m genau 
gleich Null sein; hieraus folgt, dass auch die Wurzeln von (10) fiir 
dieselben Werthe von m simmtlich verschwinden. Wir sind also zu 
folgendem Resultate gekommen: Soll eine Gleichung von der Form 


(11) N+ N, dc =0 


bestehen, so muss es eine bestimmte positive ganze Zahl m' geben der 
Art, dass fiir alle ganzzahligen Werthe von m, die nicht kleiner als m’ 
sind, das folgende System von Gleichungen besteht: 

A,Ny + (A; ied An) N, =0, 
(12) BN, + (B, +---+B,)N, =9, 


AN + (A, e+ + AN, =O. 


abs 9j < 
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Hieraus wiirde weiter folgen, dass die Determinante der Gréssen 
A, B, ---, A verschwinde, da ihre aus zwei parallellen Reihen zu 
bildenden zweireihigen Unterdeterminanten simmtlich Null sein miissten. 
Die Determinante ist aber nach (5) gleich 62”, kann also, da die 4; von 
einander verschieden vorausgesetzt wurden, niemals Null sein. Damit 
ist gezeigt, dass die Annahme einer Relation von der Form (11) zu 
einem Widerspruche fiihrt, und wir haben den Satz gewonnen: 


Sind 2,, +++, én die von Null und von einander verschiedenen 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung von der Form 
(13) e+ set... +5, 0, 


wo die s; reelle oder complexe ganze Zahlen bezeichnen, und ist die Discrimi- 
nante dieser Gleichung von Null verschieden, so kann eine Relation von 
der Form (11) nicht bestehen, falls die N; reelle oder complexe ganze, 
von Null verschiedene Zahlen bedeuten. 

Ebensowenig ist eine Relation von der Form 


(14) N+ N+ e"+---+e")=0 
méglich, wenn r eine ganze Zahl bedeutet. Denn die Gréssen rz,, 
YZ,,**+,7, sind ebenfalls von einander und von Null verschiedene 


Wurzeln einer Gleichung von der Form (13), sobald dies mit 2,, 2,,+-+Zn 
der Fall ist; es lassen sich also auf (14) dieselben Schliisse wie auf 
(11) anwenden, und es folgt: 

Unter den gemachten Voraussetzungen kann keine der symmetrischen 
Functionen 


(15) e” + ée* + Bocas + en 
gleich einer rationalen Zahl sein. 
Untersuchen wir weiter, ob zwischen diesen symmetrischen Func- 


tionen eine lineare Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten N;, also 
eine Gleichung von der Gestalt 


(16) O=N+N, Sei+N, Devt... + N, > ¢* 


bestehen kann, wo s irgend eine ganze positive Zahl bedeutet. Die 
ns Gréssen 2;, 22;,-++s2;, mégen zur Abkiirzung mit 2,, 2,-++ 2ns 
bezeichnet werden, so dass 2;4n = 22;, Zi4on = 34%, etc. Dieselben 
sind Wurzeln einer Gleichung ms'" Grades mit ganzzahligen Coeffi- 
cienten von der Form (13). Aus (16) wiirde sich also, wie aus (6), 
ein System von ms + 1 Gleichungen von der Gestalt (8) ergeben. Um 
dieselben einfach schreiben zu kénnen, fiihren wir statt der (n+ 1)? 
Gréssen A;, B;, --- A; jetzt (ns -+ 1)? Gréssen A ein, die mit zwei 
Indices versehen sein mégen, und zwar so, dass der erste Index die- 
jenige Unterscheidung bewirkt, welche friiher durch Wahl der ver- 
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schiedenen Buchstaben A, B,---A angedeutet war, dass also die 
folgenden zu (4) analogen Gleichungen bestehen (indem z, = 0): 


= A, — e *A,,, fir i,k gleich 0,1,2,---, ms. 


Statt (8) haben wir dann: 
Ny Av +N, SA, +N, >A, i+n +->--+-N, >A, i-+-ns—n “0 


EN TR can Ho Bie ta ea a 
ct we 


Nae tM Sauget X Drone +N, i, 5 


wo die rechten Seiten gegeben sind durch 
—a,=N, >in? e ci +N ent ete bo tN lt) cttmen, 


Alle hier vorkommenden Summen sind iiber i von i=1 bis i=n 
zu nehmen. 

Auf den linken Seiten des Systems (17) stehen wieder ganze Func- 
tionen der 2; mit ganzzahligen Coefficienten. Vertauscht man 2; mit 
2 (wo i,k <n), so vertauscht sich gleichzeitig 2:4,. mit 2,4:n, folglich 


auch A; mit Aoz und Ao,izm mit Agape 
ferner, wenn der erste Index von Null verschieden ist: 
Axtprn Mit Axiirn fiir I2>k, i 
Aiiten Mit Agiten Und Ajipm mit Agaprn- 


Die linke Seite der ersten unter den Gleichungen (17) ist sonach 
wieder eine ganze Zahl; die linken Seiten der iibrigen Gleichungen 
sind Wurzeln einer algebraischen Gleichung vom Grade ns und von 
der Form (10). Auf alle vorkommenden ganzen Zahlen lassen sich 
fiir m = 20 die bei (9) und (10) gemachten Schliisse iibertragen. 
Es folgt also, dass fiir hinreichend grosse endliche Werthe der ganzen 
Zahl m die linken Seiten der Gleichungen (17) genau gleich Null sein 
miissen. Daraus wiirde weiter folgen, dass fiir dieselben Werthe von 
m alle (s-+ 1)-reihigen Determinanten genau verschwinden, welche 
aus den (s + 1) (ms-+ 1) Coefficienten der N,; in (17) in bekannter 
Weise zu bilden sind. Dann miisste auch die (ns+ 1)-reihige Deter- 
minante der A;, selbst gleich Null sein; diese aber ist nach (5) gleich 
der 2%" Potenz von 6, wenn man in der Determinante 06 (vergl. § 1) 
2) = 0 macht und den Index » durch ns ersetzt. 

Ks ist d gleich dem Producte aller Differenzen -+- (pz; — qér), 
welche entstehen, wenn man den Indices i, k alle Werthe 1, 2,- - - n, 
den Zahlen p, q alle Werthe 0, 1, 2, ---, s beilegt (ausgenommen 
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Ueber die Zahl z. 991 
p=q=0). Es kann also 6 nur Null sein, wenn zwischen zwei Wurzeln 
2;, 2 eine Relation der Form pz; — qz = 0 besteht. Nimmt man eine 
solche an, so wiirden die Gleichung (13) und die Gleichung 


rt fartt(Shartt-+(gano 


eine gemeinsame Wurzel z; zulassen, somit beide reducibel sein. Legen 
wir also der Gleichung (13) die Bedingung der Irreducibilitét auf, so 
kann @ sicher nicht verechwinden, waihrend wir eben sahen, dass in 
Folge von (16) und (17) d =0 sein misste. Folglich: 

Sind #,, 2, +++ 2, die Wurzeln einer irreducibeln Gleichung von 
der Form (13) mit ganzzahligen Coefficienten s;, so kann zwischen den 
symmetrischen Functionen (15) keine lineare Gleichung mit rationalen, 
von Null verschiedenen Coefficienten bestehen. 


§ 3. 
Anwendung auf Untersuchung der Zahl z. 


Die gewonnenen Siitze lassen sich tibertragen auf die symmetrischen 


Functionen 
> e%, > ents, > eutirtn , 
> evs, > er (ate) | > e” (stert%) | eve 


wo wieder ¢ eine beliebige ganze Zahl bezeichnet, Setzen wir zunichst 
voraus, dass die Zahlen, welche hier als Exponenten von e auftreten, 
simmtlich von Null und von einander verschieden seien. Die An- 
nahme einer linearen Beziehung mit rationalen Coefficienten N; zwischen 
den Gréssen (18) wiirde dann zu einem Gleichungssysteme fiihren, 
welches zu (17) ganz analog ist, und dessen Unmdglichkeit in ganz 
derselben Weise dargethan werden kann. 

Ist die gemachte Voraussetzung nicht erfiillt, so nehmen wir zu- 
nichst an, dass in einer der Functionen (18), sagen wir Ye”, mehrere 
der Exponenten Z einander gleich seien, und betrachten eine Relation 
von der Gestalt 


(18) 


(19) O—N, +N, > e. 
Jetzt werden sich die simmtlichen Gréssen Z in mehrere Gruppen 
4, 4; 4,", Pes 4, Z;; Z,"; sais Thc 


zerlegen, der Art, dass die Gréssen jeder Gruppe Wurzeln einer irre- 
ducibeln Gleichung mit rationalen Coefficienten sind und sich bei 
Vertauschungen der 2; nur unter einander vertauschen. Es war 
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aber bei Behandlung der in § 2. supponirten Gleichungen (11), (14), 
(16) allein massgebend, dass in jeder einzelnen Summe nur solche 
Exponenten von e vorkamen, die sich unter einander vertauschen bei 
den Vertauschungen der z;. Wir werden daher jetzt unmittelbar auf 
die Unméglichkeit einer Relation von der Gestalt 


O=N+N, Der +N, > ca+.-- 
schliessen diirfen; und in dieser ist die Relation (19) als besonderer 
Fall enthalten. 

Sollte ferner eine der Gréssen Z gleich Null sein, so wiirde dies 
einer Aenderung des numerischen Werthes der Zahl N, Aaquivalent 
sein, das Resultat also nicht beeinflussen; es sei denn, dass alle auf 
der rechten Seite von (19) vorkommenden Exponenten gleichzeitig 
verschwanden. Wenn die ¢; Wurzeln einer irreducibeln Gleichung 
sind, wird dies nur eintreten kénnen fiir die Exponenten der Func- 
tionen 
(20) CF axe Gh At +40) 


falls in (13) der Coefficient s, von 2*-! gleich Null ist. Dieser Fall 
giebt im Folgenden immer eine Ausnahme und soll nicht jedesmal 
wieder hervorgehoben werden. 

Betrachtet man weiter eine lineare Relation, in der mehrere der 
Functionen (18) vorkommen, so wird man es beim Auftreten gleicher 
Exponenten wieder so einrichten, dass jede Zahl N; multiplicirt er- 
scheint in eine Summe, in deren Gliedern die Exponenten von e 
Wurzeln einer einzigen irreducibeln Gleichung sind, und die bei Ge- 
legenheit von (19) gemachten Bemerkungen wiederholen. Als Special- 
fall erhalt man dann wieder die zu Anfang dieses Paragraphen be- 
sprochene Relation, wo jede Zahl N; in eine der symmetrischen Func- 
tionen (18) multiplicirt ist. — Schliesslich gelangen wir so zu folgenden 
Sitzen: 

Es kann keine der symmetrischen Functionen (18) gleich einer 
rationalen Zahl sein, ausgenommen eine Function (20) falls in (13) s, 
verschwindet. Und allgemeiner: Zwischen den Functionen (18) kann 
keine lineare Relation mit rationalen Coefficienten bestehen, ausgenommen 
den Fall, wo s, in (13) gleich Null ist, in welchem Falle eine solche 
Function der Grissen (20) gleich einer rationalen Zahl ist. 

Nun ist die erste Reihe der Gréssen (18) identisch mit der Reihe 
der Coefficienten M; derjenigen algebraischen Gleichung n'*" Grades 


(21) y*— M, yr + M, py" eee & + M, = 0, 
welche von den Zahlen e* befriedigt wird. Wir wissen also, dass 


diese Coefficienten M; nicht gleich rationalen Zahlen sind, ausgenommen 
M, fiir s, = 0, und dass zwischen ihnen keine lineare Relation mit 
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Ueber die Zahl z, 223 


rationalen Coefficienten Statt hat. Eine solche aber wiirde nothwendig 
erfiillt sein miissen, wenn eine der Wurzeln von (21), d. i. der 
Gréssen e, gleich einer rationalen Zahl wire. Also: 

Ist Z Wurzel einer irreducibeln algebraischen Gleichung von. der 
Form (13), so kann e* nicht gleich einer rationalen Zahl sein. 

Es ist aber die Bedingung e*V—1 = — 1 erfiillt, also kann 1//—1 
nicht Wurzel einer irreducibeln Gleichung der Form (13) sein. Auf 
letztere Form kann jede Gleichung mit rationalen Coefficienten leicht 
gebracht werden, indem man pz statt z als Unbekannte auffasst, unter 
p eine passend gewihlte ganze Zahl verstanden. Es folgt so der in der 
Kinleitung hervorgehobene Satz: 

Die Ludolph’ sche Zahl x kann nicht Wurzel einer algebraischen 
Gleichung mit rationalen (reellen oder complexen) Coefficienten sein. 


§ 4. 
Verallgemeinerung der gewonnenen Resultate. 


Im Vorstehenden sind alle Schliisse nur so weit durchgefiihrt, 
als es néthig oder niitzlich schien, um zu dem zuletzt ausgesprochenen 
Satze zu gelangen. Dieselben sind aber sofort einer weiteren Ver- 
allgemeinerung fahig, welche dann eine bemerkenswerthe Anwendung 
auf die Untersuchung der natiirlichen Logarithmen gestattet. 

Es seien Z,, Z,, Z,,+-- irgend welche ganze Functionen der 
Gréssen zg; mit ganzzahligen Coefficienten. Die von einander ver- 
schiedenen Werthe, welche Z, durch Vertauschungen der 2; annimmt, 
mogen mit Z;, Z;", Z", -- + bezeichnet werden. Dieselben sind 
dann Wurzeln einer irreducibeln Gleichung mit ganzzahligen Coeffi- 
cienten, in welcher der Coefficient der héchsten Potenz der Unbe- 
kannten gleich Eins ist. Nach den zu Anfang von § 3. gemachten 
Erérterungen lassen sich auf die Gréssen 


(22) ye, Dea 
wieder die analogen Schliisse anwenden, wenn 
> am 6° + ek +- ek 4+... 
gesetzt wird. Es kann daher keine Relation von der Gestalt .bestehen: 


(23) O=—N +N Seat, Dee te:- 

Auf die Form der rechten Seite kann jede ganze Function der 
Gréssen (22) sofort gebracht werden; also folgt als Corollar, dass 
keine ganze Function der Grissen (22), insbesondere der Grissen M, 
in (21), welche rationale Coefficienten hat, verschwinden kann. 
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Uns kommt es mehr auf andere Folgerungen an. Es ergiebt sich 
nimlich, dass die als unméglich nachgewiesenen Relationen auch noch 
unmiglich sind, wenn man unter den N; beliebige algebraische Irrational- 
gahlen versteht. In der That, schreiben wir (23) in der Form 


N. Wind: 


und bezeichnen wir mit N,, N,”,---, V’, V"--- die Gréssen, welche 
aus N, bez. V entstehen, falls man die N; mit allen Gréssen ver- 
tauscht, die mit den N; zusammen Wurzeln algebraischer Gleichungen 
mit rationalen Coefficienten sind, so wiirde auch die Gleichung 


(N, — V)(N, — VN” — 9") - ++ a 0 


erfiillt sein miissen, wo links eine ganze Function der Zahlen (22) mit 
rationalen Coefficienten steht, also gerade wieder ein Ausdruck wie 
(23), von dem wir wissen, dass er nicht verschwinden kann. Ins- 
besondere ergiebt sich: Es kann keine ganze Function der M; mit 
algebraisch irrationalen Coefficienten verschwinden, ausgenommen (im 
Falle Xz, =) eine solche Function von M, allein. 

Eine derartige Relation aber wiirde nach (21) erfiillt sein, wenn 
e eine algebraisch irrationale Zahl wire. Hebt man noch, wie am 
Schlusse von § 3., die der Gleichung (13) zuniichst auferlegte Be- 
schrinkung auf, so folgt also: 


Ist 2 eine rationale Zahl (mS 0) oder algebraisch irrational, so ist 
e* eine transscendente Zahl. 

Und durch Umkehrung: 

Der natiirliche Logarithmus einer rationalen Zahl (die Einheit 
ausgenommen) oder einer algebraisch irrationalen Zahl ist stets eine 
transscendente Zahl. 

Auch hier haben wir die Ueberlegungen specieller gefasst als 
nothig wire, da wir zunichst die ausgesprochenen speciellen Siitze 
im Auge hatten. Man kann indessen Alles (mit Riicksicht auf die 
Erérterungen zu Anfang von § 3.) in folgendem allgemeinen Theoreme 
zusammenfassen : 

Ist eine Reihe algebraischer , von einander verschiedener Gleichungen 
von der Form (13) f,=0, f, = 0,-+--,f, = 0 mit beliebigen ganz- 
zahligen Coefficienten gegeben, sind dieselben stimmtlich irreducibel, wnd 
bezeichnet man mit Z;, Z;, Z;",--+ die Wurzeln der Gleichung f; = 0, 
mit N, beliebige rationale oder algebraisch irrationale Zahlen (die nicht 
stimmtlich gleich Null sind), so kann eine Gleichung der Form 


(24) M+ MDAtN, eat... +N Dem 0 


nicht bestehen; es sei denn, dass eine der ganzen Functionen f; einfach 
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Ueber die Zahl zx. 995 


mit 2 identisch ist, etwa f,—= 2, in welchem Falle die Gleichung (24) 
miglich wird fir N, = N,=---=—N,=—0, N, = — Nj. 

Dieser Satz wiederum fiihrt zu folgendem Resultate: 

Versteht man unter den 2; beliebige rationale oder algebraisch irra- 
tionale, von einander verschiedene Zahlen, und unter den N; ebensolche 
Zahlen, die nicht stimmtlich gleich Null sind, so kann keine Gleichung 
der Form bestehen: 

O= Ne? + Net + Nie? +---+ Ne. 

Bildet man nimlich das Product aller Ausdriicke, welche aus der 
rechten Seite dadurch entstehen, dass man die N; auf alle Weisen 
unter einander vertauscht, die z; aber mit denjenigen Gréssen ver- 
tauscht, die mit ihnen zusammen Wurzeln irreducibler Gleichungen 
sind, so ist dieses Product eben ein Ausdruck, wie er auf der rechten 
Seite von (23) bez. (24) erscheint; es kann also keiner seiner Factoren 
verschwinden. An der paarweisen Verschiedenheit der 2;, die beim 
Beweise vorausgesetzt wird, muss festgehalten werden; denn wiire 
z. B. 2, = 4, so wire die Relation : 

N,e* + Nie» =0 
erfiillt, sobald N, = — N,. 

Eine genauere Darlegung der hier nur angedeuteten Beweise be- 

halte ich mir fiir eine spiitere Veréffentlichung vor. 


Freiburg i. Br., April und Juni 1882, 





Anmerkung. Litteraturnachweise tiber die Zahl a findet man auch in 
Baltzer’s Elementen der Mathematik (Arithmetik, § 31., Planimetrie, § 13.). 
Den ilteren Beweisen fiir die Irrationalitiit von 2* hat Herr Hermite einen 
neuen hinzugefiigt: Borchardt’s Journal, Bd. 76, p, 342, 1873. 











Die Modulargleichungen der hyperelliptischen Functionen erster 
Ordnung fiir die Transformation fiinften Grades. 


Von 
Martin Krause in Rostock. 


Im 16'" Bande der Annalen ist gezeigt worden, wie sich unter 
Zugrundelegung eines bestimmten Repriisentantensystems die Constan- 
ten bestimmen lassen, die bei der Transformation fiinften Grades der 
hyperelliptischen Functionen erster Ordnung auftreten. Zu gleicher 
Zeit finden sich daselbst einige Relationen zwischen den Differential- 
quotienten der urspriinglichen und transformirten ungeraden Theta- 
functionen. Es soll nun im folgenden zuniichst ein neues Repriisen- 
tantensystem eingefiihrt werden. Dasselbe schliesst sich naher an die 
Repriasentantensysteme der elliptischen Functionen an und bietet den 
Vorzug, dass die Argumente und die Moduln der transformirten Theta- 
functionen sich einfacher durch die entsprechenden Gréssen der 
urspriinglichen Thetafunctionen ausdriicken lassen. 

Zweitens aber soll gezeigt werden, wie auf Grund der am ange- 
gebenen Orte gefundenen Resultate eine Reihe von Modulargleichungen 
fiir die Transformation fiinften Grades aufgestellt werden kann. 


§ 1. 
Hermite fihrt fiir eine Primzahltransformation x'*" Grades als 
Repriisentanten die Gréssen ein: 


11 0 0 0| |1 00 0) |x + 0 v | 


| \* 
}9 100) |O «i 0 010 o| low ee 
loo x0] |0010| |0 0 x —:| |0 01 0] 
000x| |\000x| |000 1} |o001) 


wobei die Zahlen i alle Werthe 0,1, ---,* — 1 durchlaufen kénnen. 
Es kann nun zuniichst gezeigt werden, dass an ihrer Stelle auch 
die Gréssen: 
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x000/ |x 000 |10 0 011000 
0%00| 0100).ji x 0 010100 
10010] o¢ «0| [001 08 #20 
lo 001 0001) | O-ix vi Ox 





als Repriisentanten eingefiihrt werden kénnen. 

Hierzu wiirde es geniigen, nachzuweisen, dass ein jeder der von 
Hermite eingefiihrter Repriisentanten durch lineare Transformation 
aus den zuletzt aufgestellten Grdssen abgeleitet werden kann. Die 
Art dieses Nachweises soll an einem Beispiele gezeigt, der Nachweis 
selbst dagegen nicht ausfiihrlich gebracht werden. 

. Wenn 


2 — vi’ =r mod. x. 


gesetzt wird und es ist » von Null verschieden, so folgt: 


jx OF fF) [10 0 0;|e 0 FF 
ea ft) 76 VT) eo we ee 
10 01 O|” lj gj” » O| |—§ —7”" & G|? 
1000 1 lf § Ow} |-j —j & a | 


wobei ‘die zweite Determinante rechts eine lineare Transformation 
darstellt. 


Die Gréssen j, j’, j”, C2, C3, dy, d, sind aus den Gleichungen zu 
bestimmen : 
H(e,¢ —¢,t’) +7 ( ®—7i") =i, 
x (i — ei) +i" Ci" —# )mi, 
x(d,t —di)+j (i —#®.) = —i, 
“(dt — d,i’) +7 ( ®? —7i") = — 7%’. 


Die Bestimmung ist eine eindeutige, wenn die Annahme hinzugefiigt 


wird, dass die Gréssen j, j’, j” positiv — die Null einbegriffen — und 


kleiner als x sein sollen. 
Wenden wir ferner die oben definirten Repriisentanten beziehungs- 

weise die Transformationen ersten Grades an: 
|1 00 0| |1 0 O00} 11 0 00 es 
0 100| 0 100 ai 1 00} /|01 O 
0010] |0 a 10} /0 0 10] jai ai’ 1 
0 


000 1 0 0 01] \ait’ 0-ail ai’ ai 


wo a eine Lésung der Congruenz ist:*) 


-— o-oo © 


ax =—1mod.8 


*) Siehe Crelle 67, pag. 99. 
Mathematische Annalen. XX. 
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so folgt, dass als Repriisentanten der 1 + x + x? + x° nicht iaquiva- 
lenten Classen die Gréssen gewihlt werden kénnen: 


I i Ill 
x 0 0 0| |x 0 0 0| | 1 0 0 ° | 
0 x 0 0) \0 1 0 0| |\i(ax+1) x 0 0 
001 0) (0 i(ax41) x 0 0 0 1 0, 
10 0 0 1) |0 0 0 1| | @(ax+1) 0 —i(ax+1) «| 
IV 

1 0 0 0} 

0 1 0 0| 

i(ax+1) i(ax+1) x 0 | 

i(ax+1) i(ax+1) 0 x | 


§ 2. 


Wir gehen jetzt zu dem speciellen Falle x —5 iiber. In dem- 
selben kann a = 3, mithin ax -+ 116 gesetzt werden. Fiir die 
auf diese Weise definirten Repriisentanten bleiben simmtliche Glei- 
chungen bestehen, die sich in der citirten Arbeit vorfinden. 

Unter diesen heben wir die Gleichungen (7) hervor, die mit der 
Zahl (1) versehen werden mogen. 


24) (04) 
DM — Dy 04 


J's 1 O14 Os6 0; 
WHA yA F, By + O14 + Oo4 @,’ 
(1) (02) 
(1) Sak, ie Se... Se 2 Se 
1D o3 Fig Fy Fi, Des Doe a, Oy,’ 
3 13 
Dip — Df Oss 


48 on ee ane 
1* B54 F, Fo, Dus Os, a; + Dog + Bos 


Nennen wir nun einen beliebigen Repriisentanten (v,w,2,2,), ver-_ 


stehen ferner unter (r,s,¢,u,) die zu ihm supplementiire Transformation, 
so findet stets eine Gleichung von der Form statt: 

(119 8, tts) = (U9 Wy’ 2’ 25°) (yb, ¢, ds), 
wo die erste Determinante rechts ein Repriisentant ist, wiahrend die 
zweite eine lineare Transformation darstellt. 

Wenden wir dann auf die Ausgangsgleichung, durch welche 
TI(v,, v,), fiir die Transformation (v,w,x,2,) als ganze Function der 
Gréssen #,(v,, V2), B, (v1, V2), Foo (V1, Vp), Byq (Vy, Vp) dargestellt wird, 
links und rechts die Transformation (r,s,¢,u,) an und ziehen die 
analogen Schliisse, wie fiir die urspriingliche Gleichung, so folgt, dass 
fiir den Repriisentanten (v,' w,'x,'2,') die Gleichungen bestehen miissen: 
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24 04 
Dg — De? 


























ae —* au Rvs wa a, 

8004 0024 00m, O04 = v Om + Oss 0,’ 
ar, OV, OY, OV, 

(1) __- 7 (02) 

ee oak — a 4 Me _ % _ Mus 

O02 09, 80, O00 Oo3 003 4 On? 
Or, OV, Or, OV, 

(3) (18) 

Dis — Ds ee aT ne’ bs Dog 4. <= oe 

O04, 00, 005 O03 Oss 0; a3 


ory, OU Or OU, 


Nun wird fiir die Reprisentanten I, II, III, IV resp. 


I ov, = 5», ; v = 5e,, 
IIo,’ = 5», 5 Up = Us, 
Ill v,) = v, + 16iv,; v,' = 5e,, 
IV vy, = », 3 Ua == Up. 


Verstehen wir daher unter g, eine Grésse, die fiir die Reprisentanten 
I, ll, Tl, IV — — was dasselbe sagen soll fiir r= 1,2,3,4 — 


resp. gleich 5, 1, 1, = wird, so folgt ganz allgemein die Gleichung: 


00, o0 00 00, ’ , , , , , , , 
Oy, x ~<a Ov, = 59, [0. (v, ) 03 (v2) rele Os(v, ) 0a (v, )) . 


Die Klammer auf der rechten Seite kann nach bekannten Formeln 
durch die transformirten Thetafunctionen ausgedriickt werden. 

Setzen wir diese Werthe in das Gleichungssystem (2) ein, so 
ergeben sich durch Vergleichung mit (1) fiir die verschiedenen Arten 
von Repriisentanten die Relationen: 


04 O14 Os 0; 
(Se + at + at — BE) 81M 8 


a a a a; 
= = tet “Ta ) O14 On, 9 » 





0. 00 4 O14 
(3 a= * ) P10 % % 
= Ir (2 + Oo hh og os O23 03 4 Or4y 





O34 05 Oss 4 
(ae — Be + Bh + BE) On Ms Pos Me 
@. a, a, 
eee 5 ( Ose aa a +> a il 2) 055 0; Oo3 Ogg - 


Mithin folgen fiir alle Repriisentanten die Modulargleichungen: 
16* 
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04 By Pag, O44 By Hyp F, + Ogg By yp FD, — 0,9, Fy Fs 
80440540; By 404 Ogg 0, - gq 404g, — B04 04405, 


(4) — 0 Pes Pe Pr4 + ra es Pe Fs — 04 Pes Fog Fa — Ou Pen Pus Ps 


Fos O03 9414 — Fog Ong 04014 — By Oy 003014 — B44 0g 003 % 
—— 931%; P25 Fog — 05 Py4 Fog Fog + Ong FqiF; Pog + 0s F3sFs Pog 


5405 0y5 093 — F504 02593 + F591 95003 + Pog ses Org 
Aus den Gleichungen: 








a 





(24 04 (1 (02 13 3 
Dee — nee, DD | DE 
(5) DF, F qT, Bog F039, P44 B54 F; Fog Bos 4 
i (24 04 (1) (02 (13) 3 
Dy’ —Dy? Dat D™ | DY—-DE _o 
040440549; O93 9394045 0340; O93 O03 


die fiir alle Repriisentanten gelten und aus den Gleichungen (1) und 
(2) unmittelbar herzuleiten sind, folgen unter Zuhiilfenahme der Glei- 
chungen (1) und (2) andere Formen der Modulargleichungen, die aber 
nicht so symmetrisch sind, wie die vorstehenden. Aus diesem Grunde 
mége von ihrer Aufstellung abgesehen werden. 


§ 3. 

Durch lineare Transformation folgen aus den aufgestellten Glei- 
chungssystemen vierzehn weitere Systeme. Dieselben entstehen aus den- 
selben durch einen Wechsel der Zeichen und der Indices. Wir kénnen 
diese Vertauschungen durch folgende Tabelle anschaulich machen: 

5, 34; 038, 23; 4, 14. 2,—23; 5, — 12; 14, Ol. 
12, —2; 5, — 23; 03, 34. 5; “Oh; WG; 0; 12, 14. 
5, 8; 0, OL; 34, 33. 12,— 23; 5, —2; 0, 4. 
12,—01; 5, —14; 4,34 03,—01; 5, —0; . ae 
. 4; 0, 2; 34, 14. 28, 14;—2, O1; — 03, 4. 

03, 14; — 0, 12; — 23, 4, 

0, 34; 23, — 01; 14, —2. 

0,23; 12, —4; 34, —Ol. 

34, 2; 12, — 03; 0, — 14. 

12,34; 4,—01; 08, —2. 

Aus den Relationen, die in der citirten Arbeit angegeben sind, 
kénnen noch andere Modulargleichungen abgeleitet werden. Dieselben 
haben nicht die einfache Form, wie die hier angefiihrten. Unter solchen 
Umstiinden sieht der Verfasser von ihrer Aufstellung ab. 


uo 


Rostock, den 27. Marz 1882. 
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Ueber cyklisch-projective Punktquadrupel in zwei collinearen — 
Raumen. 


Von 


H. Scuroerer in Breslau. 


In der Untersuchung von Herrn J. Liiroth: ,Ueber cyklisch-pro- 
jective Punktgruppen in der Ebene und im Raume“ (Math. Annalen 
Bd. XIII, S. 305) wird der Fall ausgeschlossen, dass im Raume die 
Anzahl der Punkte einer Gruppe » < 6 sei. Es scheint mir aber der 
Fall » = 4 von besonderem Interesse zu sein, weil die dabei auf- 
tretenden raiumlichen Configurationen eine gewisse Analogie darbieten 
mit bekannten Figuren in der Ebene. Da sich in jiingster Zeit die 
Aufmerksamkeit einiger Geometer auf jene riumliche Figur gelenkt 
hat, so erlaube ich mir, meine flteren Untersuchungen, deren Resul- 
tate ich bei Gelegenheit der Breslauer Naturforscher-Versammlung im 
Septemer 1874 mitgetheilt habe, hier im Zusammenhange darzustellen 
und eine allgemeine, . iibrigens wohl bekannte, Construction zweier 
collinearen Raéume vorauszuschicken, welche etwas abweichend von 
der Reye’schen (Geometrie der Lage II. Abth. 8S. 19) sich mehr an 
an die Moebius’sche (Barycentrischer Kalkul 8. 329) anschliesst, 

1. Nehmen wir zur Bestimmung zweier collinearen Raume R und 
R, finf Punkte 

a bede 
des ersteren willkiirlich an, doch so, dass keine vier derselben in einer 
Ebene liegen und lassen denselbei im anderen Raume R, fiinf be- 
liebige Punkte 
aM by G Dy &, 

von denen ebenfalls keine vier in einer Ebene liegen, entsprechen, 
dann ist die collineare Beziehung der beiden Riume R und R, durch 
diese fiinf Paare entsprechender Punkte vollstindig und eindeutig be- 
stimmt, und man kann jetzt zu jedem Punkte y des Raumes R den ent- 
sprechenden Punkt y, des Raumes R, auf folgende Weise construiren: 

Man wihle die drei Geraden: 


jab) jac] | be| 
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zu Axen dreier Ebenenbiischel im Raume R und 


[ayy] [ayy] [by cy 
zu Axen dreier Ebenenbiischel im Raume R,, und stelle drei pro- 
jective Beziehungen her zwischen den 
beiden Ebenenbiischeln, deren Axen |a6| und |a,6,| sind, den 

” ” ” ” |ac| und |, ¢,| > » 

” ” ” » |be| und |byc| 5 
diese projectiven Beziehungen sind jedesmal durch drei Paare ent- 
sprechend angenommener Ebenen fixirt; als entsprechende Ebenen in 
den beiden ersten Biischeln wahle man: 

[abc] und [a,b,c] 
[abd] und [a,b,d,] 
, [abe] und [a,b,e,] 
als entsprechende Ebenen in den beiden andern Biischeln: 
[ach] und fa, 1 5,] 
[acd] und [a, ¢c,d,] 
[ace] und [a,c e] 
und endlich-als entsprechende Ebenen in dem dritten Paar von Biischeln: 
[bca] und [b,c,a,] 
[bcd] und [b,c,d,] 
[bce] und [b,¢,¢,]. 

Dadurch sind die drei Projectivititen vollstiindig und eindeutig be- 
stimmt, und das Ebenenpaar [abc] und [a,6,c,] ist allen drei Pro- 
jectivitiiten gemeinschaftlich. Um nun zu einem beliebigen Punkte r 
des Raumes R den entsprechenden y, des Raumes R, zu construiren, 
bestimme man in den drei Paaren projectiver Ebenenbiischel die ent- 
sprechenden Elemente: 

|ab| (cedex) A [ay by] (ey dy ey 74) 

Jac] (dex) A {ay cy| (Od, e744) 

Ibc| (Cader) A [by ey] (oy dy ey 74)5 
ist mithin ¢ gegeben, so sind durch diese Projectivititen die drei 
Ebenen [a,6,x,] [a, ¢,x,] [6,¢,2,] zu construiren, also ihr Schnittpunkt 
r, ist gefunden. 

Durch diese Construction kann zu jedem Punkte + des Raumes R 
der entsprechende y, des Raumes Ft, gefunden werden mit Ausnahme 
der Punkte, die in der Ebene [abc] liegen und denen die Punkte in 
der Ebene [a,6,c,] entsprechen miissen; diese beiden Ebenen sind aber 
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die Trager zweier collinearen Felder, und zur collinearen Beziehung 
derselben haben wir bereits die drei Paare entsprechender Punkte a 
und a,, 6 und 6,, ¢ und ¢,; setzen wir noch fest, dass dem Schnittpunkte 
({abc], |de]) der Punkt ({a,6,¢,], |d,¢, |) 

entsprechen soll, so haben wir ein viertes Paar entsprechender Punkte, 
und durch diese vier Paare ist die collineare Beziehung der beiden 
Felder vollstindig und eindeutig bestimmt*), so dass nun auch zu jedem 
Punkte ¢ der Ebene [abc] der entsprechende Punkt x, der Ebene 
[a,6,¢,] in bekannter Weise construirt werden kann. 

Aus dieser Construction entsprechender Punkte der beiden colli- 
nearen Riume R und R, geht unmittelbar hervor, dass, wenn y eine 
Punktreihe auf einer Geraden g durchliuft, der entsprechende Punkt ry, 
eine projective Punktreihe auf einer Geraden g, durchlaufen muss. Denn 
sobald x auf der Geraden g sich bewegt, beschreiben die beiden Ebenen 
[aby] und [acy] zwei projective Biischel, folglich auch die beiden ihnen 
entsprechenden Ebenen [a,6,r,] und [a,¢,1,], welche bez. mit jenen 
beiden, also auch unter einander projectiv sind; diese beiden projectiven 
Ebenenbiischel, deren Axen sich in a, treffen, haben in der Verbin- 
dungsebene ihrer Axen zwei entsprechende Ebenen vereinigt, mithin 
liegen ihre Schnittlinien in einer Ebene (da die Biischel perspective 
Lage haben); der Punkt x, bewegt sich also in einer festen Ebene. 
Da ferner in gleicher Weise die Ebenen [aby] und [bcy] zwei projective 
Ebenenbiischel beschreiben, so liegt x, noch in einer zweiten festen 
Ebene, mithin auf einer Geraden g,, auf welcher er, wie ersichtlich ist, 
eine mit der von y beschriebenen projective Punktreihe durchliuft. 

Es entspricht also einer Geraden g in dem Raume FR eine Gerade 
g, in dem Raume F,; nehmen wir zwei Gerade g und h, die sich in 
y begegnen, so entsprechen ihnen zwei Gerade g, und h,, die sich in 
y, treffen miissen, also in einer Ebene liegen. Es entspricht daher 
jeder Geraden, die in der Ebene [gh] = & liegt, wieder eine Gerade, 
die in der Ebene [g,h,] = &, liegen muss; die Ebenen § und &, sind 
daher einander entsprechende Elemente der beiden collinearen Raiume 
und, wie unmittelbar aus der Construction folgt, die Traiger zweier 
collinearen Felder riicksichtlich ihrer Punkte oder Strahlen; der Ge- 
raden g als Axe eines Ebenenbiischels entspricht die Gerade g, als 
Axe eines projectiven Ebenenbiischels, den Geraden einer Regelschaar 
die Geraden einer mit jener projectiven Regelschaar u. s. w., wie es 
die Natur der beiden collinearen Riume erheischt. 

(Es braucht kaum erwihnt zu werden, dass sich in durchaus 
analoger Weise die Construction zweier in reciproker Verwandtschaft 
*) Siehe H. Schroeter, Theorie der Oberfliichen zweiter Ordnung und der 
Raumcurven dritter Ordnung, Leipzig 1880, Seite 346, 
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stehender Riume bewerkstelligen lisst, bei denen ungleichartige Elemente, 
Punkt und Ebene, u. s. w. einander entsprechen.) 

Da zwei Raume R und R, als einander durchdringend angesehen 
werden miissen, indem beide nur denselben dreifach ausgedehnten un- 
endlichen Raum erfiillen, so bietet sich sogleich die Hauptaufgabe 
dar, die Doppelelemente der beiden collinearen Riume R und R, zu 
finden und zwar zuniichst soleche Punkte des Raumes R, die mit ihren 
entsprechenden des Raumes R, zusammenfallen d. “h. incident sind. 

Drehen wir um jab] eine veriinderliche Ebene §, so wird die ent- 
sprechende Ebene &, sich um |a,6,| drehen, und die beiden von & und 
§, beschriebenen Ebenenbiischel werden projectiv sein, also die Schnitt- 


linie |€&,| wird eine Regelschaar eines Hyperboloides H;” durchlaufen, 


welcher die Erzeugende |{abc], [a,6,¢,]| = s angehért. Drehen wir in 
gleicher Weise um | «c| eine verinderliche Ebene y, deren entsprechende 
y, sich um | 4, ¢,| dreht und ein projectivisches Ebenenbiischel beschreibt, 
so wird |n,| eine Regelschaar eines zweiten Hyperboloids H3” durch- 
laufen, welcher ebenfalls s als Erzeugende angehoért. Die beiden Hyper- 
boloide Hf und H$, welche die Erzeugende s gemeinschaftlich haben, 
schneiden sich daher in einer Raumcurve dritter Ordnung C2, fiir welche 
s eine Secante ist. 

Drehen wir endlich um |bc! eine dritte Ebene €, deren ent- 
sprechende €, sich um |6,c,| drehen und ein mit dem von € beschrie- 
benen projectives Ebenenbiischel beschreibt, so durchliuft |££,| eine 
Regelschaar eines dritten Hyperboloids Hj”, welcher ebenfalls s ange- 
hért. Die beiden Hyperboloide H{” und H schneiden sich daher 
ausser in s noch in einer Raumeurve dritter Ordnung Cf, fiir welche 


s Secante ist. Wir haben nun auf dem Hyperboloid H{” zwei Raum- 


curven Ci und of, die beide derjenigen Regelschaar von Hi}, wel- 


cher s angehért in je zwei Punkten begegnen, folglich haben die 
beiden Raumeurven C{ und C!? im Allgemeinen vier Punkte gemein- 
schaftlich (a. 0. a. O. S. 249), die auch imaginiir sein kénnen. Jeder 
solehe Punkt muss die Eigenschaft besitzen, dass durch ihn 6 Ebenen 
En &.,€, gehen, folglich muss er ein sich selbst entsprechender Punkt 
der beiden collinearen Raume sein. Durch diese vier Punkte muss 
natiirlich auch die Raumcurve C§), die Schnitteurve der beiden Hyper- 
boloide H{ und H”, welche s zur gemeinsamen Erzeugenden haben, 
hindurchgehen. 

Wir haben also gesehen, dass zwei collineare Riume R und R, 
im Allgemeinen vier Doppelpunkte haben und wie dieselben gefunden 
werden kénnen. Sind alle vier Doppelpunkte reell, so sind die vier 
Ebenen, welche je drei von ihnen verbinden, Doppelebenen der beiden 
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collinearen Raume (d. h. solehe Ebenen, die sich selbst entsprechen) 
und die sechs Geraden, welche je zwei von ihnen verbinden, Doppel- 
gerade der beiden collinearen Raume. 

Durch diese vier Doppelpunkte der beiden collinearen Riaiume 
gehen offenbar alle Hyperboloide, welche von irgend zwei entsprechen- 
den Ebenenbiischeln erzeugt werden. Jede Schnittlinie zweier ent- 
sprechenden Ebenen ist aber gleichzeitig Verbindungslinie zweier ent- 
sprechenden Punkte der collinearen Riiume; denn wird die Schnittlinie 
|E&,| = s —¢, als im Raume R und im Raume R, liegend aufgefasst, 
so entspricht ihr s, im Raume R, und ¢ im Raume R; da aber s in 
der Ebene & liegt, so muss .s, in der Ebene &, liegen, also ¢, treffen 
und ebenso muss ¢ die Gerade s treffen; es entsprechen sich also die 
Punkte (s¢) und (s,¢,), deren Verbindungslinie die Gerade s = ¢, ist. 

Alle Hyperboloide, welche von irgend zwei entsprechenden Punkt- 
reihen der beiden collinearen Riume erzeugt werden, fallen daher mit 
den vorhin aufgefassten Hyperboloiden zusammen, 

Nachdem diese allgemeinen Betrachtungen vorausgeschickt sind, 
gehen wir nun dazu itiber, zwei collineare Riume herzustellen durch 
besondere Annahme von Elementenpaaren, welche die collineare Be- 
ziehung bestimmen. 

2. Nehmen wir vier Punkte im Raume an, die nicht in einer 
Ebene liegen und bezeichnen dieselben in doppelter Weise folgender- 
massen ! 

a=b, bey, c—Hhi, D—Q, 
so kénnen wir die vier Punktepaare: 
Ad,, bby, coy, dd, 
als entsprechende Punkte zweier collinearen Riume auffassen und ein 
beliebiges fiinftes Paar: 
y uid y»,, 
(die mit keinen drei der friiheren Punkte in einer Ebene liegen) hin- 
zufiigen; durch diese fiinf Punktepaare ist alsdann die collineare Be- 
ziehung der Riume R und R, vollstandig und eindeutig bestimmt, 
und die obige Construction verstattet uns, beliebig viele andere Paare 
entsprechender Punkte herzustellen. 
Benennen wir zunachst den Punkt 
yi =F 
und construiren den dem Punkt x entsprechenden Punkt y,, so gilt 
die Projectivitit: 
}ab| (cdyr) A [by] (O91 41) 
oder wegen der obigen Identititen: 


AK |da| (ber); 
es folgt also: 
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}ab| (dexry) A dal (berr,), 
und da die Axen der beiden projectiven Biischel sich im Punkte a 
treffen, die Verbindungsebene ihrer Axen [abd] ferner zwei entsprechende 
Ebenen der Biischel vereinigt, haben die beiden Biischel perspective 
Lage; es miissen daher die drei Geraden: 

[abc], [adc]] = |ac| 

Lab], [adr]| = jar! 

[aby], [adr,]) 
in einer Ebene liegen, oder was. dasselbe sagt, die drei Ebenen: 

[acr] [aby] [adr] 
miissen sich in einer durch a gehenden Geraden schneiden; nun sind 
aber die beiden ersten Ebenen gegeben, also auch ihre Schnittlinie : 

\{facr] [aby]| —d. 
Die Ebene [pd] muss daher durch den gesuchten Punkt x, gehen. In 
gleicher Weise finden wir zur Bestimmung von yx, eine zweite Be- 
dingung durch die Projectivitat: 

[be] (Daye) A |b, cy| (D4 0,9 44) 
ZK | ab | (corr) 
Ibe] (adry) A | ab | (cdxrz,), 

woraus in gleicher Weise folgt, dass die drei Ebenen: 


[bdr] [bey] [bar] 

sich in einer durch 6 gehenden Geraden schneiden miissen. 
Die beiden ersten Ebenen sind wiederum bekannt, also auch ihre 

Schnittlinie: 

[box], [bey]| =a 
die Ebene [aa] muss daher durch den gesuchten Punkt x, gehen. Wenn 
wir in dieser Weise fortfahren, so brauchen wir nur die Buchstaben 
abcd cyklisch fortzusetzen und erhalten dadurch schon vier Ebenen 
in welchen x, liegen muss, also mehr als zu seiner Bestimmung noth- 
wendig ist. Wir erhalten nimlich die vier Geraden: 


|(boxr], [bcy]| =a 

I[car], [cdy]| —b 

|[obr}, [ban]| =e 

i[acr], [aby]|—d 
und die vier Ebenen [aa] [bb] [ce] [pd], welche sich in dem gesuchten 
Punkte rx, treffen miissen. 


Wir haben hierdurch beiliufig folgenden elementar-stereometrischen 
Satz gefunden: 
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Hat man irgend sechs Punkte im Raume 
abedry 
von denen keine vier in einer Ebene liegen, und bestimmt man die 
Schnittlinien der Ebenen: 
[box], [bey]| =a 
[car], [cdy]| = b 
[dbx], [day]| =e 
i[acx], [aby]| =, 
so schneiden sich die vier Ebenen: 
Bie [na] [60] [ce] [bd] 
in einem Punkte. 


Wir kénnen aber noch andere Bedingungen zur Bestimmung des 
Punktes y, aufstellen; es findet nimlich wegen der collinearen Beziehung 
auch die Projectivitat statt: 


jac| (dH) AV [yey | (O,d, 974) 
A | 0b | (ern) 
Jacl (dobry) A | db | (ace x); 
folglich haben die vier Schnittlinien entsprechender Ebenen dieser 


beiden projectiven Biischel hyperboloidische Lage (oder gehéren einer 
Regelschaar an); diese vier Geraden sind: 


jad| [be] |{aex], [bdr]] |[acy], (box,]| 
und da der Punkt ¢ auf der dritten dieser Geraden liegt, so muss der 
durch y gezogene Strahl, welcher den beiden ersten gleichzeitig be- 
gegnet, auch der vierten begegnen, d. h. die beiden Geraden: 
[adr], [bex}| und |[acy], [bdx,}} 
miissen sich begegnen, folglich die vier Ebenen: 


[adr] [ber] [acy] [bdx,] 
durch einen und denselben Punkt gehen; derselbe ist bereits bestimmt 
durch die drei ersten Ebenen, welche bekannt sind; verbinden wir ihn 
wit 6», so erhalten wir eine neue Ebene, welche den gesuchten Punkt 
y, enthalten muss. 

Wir haben endlich noch eine letzte Projectivitit zur Bestimmung 
von y,, namlich: 
[bd] (mene) A [by D4] (oy C194 24) 

A | ac| (0 brr) 
|bd| (cary) A | ac| (Ob rx) 


woraus folgt, dass die vier Geraden: 


jcd| jab] |[bdx], Cacr]| |[boy], [acriJ]| 
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einer Regelschaar angehéren und daher die beiden Geraden: 


iCedr], [abr}| |[bon], [acry]] 
sich begegnen, d. h. die vier Ebenen: 


(edr] [abr] [body] [acy] 

durch einen und denselben Punkt gehen; dieser ist bereits bestimmt 
durch die drei ersten Ebenen, verbinden wir ihn mit |ac|, so erhalten 
wir eine neue Ebene, welche den gesuchten Punkt y, enthalten muss. 
Es kommen demgemiiss zu den friiheren vier Ebenen noch zwei neue, 
im Ganzen sechs Ebenen, welche den gesuchten Punkt yx, enthalten, 
und von denen drei schon zu seiner Bestimmung ausreichen. 

Wir kénnen nunmehr in thnlicher Weise den Punkt » gleichzeitig 
als dem Raume RF, angehérig bezeichnen: 

Y= 

und den ihm entsprechenden Punkt 3 des Raumes R aufsuchen; auch 
fiir diesen werden wir sechs Bedingungen ermitteln, von denen drei 
zu seiner Bestimmung ausreichen. Aus den Projectivititen: 


| ay By | (ey Dy 434) ZA [ab] (cd 3) 
|da| (bexry) A |ab| (dc3y) 
folgt, dass die drei Ebenen: 
[acy] [adr] [ab3] 


sich in einer durch a gehenden Geraden schneiden und in gleicher 


Weise 
[boy] [bax] [bea] 
in einer durch 6 gehenden Geraden, ferner 
[cay] [cbr] [cdg] 
in einer durch ¢ gehenden Geraden und endlich 
[>by) [dex] [d.09] 
in einer durch » gehenden Geraden; bezeichnen wir daher die vier 
Schnittlinien: ) 


oder 


\[obx], [der]| =a’ 
\[acy], [adx]| =o 
|[bdy], [bar]| =o 
[cay], [cbr]| =a 


so schneiden sich die vier Ebenen: 


[aa] [bd] [ce] [od] 
in dem gesuchten Punkte 3, wodurch dieser schon mehr als bestimmt 
wird. 
Indessen kénnen wir zur Bestimmung des Punktes 3 noch zwei 
weitere Bedingungen angeben. Es gilt die Projectivitat: 
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Cyklisch projective Punktquadrupel. 
1% Cy | (by D5 131) ZA Jac] (bdy3) 
|b] (acry) ZX lac] (ob3y) 


woraus folgt, dass die vier Geraden: 


jad| |be| |[oby], [acy]| |[obx], [acg)| 


einer Regelschaar angehéren, also die vier Ebenen: 


[ady] [bey] [dbx] [acs] 
durch einen und denselben Punkt gehen; dieser ist durch die drei 
ersten bekannten Ebenen bereits bestimmt; verbinden wir ihn mit |ac|, 
so erhalten wir eine neue durch 3 gehende Ebene. In gleicher Weise 
erkennen wir endlich, dass die vier Ebenen: 


[bay] [cdy} [ocr] [bog] 
durch einen Punkt gehen miissen, welcher durch die drei ersten Ebenen 
schon bestimmt wird und mit |6d| verbunden eine neue durch ; gehende 
Ebene liefert. 
Nachdem wir auf diese Weise die den gegebenen Punkten 


oder 


=}, und y=? 
entsprechenden Punkte 3 und 1, ermittelt haben, wollen wir weiter 
den dem Punkte 
3= t, 
entsprechenden Punkt t construiren. Zu diesem Zwecke erinnern wir 
uns, dass die vorigen drei Ebenen: 


[acy] [adr] [0b3] 
sich in einer durch a gehenden Geraden schnitten, also, wenn wir die 
Buchstaben durch die mit ihnen identischen gestrichenen ersetzen: 
[b,O; 3) (brary) [yc ty) 
sich in einer durch 6, gehenden Geraden schneiden, mithin die ihnen 
collinear entsprechenden 


[bd3] [bay] [bet] 


sich in einer durch b gehenden Geraden schneiden miissen. In gleicher 
Weise erhalten wir noch drei andere Bedingungen zur Bestimmung 
von t, also im Ganzen folgende vier: 


[bd3] [bay] [bct] schneiden sich in einer durch 6 gehenden Geraden 


[c a3] [c by] [cot] ” ”? ” ” ” C ” ” 
[> 63] [d C y] [d a t] ” ”» » ” ” d ” ” 
[acg] [ady] [abt] ” ”» 9» » » ” ” 


Nun haben wir aber andererseits gesehen, dass die vier Ebenen: 


[bd3] [bay] [cdy] [acy] 
durch einen Punkt gehen, woraus folgt, dass die Ebene [bct] auch 






































240 


H. Scnroerer. 


durch diesen Punkt gehen muss, welcher von c verschieden ist. Da 
nun die drei Ebenen 


[cdy] [car] [cbt] 
durch den eben genannten Punkt gehen und ausserdem einen zweiten 
Punkt ¢ gemeinschaftlich haben, so gehen sie durch eine und dieselbe 
Gerade. Wir haben also gefunden, dass die Ebenen : 


[cd] [eax] [cbt] sich in einer durch ¢ gehenden Geraden schneiden 


[day] [dbx] [dct] , » 4 » OO ” ” ” 
[aby] [acr] [adt] , 5, » » ” ” ” 
[bcy] [bdr] [bat] ,, » 5, »n 5b ” ” ” ? 


wodurch der Punkt t mehr als bestimmt ist. 

Vergleichen wir aber diese Bedingungen, welche den Punkt t be- 
stimmen mit den anfinglichen, welche zur Bestimmung des Punktes 
x, dienten, so erkennen wir, dass sie mit ihnen identisch sind, folglich 
coincidirt der Punkt t mit x, und wir haben 


_ t os th ’ 
Nunmehr stellt sich ein dem urspriinglich angenommenen gleichbe- 
deuteNdes Quadrupel heraus: 


FEHR Pe y gmt, t—74Z,; 
dessen Ecken ebenfalls aus vier Paaren entsprechender Punkte ry,, 
YY), 3315 tt, der beiden collinearen Riiume bestehen, die in cyklischer 
Weise einander folgend incident sind. 

Wir schliessen hieraus, weil das zur Bestimmung der collinearen 
Beziehung gewiahlte fiinfte Paar entsprechender Punkte yy, ein durch- 
aus willkiirliches war, folgendes Resultat: 

Wenn zwei collineare Réiwme derart liegen, dass einmal von den 
vier Paaren entsprechender Punkte aa,, bb,, cc, 0d, die Punkte 


ab, b= ¢, C=), d= a, 


incident sind, so ist dies immer der Fall d. h. wenn man mit einem 
beliebigen Punkte in beiderlei Sinn der collinearen Beziehung aufgefasst 


r=) 


beginnt, den entsprechenden \ =3,, den zu 3, entsprechenden 3 =t, 
und den zu t, entsprechenden t ermittelt, so coincidirt dieser mit 1, 
d.h. t=—y;,. 

Dass in abnlicher Weise der allgemein giiltige Satz erwiesen wer- 
den kann, soll hier nur beilaiufig bemerkt werden. 

3. Nennen wir zur Abktirzung zwei in dieser besonderen Lage 
befindliche collineare Raiume in ,,Quadrupellage“, so zeigen zwei beliebig 
herausgenommene Quadrupel derselben, wie die obigen 
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abed ryat 
By cy D4 Ys drt, 
eine eigenthiimliche Beziehung zu einander. 
Wir haben namlich oben (2.) gesehen, um nur eines der erhaltenen 
Resultate herauszunehmen, dass die drei Ebenen: 


[abs] [acy] [adr] 
sich in einer durch a gehenden Geraden schneiden miissen. Aus diesem 
einzigen Resultat kénnen wir alle iibrigen gleichartigen abschreiben, 
indem wir einmal die Buchstaben abc» und zweitens auch die Buch- 
staben x13 cyklisch fortschreiten lassen; wir erhalten dadurch 16 
gerade Linien, in denen je drei Ebenen sich schneiden, und wir kénnen 
diese Geraden folgendermassen zusammenstellen: 


[ab3] [acy] [adz] schneiden sich in gy, 


[abt] [ace] [ady] ” » 99 Gai 
[abr] [act] [ad3] ” » » Jae 
[aby] [acer] [adt] ” » 9» Gas 
[beg] [bdy] [bar] ” » » Jb 
{bet} [bd3} [bay] ,, » » Jos 
[ber] [bot] [ba3] ” ” » G63 
[bcy] [bdx] [bat] " » 9 Joa 
[cd3} [cay] “[cbxy]  » » » Jeo 
[cbt] [cag] [cb] ” ” » Js 
[cdr] [eat] [cb] ” » 9 Gea 
[cdy] [car] [cbt] ” » 9 Ger 
[daz] [dby] [der] ” » 9 Gros 
[dat] [db3] [dey] ” » 9 Goa 
[bax] [dbt] [de3] ” » 9» Got 
[day] [dbx] [det] ” » 9» Go2- 


Aus dieser Zusammenstellung lesen wir nun sofort ab, dass die vier 
Geraden: 


Jot Jo1 Jct Goi 
gleichzeitig den vier Geraden: 
jax] [bt] [eg] [dy] 
begegnen. Diese vier Paare von Geraden gehéren also den beiden Regel- 
schaaren eines Hyperboloids Hj” an; ebenso begegnen 
Ja2 9o2 Gc2 Gre 
gleichzeitig allen vier Geraden: 
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Jay| |br| [et] - |d3\5 
diese gehéren also den beiden Regelschaaren eines zweiten Hyper- 
boloids H3” an; ferner begegnen 


Jas 963 Gcs Gos 
gleichzeitig den vier Geraden: 
}a3] by! Jer] [dts 
diese acht Geraden gehéren also den beiden Regelschaaren eines dritten 


Hyperboloides Hs” an und endlich begegnen 


Jos Jos Yra Goa 
gleichzeitig den vier Geraden: 
Jat} |63] |ey| lor]; 
diese acht Geraden gehéren also den beiden Regelschaaren eines vierten 
Hyperboloids Hf” an. 

Wir kénnen also folgendes Resultat aussprechen :: 

Irgend zwei Quadrupel zweier in Quadrupellage befindlichen collinearen 
Réiume bilden allemal zwei Tetraeder, die gleichzeitig auf vier ver- 
schiedene Arten hyperboloidisch liegen und zwar gehiren, wenn 

abcd und ryzt 
die beiden Quadrupel sind, je vier Verbindungslinien der Ecken: 

Jar] [bt] [eg] |dy| 

jay| [br] jet] |d3| 

|a3} }by| jer] [dtl 

Jat] [63] ey] [dx] 
immer einer Regelschaar an, wobei diese vier Fille in einander iiber- 
gehen durch cyklische Fortsetzung der Punkte des einen oder des andern 
Quadrupels. 

Wenn man von dem ersten Hyperboloid H{, auf welchem die 

vier Geraden liegen: 

lax] |bt| [eal dy] 
die collinear entsprechende Figur aufsucht, so erhilt man ein Hyper- 
boloid, dessen einer Regelschaar die vier Geraden: 


fay ry] [By ty] eps] | de, 


[dt] = jag], = [by] fer 
angehéren, also das Hyperboloid H;”; fassen wir dagegen die vier 
Geraden: 


oder 


jar} |bt} |e3l [dy] 
als dem Raume R, angehdrig auf und schreiben sie demgemiiss so: 
Byes] ler ea] [Oaty| [meas 
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dann entsprechen ihnen im Raume R die vier Geraden: 
, [by| Jer] [dt] [asl 
welche wiederum auf dem Hyperboloid Hj liegen. 


Die beiden Hyperboloide H® und H§ sind daher entsprechende 
Figuren der collinearen Réume in beiderlet Sinn der Beziehung. 

Dasselbe zeigt sich fiir die beiden Hyperboloide Hj? und H?. 
Die acht Punkte abcd ¢»3t, durch welche die vier Hyperboloide 
H{’ HY Hy H? gehen, bilden entweder eine Gruppe von acht asso- 
ciirten Punkten, durch welche unendlich viele Raumecurven vierter 
Ordnung und erster Species hindurchgehen, oder es geht nur eine ein- 
zige solche Raumcurve C durch dieselben, welche sie bestimmen. 

In der That ist das letztere der Fall, wie wir leicht auf folgende 
Art erkennen: Bildeten nimlich die acht Punkte abcd ry 3t eine 
Gruppe von acht associirten Punkten, so miisste, wenn wir durch 
die sechs Punkte abcdy 3 eine Raumcurve dritter Ordnung C® hin- 
durchlegten, die Verbindungslinie |yt| eine Secante derselben sein 
(a, o. a, O. 8. 705); die beiden Secanten |13| und |1y3| der Raumeurve 
C® mit den vier Punkten a 6 ¢ > derselben verbunden, miissten daher 
zwei projective Kbenenbiischel liefern, d. h. es miisste 


ir3! (abed) A yt] (abcd) 


[yt] (abed) A |, ty] (a,b,c, 04) 
wegen der Collinearitiét ist und 

Dat, | (ay by cy 04) = |xg] (Dabe) 
identisch ist, so miisste 

r3| (abcd) A [x3] (babe) 

sein, was offenbar im Allgemeinen nicht der Fall ist, folglich werden 
auch die acht Punkte abcd und ryt im Allgemeinen nicht eine 
Gruppe von acht associirten Punkten bilden, sondern eine einzige 
Raumcurve C™ bestimmen. Diese muss daher auf allen vier Hyper- | 
boloiden H{” H}? HY H? gleichzeitig liegen und wir haben das Re- 
sultat : 

Die vier Hyperboloide Hf Hs? Hf Hf? gehiren einem Biischel 
an, d. h. sie schneiden sich in einer und derselben Raumcurve vierter 
Ordnung und erster Species C , welche durch die acht Punkte der beiden 
Quadrupel gerade bestimmt wird. Diese Raumcurve C“ entspricht sich 
selbst in beiderlei Sinn der collinearen Beziehung, 4. h. der irgend 
einem Punkte derselben entsprechende Punkt in dem einen oder dem 
andern Sinne der collinearen Beziehung liegt wieder auf ihr. 

Nehmen wir daher irgend einen Punkt der Raumcurve C etwa 
» = 4,, so liegen auch die entsprechenden Punkte », und q auf ihr, 


sein; da aber 
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und betrachten wir q = 1,, so muss, wenn der entsprechende r = 8, 
ist, der Punkt 3 wie wir wissen, mit p, incident sein, aber auch auf 
C® liegen, weil 3, auf C™ liegt. 

Wir kinnen also auf der Raumceurve C unendlich viele neue 
Quadrupel 

i ea 
Ty Ty 8, Py 
herstellen, indem wir von irgend einem Punkte » = 4, derselben ausgehen- 

Dies lisst sich auch anders ausdriicken: 

Legen wir durch die Raumeurve C\, welche durch zwei Qua- 
drupel der collinearen Riiume bestimmt wird, ein beliebiges Hyperboloid 
und trifft eine durch a gehende Erzeugende desselben die C zum 
andern Mal in », so erhalten wir ein von dem Punkte » ausgehendes 


pqrs 

uadrupel 
9 ? fake 
abeod 


by c,d, a, 


) zu dem von dem Punkte a ausgehenden Quad- 


) und beide liegen auf C™; die vier Verbindunglinien 


lap] [63] |er| |dq| 
liegen aber auf einem durch C gehenden Hyperboloid; da es nun 
durch |ap| und die Raumcurve C nur ein einziges Hyperboloid giebt, 
so miissen auf demselben auch die drei Geraden | 63], |cr|, |dq| 
liegen. Wir schliessen also: 

Wenn man durch eine Raumeurve C“, die durch zwei Quadrupel 
der collinearen Réwme bestimmt wird, ein beliebiges Hyperboloid legt 
und durch die vier Punkte des einen Quadrupels vier Erzeugende der- 
selben Regelschaar des Hyperboloids zieht, so treffen sie die C® zum 
andern Male in je vier Punkten eines neuen Quadrupels. 

Hieraus folgt z. B., dass die vier Geraden, welche oben bezeich- 
net waren 


rupel ( 


Jot GJo1 Jot Goi,» 
und die einer Regelschaar des Hyperboloids H{” angehéren, der C 


in vier neuen Punkten eines Quadrupels begegnen miissen, auf die wir 
sogleich noch naher eingehen wollen. 
4. Wir haben oben (2.) gesehen, dass die vier Ebenen: 
[adx] [ber] [acy] [bot] 
durch einen Punkt laufen, (wo der Buchstabe t an Stelle des incidenten 
r, gesetzt ist); da wir ferner wissen (3.), dass die drei Ebenen: 
Ladx] [bdt} [cd3] 
sich in einer Geraden g); schneiden und die drei Ebenen: 
[bex] [bot] [bag] 
sich in einer Geraden gy; schneiden, so folgt, dass die sechs Ebenen: 
[adr] [ber] [abs] [cds] [acy] [bot] 


sammtlich durch einen und denselben Punkt laufen. 
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Wir erhalten hieraus, wenn wir entweder mit den Punkten abcd 
oder mit den Punkten ry 3t cyklisch fortfahren, vier neue Punkte: 

[adr] [ber] [abg] [cd3] [acy] [bdt] gehen durch einen Punkt p 
[ad3] [bea] [abr] [cdr] [act] [bdoy) » » » » 8 
[adt] [bet] [aby] [cdy] [ocr] [6o3) » 4» » » Gs 


Wenn wir zu diesen vier Punkten die entsprechenden aufsuchen, 
so finden wir z. B. », als den Durchschnittspunkt der sechs Ebenen: 


Loy d0y) POycyey) [obras Cer dean) (oreyy,) [by d, t,) 
oder in den gleichwerthigen Buchstaben: 
[dct] [abt] [day] [bey] [dbx] [ac] 
d. h. der Punkt 3, also 
py, = 8 
und in gleicher Weise finden wir 
§,=T eee "i=? 
also haben wir ein neues Quadrupel : 
pq s 
G1 Ty 9 Py 
aus den beiden ersten Quadrupeln abgeleitet; ferner erkennen wir aus 
der obigen Tabelle 3., dass die je vier Geraden: 
Jas Yes Yee Qvi durch den Punkt p gehen 
Jas GJo2 Jor Goa » » 4G ” 
Ja2 Jo1 Jct Gos » ” » %v ” 
Jar Goa God Gre yy ” » 8 ” 
Wir haben also identisch: 
Jar = |03) Jax=\At| Jas= |Aq| Gas= lap) 
Jor br) goo—= bq) gos |bp| gos = |b8| 
G1 = leq] go=lcp| ges led) gea = lcr} 
Joi = |dp| Joo= 03! Pos—= dt] Jru=|dq| 
und da die vier Geraden gai go1 Jc1 Jo. einer Regelschaar des Hyper- 
boloids H{ angehéren, so liegen auch die vier Punkte pq 18 auf 
‘demselben; da aber auch die Geraden ga29529c29p2 einer Regelschaar 
des Hyperboloids H,'* angehéren, so liegen gleichzeitig »qr3 auf dem - 
Hyperboloid H,®, also auf der Durchschnittslinie beider Hyperboloide, 
d. h, auf der Raumeurve C“). Wir kénnen also sagen: 

Irgend zwei Quadrupel der collinearen Raume liegen auf vierfache 
Weise hyperboloidisch; durch die Punkte des einen Quadrupels gehen in 
jedem der vier Hyperboloide je vier Erzeugende der jedesmaligen andern 
17* 
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Regelschaar. Diese sechszehn Erzeugenden laufen zu je vieren durch 
vier Punkte, welche ein neues Quadrupel bilden auf derjenigen Raum- 
curve C), welche durch die beiden gegebenen Quadrupel bestimmt wird. 
In gleicher Weise kénnen wir von dem Quadrupel y13t ausgehend 
zu einem neuen Quadrupel auf C) gelangen. Aus der collinearen 
Beziehung der beiden Riume R und R, folgt die Projectivitat: 


[ab] (rygt) A [ay by| (rads dati l, 


oder A |da| (try) 
also auch A [045 | (ty 049131) 
oder A |cbd| try) 
woraus folgt hab] (rygt) A |ed| (ryat); 


diese Projectivitit liefert vier Strahlen einer Regelschaar; da aber die 
beiden Ebenen [aby] und [cdr], welche den Punkt y gemein haben, 
gleichzeitig, wie wir oben gesehen haben, durch den Punkt r gehen 
und analog fiir die tibrigen Ebenenpaare, so folgt, dass die beiden 
projectiven Ebenenbiischel: 


Jab} (rygt) A [ed| (ryst) 
ein Hyperboloid erzeugen, auf welchem die vier Geraden: 
irr] [pq] [ap| |t3| 
einer Regelschaar angehéren, was auch daraus folgt, dass die Punkte 
pqrs und yy3t zwei Quadrupel bilden. 


In gleicher Weise erhalten wir noch ein zweites Hyperboloid 

durch die Projectivitat : 
[be| (ry gt) A \ad| (rst), 
auf welchem die vier Geraden: 
inp] |y8| [ar] [ta 

einer Regelschaar angehdren. Diese beiden Hyperboloide schneiden 
sich natiirlich, da sie durch alle drei Quadrupel abcd, ry3t, pars 
hindurchgehen, in der Raumcurve C“ und sind, wie unmittelbar ein- 
zusehen ist, entsprechende Figuren der collinearen Riume in beiderlei 
Sinn der Beziehung. 

Wir kénnen dies Resultat so aussprechen: 

Ein Quadrupei der beiden collinearen Rédume liefert ein in 


bestimmtem Sinne zu durchlaufendes windschiefes Vierseit, dessen ‘ 


Seiten je zwei entsprechende Punkte der collinearen Riiwme  verbinden. 
Dieses Vierseit hat zwei Paar Gegenseiten. Verbindet man ein Paar 
Gegenseiten mit denselben vier Punkten eines zweiten Quadrupels durch 
Ebenenpaare, so erhdlt man zwei projective Ebenenbiischel, die ein 
Hyperboloid erzeugen. Verbindet man das andere Paar Gegenseiten 
mit denselben vier Punkten des zweiten Quadrupels, so erhdlt man 
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zwei projective Ebenenbiischel, die ein sweites Hyperboloid erzeugen. 
Diese beiden Hyperboloide sind entsprechende Figuren der collinearen 
Réume in beiderlei Sinn der Beziehung und die Raumcurve vierter 
Ordnung C“, in welcher sie sich durchschneiden, entspricht sich selbst. 
Wenn wir dagegen die beiden Diagonalen des windschiefen Vier- 
seits auffassen, dessen Ecken die aufeinanderfolgenden Punkte eines 
Quadrupels sind, also bei dem Quadrupel abcd die beiden Geraden: 


} lac{| und |6d| 
so erkennen wir sofort, dass die ihnen collinear entsprechenden Strahlen: 
1a, cy | == |db| und |b, d,| = ac] 


sind, dass also die beiden Diagonalen eines Quadrupels zwei in doppeltem 
Sinne der collinearen Beziehung einander entsprechende Strahlen sind. 
Wir haben vermége der collinearen Beziehung die Projectivitit: 


[de] (Ory g) AA [ag ey | (Oy 24 94 31) 


oder A | >| (atry) 
also auch ZV [yy | (oy ty 4 91) 
oder A {cal (dgtr). 


Da die beiden coaxialen projectiven Ebenenbiischel mit der ge- 
meinschaftlichen Axe |ac| das Paar entsprechender Ebenen: 
[acy] und f[ac3] 
verkehrt auf einander fallend haben, so liegen sie involutorisch und 
wir folgern, dass die drei Ebenenpaare: 
facb] und [acd] [acr] und [acg] [acy] und [act] 
einer Involution angehéren. Wir haben also folgendes Ergebniss: 
Jedes von einem Quadrupel sweier collinearen Réume gebildete 
windschiefe Vierseit hat zwei Paar Gegenecken, deren Verbindungs- 
linien Diagonalen heissen. Legt man durch eine Diagonale eines 
Quadrupels drei Ebenenpaare, einmal nach dem iibrigen Paar Gegen- 
ecken dieses Quadrupels und dann nach den beiden Paaren von Gegen- 
ecken eines beliebigen szweiten Quadrupels, so erhdlt man drei Paare 
einer Ebeneninvolution. 
Dies lasst sich noch verallgemeinern; sind namlich irgend drei 
Quadrupel der beiden collinearen Riume: 
abed ry 3t pqrs 
Beep ded, Meda tek, = MP, 
so gelten die Projectivitaten : 
jac| (brpr) A [ayey| (Opry Pit) 
A |> bl] (ats q) 
Z\ 10,05) (4 13444) 
lac\(brpr) A cal (d gr p), 
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also liegen auch diese beiden projectiven Ebenenbiischel involutorisch, 
oder die drei Ebenenpaare: 


facb] und [acd] facr] und [ac3] facp] und [acr] 
gehdren einer Involution an. Da aber die Ebeneninvolution mit der 
vorigen zwei Ebenenpaare gemeinschaftlich hat, durch welche sie 
schon bestimmt ist, so ist sie mit der ersteren identisch und wir 
kénnen den vorigen Satz folgendermassen erweitern : 

Legt man durch eine Diagonale eines Quadrupels Ebenenpaare 
nach irgend welchen Paaren von Gegenecken anderér Quadrupel, so ge- 
horen diese stimmtlich einer und derselben Ebeneninvolution an. 

Vermége der collinearen Beziehung der Riume R und R, haben 
wir die Projectivitit: 

Jac] (Bory gt) A | a, c,| (6,0, 719,314) 
oder indem wir rechts die mit ihnen incidenten Punkte des ersten 
Raumes substituiren: 


jac| (bdryagt) A |bd| (actrys), 
zwei projective Biischel, die ein Hyperboloid erzeugen, von welchem 
lac| und |6>| zwei Erzeugende der einen Regelschaar, |ab| und |cbd| 
zwei Erzeugende der andern Regelschaar sind, welches daher durch 
das windschiefe Vierseit, dessen Seiten sind: 
Jab) +|bd| |re| {cal 
hindurchgeht. Die collinear entsprechende Figur im Raume R, ist 
ein Hyperboloid, welches durch die beiden projectiven Ebenen- 
biischel: 
[oy Cy] (Oy Dy Hy Ds bate) ZV [By Oy] (oy cy ty 04 Ds 31 
oder in die Buchstaben des ersten Raumes R umgesetzt: 
[Db] (actry3] A Jacl (ob gtry) 
erzeugt wird, und bei dem |ac| und |6d| zwei Erzeugende der einen 
Regelschaar, {ab| und |bc| zwei Erzeugende der andern Regelschaar 
sind, welches daher durch das windschiefe Vierseit, dessen Seiten sind: 
Ibe) jca| jad] (db) 
hindurchgeht. Diese beiden Hyperboloide haben die beiden im Raume 
sich nicht treffenden Geraden 
jac| und |bd| 
gemeinschaftlich, folglich im Allgemeinen noch zwei andere Gerade 
s und s 
(die auch imaginar sein kénnen) gemein. Denn drehen wir um |ac| 
eine verinderliche Ebene § = », und betrachten dieselbe als den beiden 
Raumen RF und R, angehérig, so beschreiben die entsprechenden 
Ebenen §, und y zwei coaxiale Ebenenbiischel um die gemeinsame 
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Axe |6d|; diese beiden Ebenenbiischel sind projectiv, weil beide mit 
dem von § =», beschriebenen Ebenenbiischel projectiv sind. Jede 
ihrer beiden (reellen oder imaginiren) Doppelebenen hat also eine und 
dieselbe ihr in beiderlei Sinn der collinearen Beziehung entsprechende 
Ebene. Die Schnittlinie eines solchen Ebenenpaares muss daher eine 
sich selbst entsprechende Gerade der beiden collinearen Raume sein; 
wir erhalten also zwei Gerade 
s und s’, 

deren jede eine sich selbst entsprechende Gerade ist, und die daher 
den beiden vorigen Hyperboloiden gemeinschaftlich sind ; beide schneiden 
die Geraden 

jac! und |bd| 
und zwar, da diese in beiderlei Sinn der Beziehung einander ent- 
sprechende Gerade sind, in Punkten, die einander ebenfalls in doppeltem 
Sinne der Beziehung entsprechen. 

Da die Gerade s (und ebenso s’) zwei entsprechende Gerade der 
beiden collinearen Riiume vereinigt, so ist sie der Trager zweier pro- 
jectiven entsprechenden Punktreihen und diese liegen involutorisch, 
weil die Schnittpunkte von s mit |ac| und |bd| einander in beiderlei 
Sinn der Beziehung entsprechen. Wir erhalten also auf s und auf s’ 
zwei Punktinvolutionen, deren (reelle oder imaginire) Doppelpunkte 
offenbar die vier Doppelpunkte der beiden collinearen Raume (1.) sind. 
Wir gelangen also hier zur Construction der Doppelpunkte der beiden 
collinearen Riiume auf wesentlich einfachere Weise, als in dem all- 
gemeinen Falle der Collinearitaét, nimlich so: 

Um fiir zwei in Quadrupellage befindliche collineare Réiume die 
Doppelpunkte zu construiren, nehmen wir irgend zwei Quadrupel: 


abed und ryet 
construiren die beiden Hyperboloide, welche durch die beiden projectiwen 


Ebenenbiischelpaare: 
(I) Jac| (rgyt) A |bd| (tyr) 
(I) Jacl (xgyt) A [bd] (ytgr) 


bestimmt werden; diese beiden Hyperboloide haben ausser den beiden 
Erzeugenden \ac| und |\b»| der einen Regelschaar, noch zwei Er- 
zeugende der andern Regelschaar: 
s und s’ 

gemein; jede derselben ist eine sich selbst entsprechende Gerade der beiden 
collinearen Réwme und der Tréger einer Punktinvolution, welche von 
den Paaren der einander collinear entsprechenden Punkte gebildet wird. 
Die Doppelpunkte beider Involutionen sind die gesuchten Doppelpunkte 
der collinearen Réume. Diese Involutionen selbst werden bestimmt durch 
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je zwei Punktepaare, in welchen die Geraden \ac| und \bd|, sowie 
\x3| und |yt| den Geraden s und s’ begegnen. Denn da die ent- 
sprechenden Punkte auf s” zwei involutorisch liegende projective Punkt- 
reihen bilden, so wird, wenn m= 1, irgend ein Punkt von s’ ist, 
auch der entsprechende m, = n incident sein auf s’. Legen wir daher 
eine Ebene [sm], so muss die entsprechende Ebene auch durch s 
gehen und durch m,; die vorige Ebene aber, als im Raume R, liegend 
aufgefasst, hat zu ihrer entsprechenden [sn], welche mit [sm,] incident 
ist; folglich liegen auch die beiden Ebenenbiischel, welche diese Doppel- 
gerade zur gemeinsamen Axe haben und einander collinear entsprechen, 
involutorisch. Hieraus folgt, dass, wenn wir die Ebene [sy] legen, 
welche mit [sy,] incident ist, auch ihre in beiderlei Sinn entsprechenden 
Ebenen, nimlich [sy,] — [st] und [sy] incident sein miissen, also die 
Gerade |ty| der Doppelgeraden s begegnen muss, und in gleicher Weise 
erkennen wir, dass auch die Gerade |r3| der Doppelgeraden s begegnet. 
Da aber |x| und |yt| zwei einander in beiderlei Sinn der Beziehung 
entsprechende Gerade der collinearen Riume sind, so treffen sie s in 
‘einem Punktepaar der auf s befindlichen Punktinvolution. 

Wir haben hierdurch zugleich folgendes Ergebniss erhalten : 

Die beiden Doppelgeraden s und s’ begeygnen jedem Paar von Diago- 
nalen eines Quadrupels der in Quadrupellage befindlichen collinearen 
Réume. Wir wissen (1.) dass es im Allgemeinen in zwei collinearen 
Raumen sechs Doppelgerade giebt, welche die drei Paar Gegenkanten 
eines Tetraeders bilden. In unserem Falle der in Quadrupellage be- 
findlichen collinearen Riume kann nur ein reelles Paar von Doppel- 
geraden, ein Paar Gegenkanten des vorigen Tetraeders, s und ¢’, 
existiren; denn wiiren zwei Paare reell, so miisste es auch das dritte 
sein und alle vier Doppelpunkte wiiren reell, was nicht der Fall sein 
kann. Denn sonst miisste es zwei zusammenfallende entsprechende 
Ebenen ¢ und é geben (eine Seitenflache des vorigen Tetraeders) und 
diese wiren Trager von zwei collinearen in Quadrupellage befindlichen 
ebenen Felidern und hiitten drei reelle Doppelpunkte. Dies ist aber 
nicht mdglich (siehe a, a. O. S. 411), sondern in solchen zwei in- 
cidenten in Quadrupellage befindlichen ebenen Feldern ist immer nur 
ein Doppelpunkt reell und die beiden andern auf einer reellen Geraden 
befindlichen sind conjugirt-imaginir. Es kénnen daher von den vier 
Doppelpunkten entweder nur zwei oder keiner reell sein; ob auch der 
erste Fall fiir die Quadrupellage auszuschliessen ist und ob das einzige 
Paar von Doppelgeraden s und s’, welches nur reell sein kann, immer 
reell sein muss, lasse ich dahingestellt. 

Bei zwei in Quadrupellage befindlichen collinearen Raumen tritt 
gleichzeitig ein geschaart- involutorisches System auf, wie leicht zu er- 
kennen ist. Denn sei ein beliebiges Quadrupel: 
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y goget 
Dr dr th Ms 
so durchlaufen die Punkte 1(= »,) und yy als entsprechende Punkte die 
collinearen Riaiume; die Punkte 1 (= 3,) und 3 ebenfalls als entsprechende 
Punkte collineare Riume, folglich kénnen wir eine neue collineare 
Beziehung herstellen, bei welcher die Punkte 
yr und 3 
als entsprechende aufgefasst werden, denn da die von y und » be- 
schriebenen Riume collinear sad und die von y und 3 beschriebenen 
Riume ebenfalls collinear sind, so miissen auch die von x und 3 be- 
schriebenen Riume collinear sein. Diese bilden aber ein geschaart- 
involutorisches System. -Denn suchen wir durch die vorige Construction 
zu y des einen Raumes den entsprechenden des andern, so finden wir 3; 
suchen wir aber zu 3 des ersten Raumes den entsprechenden des andern, 
so zeigt die Quadrupellage, dass derselbe wieder y ist. Die beiden 
von y und 3 beschriebenen collinearen Réiume liegen also involutorisch, 
weil jeder Punkt zu seinem entsprechenden in beiderlei Sinn denselben 
Punkt hat. Die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
lr3| und ebenso (yt! 

sind simmtlich sich selbst entsprechende Strahlen und treffen zwei 
feste Gerade s und s’, wie wir gesehen haben. Dies sind die Axen 
des geschaart-involutorischen Systems. Jeder Punkt einer Axe ist 
ein sich ‘selbst entsprechender Punkt des geschaart-involutorischen 
Systems. Denn da s der Traiger einer Punktinvolution ist in der ur- 
spriinglichen collinearen Beziehung, indem auf s irgend zwei ent- 
sprechende Punkte sich in doppeltem Sinne entsprechen, so lést sich 
hier das Quadrupel in Paare auf: nehmen wir auf s zu einem belie- 
bigen Punkte ¢(= y,) den entsprechenden 1 und zu y (= 3,) den ent- 
sprechenden Punkt 3, so muss wegen der Punktinvolution auf s, der 
Punkt 3; wieder mit x coincidiren. Also ist jeder Punkt ¢ der Geraden 
s ein Doppelpunkt fiir das geschaart-involutorische System [y3]. Hieraus 
folgt weiter, dass auf der Verbindungslinie irgend zweier entsprechender 
Punkte des geschaart-involutorischen Systems zwei entsprechende 
Punkte ¢ 3 harmonisch getrennt werden durch die Treffpunkte dieser 
Geraden mit den beiden Axen ss’. Denn eine solche Verbindungslinie 
'¢3| ist der Trager einer Punktinvolution, die aus den Paaren sich in 
beiderlei Sinn der Beziehung entsprechender Punkte gebildet wird, 
und deren Doppelpunkte die Treffpunkte mit ss’ sind. Wir kénnen 
also folgendes Resultat aussprechen: Bei zwei in Quadrupellage be- 
findlichen collinearen Réumen gehiren stimmtliche Paare gegeniiber- 
liegender Ecken jedes Quadrupels einem geschaart-involutorischen Systeme an. 
5. Schliesslich soll nur noch die eine Frage beantwortet werden: 
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Lassen sich zwei gegebene collineare Raéwme immer in Quadrupellage 
bringen und wenn dies der Fall ist, auf welche Weise? 

Um diese Frage zu beantworten, nehmen wir die unendlich ent- 
fernten Ebenen der beiden Raume: 


oa 


é” und gr, 

welche immer incident bleiben, wie auch die Riume ihre Lage ver- 
aindern mégen, und suchen die ihnen collinear entsprechenden Ebenen: 

é, und 

auf, welche im Allgemeinen nicht genz in die Unendlichkeit fallen 
(indem wir ausschliessen, dass die gegebenen collinearen Riume affin 
seien), dann wird die Schnittlinie |g, «* | im Raume RF zur entsprechenden 
Geraden im Raume FR, die Schnittlinie | gf ¢,| habeu, und beide Ge- 
raden liegen in der unendlich-entfernten Ebene; ihr Schnittpunkt, den 
wir in doppeltem Sinne der Collinearitaét bezeichnen wollen: 


, rm =yr =( &, ol, |&, 9r!), 
ist nichts anderes, als der unendlich-entfernte Punkt der Geraden 
lm, €,|. Die diesem Punkte y* = yf in beiderlei Sinn entsprechenden 
Punkte miissen beide auch in der unendlich-entfernten Ebene liegen, 
denn da ¢* in der Ebene @ liegt, so muss-rf in gy liegen, und da 
auch yr in der Ebene «¢, liegt, so muss y” in der Ebene «© liegen. 
Wir bezeichnen diese beiden bestimmten Punkte y? und )* als in dem 
jedesmaligen zweiten Raume liegend durch 

y°=—ar, i =—t® 
und suchen die ihnen entsprechenden Punkte 

3° und t,° 

auf, welche im Allgemeinen nicht im Unendlichen, weil die Raiume 
nicht affin sind, sondern irgendwo im Endlichen liegen. 

Wir kénnen jetzt die beiden Riume FR und R, so verschieben, 
dass die Ebenen g und ¢, ihre Stellung im Raume nicht fndern, d. h. 
sich bestindig parallel bleiben, so dass also auch die drei unendlich 
entfernten Punkte 

r=-%, T= At 

ihre Richtung nicht indern (oder im Unendlichen dieselben bleiben) 
und kénnen durch diese Verschiebung die beiden im Endlichen liegenden 
Punkte 3° und t,° zur Incidenz bringen; dann haben wir die beiden ge- 
gebenen collinearen Riume in Quadrupellage gebracht, denn wir haben 
in denselben ein Quadrupel: 

Cd: Prod ¥: 

yr a t,° rr 
und wenn in zwei collinearen Raumen sich ein solches Quadrupel 
findet, so giebt es, wie wir oben (2.) gesehen haben, unendlich viele, 
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d. h. der Cyklus schliesst sich immer, sobald er sich einmal 
schliesst. 

Wir haben also gesehen, dass sich zwei gegebene collineare Raiwme 
immer in Quadrupellage bringen lassen und auf welche Weise dies ge- 
schehen kann; ebenso wie sich zwei gegebene projective Punktreihen 
immer in involutorische: Lage zur Incidenz bringen lassen, dadurch 
dass man ihre Trager und auf diesen die den unendlich entfernten 
Punkten entsprechenden Punkte zur Incidenz bringt, und wie sich 
zwei gegebene collineare ebene Felder immer in Tripellage zur Incidenz 
bringen lassen (a. a, O. 8S. 408). 

Die der vorhergehenden dual gegeniiberstehende Untersuchung 
fiihrt zu keinem neuen, sondern zu demselben riumlichen Gebilde, 
denn es ist unmittelbar einzusehen, dass wenn zwei collineare Raiume 
ricksichtlich ihrer entsprechenden Punkte sich in Quadrupellage be- 
finden, dies auch riicksichtlich ihrer entsprechenden Ebenen der Fall 
ist. Ist namlich in den collinearen Riumen R und R, ein Quadrupel 


he ee ee 
eS 
vorhanden, und wir bezeichnen die Ebenen: 
[abe] = 9, [bed] =e, [cba] = 6, [dab] —y, 
so werden die ihnen entsprechenden sein: 
[a,,c,] = 0, = [dab] = 7, 
(b,c, d,] = %, = [abe] = 4, 
[c,,0,] = B, = [bcd] =a, 
[d, a, 6,] = 7, = [cba] = B, 
es coincidiren also a = 6,, B=y,, y=90,, 0 —a,, und wir haben 
ein Quadrupel entsprechender Ebenen in cyklischer Lage incident. 
Wenn aber ein solches vorhanden ist, so giebt es unendlich ‘viele, 
oder der Cyklus schliesst sich immer nach viermaligem Fortgange, 
was man in ganz analoger Weise fiir Ebenen in zwei collinearen 
Riiumen erweisen kann, wie es oben (2.) fiir Punkte geschehen ist, also: 


Zwei riicksichtlich ihrer Punkte in Quadrupellage befindliche colli- 
neare Réume sind auch riicksichtlich ihrer Ebenen in Quadrupellage. 


Breslau, den 18. April 1882. 





Ueber eine besondre Classe von Flachen vierter Ordnung. 
Von 


Frieprich Scuur in Leipzig. 


Unsere augenblicklichen analytischen und geometrischen Hiilfs- 
mittel diirften kaum dazu ausreichen, schon jetzt eine genauere Unter- 
suchung der allgemeinen Fiachen 4. Ordnung mit einiger Aussicht auf 
Erfolg in Angriff nehmen zu kénnen. Sieht man in der That von 
Eigenschaften der Flaichen 4. Ordnung ab, die sich ebenso leicht fiir 
Flichen nter Ordnung ableiten lassen, so sind bis jetzt detaillirte 
Untersuchungen nur iiber specielle Classen von solchen Flichen ange- 
stellt worden, besonders iiber solche mit Doppelpunkten und Doppel- 
curven. In meiner Habilitationsschrift*) habe ich nun auch auf eine 
besondere Classe von Flichen 4. Ordnung hingewiesen, nimlich auf 
solche, welche sich durch vier collineare riumliche Ebenensysteme 
erzeugen lassen, und ich habe dort von diesen Flichen gezeigt, dass 
sie immer eine eindeutige Transformation in sich zulassen. Nun sind 
diese Flichen 4. Ordnung — sie hingen von 33 Constanten ab — noch 
viel zu allgemein, um einer genaueren Untersuchung zugiinglicher zu 
sein als die wirklich allgemeinen Flachen 4. Ordnung, aber vielleicht 
fiihrt die Specialisirung ihrer Erzeugungsweise auf besondre, der Be- 
achtung werthe Classen von Flachen 4. Ordnung. Hierzu kommt man 
wohl am besten von den diesen Flaichen analogen ebenen Gebilden 
aus, namlich den ebenen Curven 3. Ordnung. Nun findet hier freilich 
der principielle Unterschied statt, dass jede ebene Curve 3. Ordnung 
immer unendlich viel collineare Erzeugungen zulisst, wihrend eine 
Flache 4. Ordnung, wenn iiberhaupt eine, i. A. nur diese eine zu- 
lasst; aber diejenigen collinearen Erzeugungen, welche hier der be- 
sondern Beachtung werth schienen, fiihren vielleicht auch dort auf 
specielle beachtenswerthe Fliichen 4. Ordnung. Nun hat man von den 
collinearen Erzeugungen einer ebenen Curve 3, Ordnung einmal die- 
jenigen hervorgehoben, fiir welche die zugehdérige eindeutige Trans- 


*) Ueber die durch collineare Grundgebilde erzeugten Curven und Flachen, 
diese Aun, Bd. XVIII, p. 1—32; ich werde diese Abh. immer mit H. S§. citiren. 
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formation der Curve in sich involutorisch, und dann diejenigen, fir 
welche sie linear wird; die erste Art hingt mit den Kegelschnittnetzen 
zusammen, als deren Tripeleurve die Curve betrachtet werden kann, 
die zweite mit der Gruppirung der Wendepunkte. Flichen 4. Ordnung 
der ersten Art, welche sich also so collinear erzeugen lassen, dass die 
zugehérige eindeutige Transformation der Flache in sich involutorisch 
wird, sind nun die besonders von Herrn Reye genauer untersuchten 
Kernflichen von Fliichengebiischen 2. Grades; ihr enger Zusammen- 
hang mit den Kummer’schen Fliichen zeigt, wie man von unserm 
Gesichtspunkte aus auch zu diesen Flichen kommt. Aber noch nicht 
angeregt ist die Frage mach solchen collinear erzeugten Fliichen 4. Ord- 
nung, fiir welche die zugehirige eindeutige Transformation der Fliche 
in sich eine collineare wird. Ich werde nun in dem Folgenden zeigen, 
dass diese Frage auf eine wohl umgrenzte und geometrisch leicht con- 
struirbare Classe von Flachen 4. Ordnung fiihrt. Man -erhiilt dieselben 
nimlich folgendermassen: Man nehme zwei Tetraeder, welche in einer 
spiter niher zu erdrternden Weise vierfach hyperboloidisch liegen; 
legt man dann durch die 16 Schnittlinien der Seitenfliichen derselben 
irgend eine Fliche 4. Ordnung, so ist diese von der gesuchten Art, 
und umgekehrt liasst sich jede Fliiche 4. Ordnung der gesuchten Art 
in dieser Weise construiren, wobei allerdings die geradlinigen Flachen 
als gentigend bekannt von der Untersuchung ausgeschlossen sind. Hieran 
schliesst sich nun die Frage nach solchen Flichen 4. Ordnung, welche 
diese Eigenschaften mehrfach besitzen; dieselbe wird beantwortet durch 
die Construction von Tetraedern, welche méglichst oft hyperboloidisch 
liegen. Dies fihrt zu zwei wesentlich verschiedenen Unterarten. Die 
eine erhilt man durch zwei Tetraeder, welche neunfach hyperboloidisch 
liegen und einander gleichzeitig um- und eingeschrieben sind, die 
andre durch zwei Tetraeder, welche achtfach hyperboloidisch liegen; 
diese beiden Tetraeder sind aber nichts anderes als zwei Quadrupel 
harmonischer Ebenen. Beide Classen lassen 12 collineare Erzeugungen 
der erwahnten Art zu. Als eine Unterclasse der ersten ergiebt sich 
endlich die Fliche 4. Ordnung durch die 16 Schnittlinien zweier Qua- 
drupel aiquianharmonischer Ebenen, welche 144 solche Erzeugungen zu- 
lisst und zu 24 neunfach hyperboloidisch liegenden Tetraederpaaren 
gehért. Diese Fliche enthilt 64 gerade Linien, welches die grésste 
Anzahl**) von geraden Linien ist, welche bisher auf einer nicht gerad- 


Ueber Flachen vierter Ordnung. 


*) Reye, Geometrie der Lage. 2. Aufl. Bd. II, p. 234 ff. und Borchardt’s 
Journal f, r. u. a, Math., Bd. 82, p. 54. 

**) In Salmon-Fiedlers Raumgeometrie 3. Aufl. Bd. ll, p. 634 ist zwar 
angegeben, dass eine Fliche 4. Ordnung bis zu 80 geraden Linien besitzen darf, 
ohne geradlinig zu sein, es bedarf aber wohl kaum des Hinweises darauf, dass 
es nicht ausgemacht ist, dass wirklich eine Fliiche 4, 0. mit 80 Geraden existirt, 
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linigen Fliche 4. Ordnung nachgewiesen ist. So darf ich wohl hoffen, 
durch diese Zeilen die Aufmerksamkeit der Geometer auf eine neue 
Classe von Fliichen 4. Ordnung gelenkt zu haben. 


§ 1. 
Ueber die allgemeinsten Eigenschaften unserer Flichenclasse. 


Fiir die Behandlung derjenigen Flichen 4. Ordnung, welchesich durch 
vier collineare riumliche Ebenensysteme erzeugen lassen, sind die da- 
durch auf der Fliche bedingten Raumcurven 6. Ordnung mit 7 schein- 
baren Doppelpunkten von besonderer Wichtigkeit; es mag hierbei 
gleichzeitig erwihnt werden, dass die Zahl von 7 scheinbaren Doppel- 
punkten ein dauerndes Kennzeichen dieser Raumcurven ist, auch wenn 
sie zerfallen, wie man sich nach der Aufzihlung ihrer Unterarten von 
Herrn Néther*) leicht tiberzeugen kann. Von diesen Raumcurven 
6. Ordnung habe ich nun in meiner H. 8. gezeigt, dass ihre Punkte 
eindeutig auf ihre dreifachen Secanten bezogen sind, und zwar ist die 
Natur dieser Beziehung in folgendem Satze enthalten:**) 

Die dreifachen Secanten durch einen Punkt ¢ einer c® sind die 
Kanten eines solchen Trieders, dass jede Seitenfliche desselben die c® 
zum sechsten Male in einem Punkte 9 trifft, dessen conjugirte Secante 
die gegeniiberliegende Kante c ist. 

Solcher Raumcurven 6. Ordnung giebt es nun auf unserer Fliche 
4. Ordnung F'! zwei dreifach unendliche Systeme [c*] und [g*} so, 
dass jede c* mit jeder g* auf einer Flache 3. Ordnung liegt, also jede c® 
resp. g® durch “rei Punkte auf F'!i. A. eindeutig bestimmt ist. Die F'' 
lisst nun selbst eine eindeutige Transformation in sich zu.***) Ist g 
ein Punkt von F* und ec die thm fiir irgend eine durch ihn gehende 
c® conjugirte dreifache Secante, so schneidet diese F'* zum vierten Male 
in dem dem Punkte 9 nach dieser Transformation entsprechenden Punkte c. 
Hiernach entspricht also jeder c* resp. g® die Schnittcurve der Fliche 
ihrer dreifachen Secanten mit der F'4, also, da diese von der 8. Ord- 
nung ist und die Raumcurve 6. Ordnung dreifach enthialt, i. A. eine 
Curve 14. Ordnung. Da sie nun Punkt fiir Punkt der c® resp. g® ent- 
spricht, so kann sie nur zerfallen, wenn diese zerfallen, oder wenn 
dreifache Secanten der c® resp. g® in F'* enthalten sind. Soll nun die 
Transformation eine lineare sein, so kommt nur der letzte Fall in 
Betracht, und es miissen dann also, wenn F' nicht geradlinig ist, 


*) §. Néther, eindeutige Raumtransformationen, diese Annalen Bd. III, 
pag. 564. 
**) H. S. p. 18. 
***) H. S. p. 30. 
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alle c° dieselben 8 auf F'4 liegenden Geraden a,, a,,-++, a; und ebenso 
alle g® dieselben 8 auf F* gelegenen Geraden b,, b,, +--+, bg 2u drei- 
fachen Secanten haben. Den Fall, dass F’‘ geradlinig ist, wollen wir 
als von geringerem Interesse von unserer Betrachtung ausschliessen. 

Zunachst ist nun zu zeigen, dass keine Gerade a; mit einer Ge- 
raden 6; identisch sein darf. Soll niimlich etwa a, auch dreifache 
Secante aller g® sein, so muss sie ein Theil aller dieser sein. Denn 
schneidet eine g® die a, in den drei Punkten ¢, ¢,, ¢,, so schneidet 
jede Fliiche 3. Ordnung durch g® nur daun aus F'* noch eine c® aus, 
welche a, zur dreifachen Secante hat, wenn entw@ler a, ein Theil 
von g® ist, oder c, ¢,, ¢, Knotenpunkte von F sind, sodass dann alle 
c® und g® durch diese drei festen Punkte gehen. Dann miisste aber 
nach unserer Transformation jedem dieser Punkte jeder beliebige Punkt 
von /’* entsprechen, was wir wiederum als uninteressant ausschliessen 
wollen. Legen wir nimlich irgend eine Gerade durch ¢, welche F4 
nech in a und b schneidet, und legen durch a, 6 und irgend einen in 
der Ebene [a, a,] liegenden Punkt g von F'4 eine c®, welche ja dann 
nach Voraussetzung von selbst durch ¢, ¢,, ¢, gehen muss, so schneidet 
die dritte durch ¢ gehende dreifache Secante derselben die F'* nach 
unserer Construction zum vierten Male in dem g entsprechenden Punkte; 
dies ist aber c selbst, da er ein Knotenpunkt sein soll. Da aber g 
ganz beliebig war, so wiirde also die von uns ausgeschlossene Folge 
sich ergeben, dass dem Punkte ¢ und ebenso den Punkten ¢,, c, jeder 
beliebige Punkt von F'' entspriche. Wir haben also nur noch zu 
priifen, ob a, ein Theil aller g® sein kann. 

Nun kénnen unsere Raumcurven 6. Ordnung auf zwei wesentlich 
verschiedene Arten in eine gerade Linie und eine Curve 5. Ordnung 
zerfallen, namlich erstens in eine Gerade und eine Curve 5. Ordnung 
vom Geschlechte eins, welche die Gerade zur dreifachen Secante hat, 
und zweitens in eine Gerade und eine Curve 5. Ordnung vom Ge- 
schlechte zwei, welche die Gerade zweimal schneidet.*) Die Fliche 
der dreifachen Secanten von g® besteht im ersten Falle erstens aus der 
Fliche der dreifachen Secanten von g°, welche von der 5, Ordnung 
ist und g® zur Doppeleurve hat, und zweitens aus der Fiche derjenigen 
Geraden, welche g> zweimal und die Gerade g einmal treffen; diese 
ist von der dritten Ordnung und hat g zur Doppelgeraden. Von diesen 
schneidet also die erste die #4 noch in einer Curve 9. Ordnung, die 
zweite in einer Curve 5. Ordnung. Von den drei durch jeden Punkt 
von g® gehenden dreifachen Secanten sind zwei, ¢, und ¢,, dreifache 
Secanten von g* und die dritte, c, eine g°® zweimal und g einmal 
schneidende Gerade. Nun schneiden offenbar die Ebenen [c, c,] und 





*) S. Néther a. a. O. 
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[¢, ¢,] die g® = g*®-+-g zum sechsten Male in einem Punkte von g', 
die Ebene [c,, c,] dagegen in einem Punkte von g. Es entspricht da- 
her nach der eindeutigen Transformation der F'* in sich der g* die 
Curve 9. Ordnung und der g die Curve 5. Ordnung. Soll also die 
Transformation eine lineare sein, so miissen vier von den 8 Geraden 
b; dreifache Secanten von g° sein und die andern vier g° zweimal und 
g einmal schneidende Geraden. Dann schneidet die Fliche 3. Ordnung, 
welche g zur Doppelgeraden hat und durch g® geht, die F'* noch in 
diesen vier Geraden und in noch einer fiinften ebensolchen, welche g 
entsprechen wiirde. Diese fiinf Geraden aber miissten mit g eine c® 
bilden, weil sie mit g° + g auf einer Flache 3. Ordnung liegen. Nun 
schneiden diese fiinf Geraden sich entweder gar nicht oder zu zweien 
auf g, sodass die aus ihnen und g bestehende Raumcurve 6. Ordnung 
im giinstigsten Falle immer noch 8 scheinbare Doppelpunkte besitzt, 
also in dem Falle, dass sich zweimal zwei von den fiinf Geraden auf 
g schneiden. Es folgt also, dass eine g® auf die beschriebene Art in 
unserm Falle nicht zerfallen kann. 

Ist nun zweitens g° vom Geschlechte zwei und schneidet g sie zwei- 
mal, so besteht die Fliche der dreifachen Secanten erstens aus der 
Fliche der dreifachen Secanten von g°, welche von der zweiten Ord- 
nung ist, und zweitens aus der Fliiche derjenigen Geraden, welche g° 
zweimal und g einmal treffen; diese ist von der sechsten Ordnung, 
hat g°® zur Doppelcurve und g zur dreifachen Geraden: Von diesen 
schneidet die erste die F'* noch in einer Curve 3, Ordnung und 
die zweite in einer Curve 11. Ordnung. Von den drei durch jeden 
Punkt von g°® gehenden dreifachen Secanten sind zwei, c, und ¢,, g® 
zweimal und g einmal schneidende Geraden, die dritte, c, eine drei- 
fache Secante von g®. Nun schneiden offenbar die Ebenen [c, ¢,| und 
[e,¢,| die g’ = g*'-+g zum sechsten Male in einem Punkte von g’, 
die Ebene [c,,¢,] dagegen in Punkten von g. Es entspricht daher 
der g° die Curve 11. Ordnung und der g die Curve 3. Ordnung. Soll 
also die Transformation eine lineare sein, so miissen zwei von den 
Geraden }; dreifache Secanten von g° sein und die iibrigen 6 g° zwei- 
mal und g einmal schneidende Geraden. Ein solches Zerfallen der g’° 
ist daher von vornherein nicht ausgeschlossen, dagegen koénnen nicht 
alle g® in dieser Weise zerfallen so, dass g fest bleibt. Denn die 
Flichen der dreifachen Secanten aller dieser g* miissten dann ja alle 
durch zwei feste b; und die feste der g entsprechende Gerade gehen, 
kénnten also aus F‘ nicht eine dreifache Mannichfaltigkeit von g° 
ausschneiden. Es ist also nicht méglich, dass alle g® eine feste Gerade 
als Theil enthalten; folglich kann auch keine Gerade a; mit einer Ge- 
raden b; zusammenfallen. 

Daraus folgt nun weiter, dass keine zwei a; und ebenso natiirlich 
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auch keine zwei 0; sich schneiden kénnen. Schnitten sich nimlich 
etwa a, und a,, so wire ihr Schnittpunkt ein Punkt aller c*, deren 
dreifache Secanten ja a, und a, sein sollen,*) falls wicht alle c* aus 
einer in der Ebene [a,, a,] liegenden ebenen Curve 3. Ordnung und 
sie dreimal schneidenden Raumcurven 3. Ordnung bestehen; von der 
ersteren miisste aber a, oder a, ein Theil sein, was, wie wir soeben 
gesehen haben, nicht méglich ist. Gehen aber alle c’ durch einen 
festen Punkt von a,, so kénnen wir dadurch, dass wir die drei bestimmen- 
den Punkte einer c* auf a, annehmen, eine c* finden, welche aus a, 
und einer c> vom Geschlechte zwei besteht. Die Fliche 2, Ordnung durch 
diese c> schneidet nun aus J‘ noch eine Raumcurve 3. Ordnung aus, 
welche mit der in irgend einer Ebene durch a, gelegenen ebenen Curve 
3. Ordnung eine g* bildet. Diese hatte also a, zur dreifachen Secante, 
was wiederum dem oben Bewiesenen widerspricht. Es folgt also: Die 
durch vier collineare Systeme erzeugte Fliche 4. Ordnung, fiir welche 
die zugehdrige eindeutige Transformation eine collineare wird, enthilt 
zwei Gruppen von 8 geraden Linien, und keine zwei Geraden derselben 
Gruppe schneiden sich. 

Nun kénnen wir auch Weiteres iiber die gegenseitige Lage dieser 
16 geraden Linien erschliessen. Nehmen wir auf a, einen eine g® be- 
stimmenden Punkt an, so ist a, ein Theil aller dieser doppelt unend- 
lich vielen g® und der andere Theil ist immer eine g> vom Geschlechte 2. 
Wir sahen nun, dass dann nur zwei von den Geraden b;, etwa 6, 
und b,, dreifache Seeanten von g° sind, die iibrigen aber, b,, b,,-- 
-+, bg, die g® nur zweimal, aber ausserdem a, schneiden. Es folgt 
also, dass jede Gerade von 6 Geraden der andern Gruppe geschnitten 
wird. Die durch g* gehende Fiiiche 2. Ordnung F? bildet nun mit 
irgend einer Ebene E durch a, eine a, + g° enthaltende Fliche 3. Ord- 
nung, welche aus F’* noch eine c® ausschneidet. Diese besteht nun 
aus der Curve 3. Ordnung c* in FE, aus b,, b, und einer b,, b, und c® 
schneidenden Geraden c,, welche der a, entspricht. Diese darf offen- 
bar keine Gerade a; sein, da eine solche nicht Theil einer c® sein darf, 
wie leicht aus dem Beweise des vorigen Absatzes folgt; weil sie aber 
b, und b, schneidet, darf sie auch keine Gerade 0; sein. Schon hieraus 
sehen wir, dass F’4 noch 16 andre gerade Linien enthilt. Nun miissen 
die Geraden a,, @,-+-,@, dreifache Secanten der c’==c*+-b,+6,+-¢, 
sein; die a, ist es von selbst. Die iibrigen, a,,a,,---,a@,, werden 
also c? je einmal und je zwei von den Geraden b,, b, und c, schneiden. 
Nun kénnen b, und ¢,, da sie sich selbst schneiden, nur von einer 
Geraden, etwa a,, gleichzeitig geschnitten werden, da sich sonst-ent- 
weder zwei Geraden a, schnitten, oder F'4 im Punkte (0,, c,) einen 


*) Cfr. H. S. p. 18, 1. Note. 
Mathematische Annalen. XX. 
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Knotenpunkt hiitte, welchem dann wieder jeder Punkt von F* ent- — 


sprechen miisste; ebenso kénnen auch b, und ¢, nur von einer Ge- 
raden, etwa dy, gleichzeitig geschnitten werden. Es werden also b, 
und b, von den Geraden a,,a,,---, a, gleichzeitig geschnitten. Die 
Gerade a, schneidet nun, wie wir gesehen haben, die Geraden },, b,, 
-+, b,. Da nun a, von den Geraden b,, b, nur b, schneidet, so muss 
sie noch fiinf von den iibrigen Geraden schneiden, also etwa b,, b,, 
b;, b,, b;. Dasselbe gilt von der Geraden a,, sie muss }b,, b, und 
noch vier -von diesen Geraden schneiden, etwa b,, b,, b,, 64; alle finf, 
also auch b,, kann sie nicht schneiden, wei) sonst das durch a,, a», 
a, bestimmte Hyperboloid mit F'4 fiinf Geraden derselben Erzeugung 
gemein hitte, also ein Theil von F'* wire. Betrachten wir nunmehr 
die Geraden a,, a;, G, @;, 4g, 80 miissen diese von den Geraden },, 
b,, b;, b, entweder alle oder héchstens zwei davon schneiden, weil 
nach dem Bisherigen diese vier Geraden derselben Erzeugung eines 
Hyperboloids angehéren. Da aber jede von den Geraden a,, a;, a, 
a,, @, sechs von Geraden }; schneiden muss, so muss jede derselben 
entweder die Geraden b,, b,, b,, b, oder die Geraden b,, b,, b;, bs 
gleichzeitig schneiden. Nun ist klar, dass sie nicht alle, b,, b,, b,, dg, 
gleichzeitig schneiden kénnen, aber auch nicht mehr als eine noch 
die Geraden 6,, b,, b,, b,. Also bleibt nur iibrig, dass noch eine, 
etwa a,, die Geraden b,, b,, b,, 6, gleichzeitig schneidet, und die 
tibrigen, a@,, @,, @;, @;, die Geraden b,, b,, b,, b, gleichzeitig schnei- 
den. Hiermit ist nun die Gruppirung der 16 geraden Linien ganz 
klar gelegt. Die 16 Geraden sind der vollstiindige Schnitt der F'* mit 
ewei Flichen 2. Grades. 
Wir kénnen diese Gruppirung gut durch das folgende Schema zur 
Anschauung bringen: 





a, | a, a, | a, | b, | by by | by 
bs | By | by | bg | 


Von den nicht mit ihnen auf demselben Hyperboloide liegenden Ge- 
raden b,, bg, b,, b, schneidet jede der Geraden a,, a,, a3, a, noch 
zwei. In der That schneidet a, die Geraden: b,, b,; a,: 6b, und 
b,; a,:b, und b,; a, aber muss 6, und &, schneiden. 6, schneidet 
nimlich a, und darf a, oder a, nicht schneiden, weil diese sonst b,, 
b,, 6; resp. bg, b,, b, schnitten, also in dem zweiten Hyperboloid ent- 
halten wiren; also kann 6, nur noch a, schneiden. Ebenso folgt, dass 
b, ausser a, noch a, schneiden muss. Die 8 Geraden links liegen also 
in folgenden 8 Ebenen: 


A =[a,,b;], B=[a,,b), C = [a,,6,], D = (ag, dg]; 
A’ = [b,, a], B = [b,, a4), C’ = [b,, a3], D' = (by, a), 
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sodass wir die acht geraden Linien auch in der Form schreiben 
kénnen: 

AA’, BB, CC’, DD; 

AD, BA, CB, DC’. 

Ganz ebenso sind natiirlich die Geraden rechts zu behandeln. Die 
Gerade b, schneidet etwa a, und a,, die a, ebenso b, und b,; dann 
darf 6, ausser a, nicht auch a, schneiden. Denn sonst miissten auch 
b, und b, die a, und a, gleichzeitig schneiden, und legen wir dann 
durch a, eine Ebene E, welche F* in einer ebenen Curve 3, Ordnung 
c® schneidet, so bildet diese mit b, und b, und einer dritten Geraden 
eine c®, die a, also, welche dreifache Secante derselben sein muss, 
miisste, da sie weder b, noch b, trifft, c? zweimal schneiden; dies ist 
aber nicht méglich, weil sich sonst a, und a, schnitten. Es wird also 
b, ausser a, etwa noch a, schneiden, a, ausser b, etwa noch b,, dann 
wird 6, ausser a, noch a, schneiden, a, ausser b, noch b,, b, ausser 
a, noch a,, und a, schneidet ausser b, noch b,. Es werden sich also 
auch dies¢ 8 Geraden als Schnittlinien von zweimal vier Ebenen 
A,, B,, C,, Di; Ay, By, C,, D, darstellen und zwar in der Form: 

A,A,, BB, ©,C/, D,D/; 
A, D,;, B, Ay’, C, By’, D,C,’. 
Nun kann man leicht sehen, dass jetzt F'4 noch die 16 weiteren Schnitt- 
linien der Seitenflichen dieser beiden Tetraederpaare enthalt, Die vier 
Ebenen A, B,C, D sowohl als die vier Ebenen A’, B, C0’, D’ bilden 
nimlich zwei Flichen 4. Ordnung, welche sich in 16 geraden Linien 
schneiden, durch die ein ganzes Biischel von Flichen 4. Ordnung geht. 
Wahlen wir nun den eine Fliche des Biischels bestimmenden Punkt 
irgendwo auf b,, so ist diese Fliche 4. Ordnung mit F’‘ identisch. Sie 
geht namlich erstens durch die Geraden a,, a,, 43, 4,3 0;, bg, b;, bg 
und, da 0, von selbst schon mit diesen vier Punkte gemein hat, auch 
durch b,. Weil aber b, die a, und a, schneidet, so enthilt sie auch 
diese beiden Geraden; weil a, noch b, schneidet, so enthilt sie auch 
b, u. s. f., kurz sie enthialt alle 16 geraden Linien a; und b;. Nun 
ist ferner die a, entsprechende Gerade c, = (B, C’), liegt also eben- 
falls auf dieser Flaiche 4, Ordnung, diese hat folglich mit F'4 17 gerade 
Linien gemeinschaftlich, ist also mit F‘ identisch. Die F'* enthilt 
also in der That die 8 weiteren Schnittlinien der Seitenfliichen der 
beiden Tetraeder ABCD und A’ BC’ D’. Ebenso beweist man dasselbe 
von den 8 iibrigen Schnittlinien der Seitenflichen der beiden Tetraeder 
A,B,C,D, wd A,’ B,C, D,'.. Doch ergiebt sich das Enthaltensein 
der 16 Schnittlinien der Seitenflichen dieser zweiten Tetraeder schon 
aus dem der ersten. Um dies deutlich einzusehen, miissen wir niher 
auf die eindeutigen Transformationen einer Raumcurve 1. Species in 
18* 
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sich eingehen. Als vorliufiges Resultat erhalten wir, dass die gesuchte 
Fliiche 4. Ordnung die 32 Schnittlinien der Seitenfliichen von zweimal 
zwei Tetraedern enthilt. 


§ 2. 
Ueber die eindeutigen Transformationen einer Raumcurve 4. Ordnung 
1. Species in sich. 


Obwohl wir fiir unsre Zwecke eigentlich die gemeinsamen Tangen- 
tialebenen zweier Flichen 2. Grades behandeln miissten, so betrachten 
wir doch der einfachen Terminologie wegen die Schnittcurve c* zweier 
Fliichen 2. Grades. Wir kénnen die eindeutigen Transformationen der- 
selben in sich aus denen einer ebenen Curve 3. Ordnung c* ableiten, 
da wir die ct immer in eine solche projiciren kénnen. Hierbei ist 
besonders hervorzuheben, dass Punktepaare, deren Verbindungslinien 
die Erzeugung einer Flaiche 2. Grades bilden, sich in Punktepaare 
projiciren, deren Verbindungslinien durch einen festen Punkt der c® 
gehen; und umgekehrt. Was nun die Transformationen der c* in sich 
betrifft, so giebt es zwei wesentlich verschiedene Arten derselben*). 
Bei der Transformation erster Art gehen die Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte durch einen festen Punkt der c*; diese kénnen 
wir Projectionen der c® in sich nennen. Mit Hiilfe solcher Projectionen 
der c* der in sich kann man leicht den Satz von den Steiner’schen 
Polygonen beweisen : 

I, Ist einer Curve 3. Ordnung ein 2n- Eck eingeschrieben, dessen 
Seiten abwechselnd durch zwei feste Punkte der Curve gehen, so sind 
thr unendlich viel solche 2n-Ecke eingeschrieben, deren Seiten ab- 
wechselnd durch dieselben beiden festen Punkte gehen. 

Sind nimlich S und 7’ die beiden festen Punkte und a,, a,, ---, den 
die Ecken des 2n-Ecks so, dass a2j-1 42; immer durch S und oe:dei41 
immer durch 7 geht, und c, und X zwei beliebige Punkte von c’, 
schneiden ferner a,X die c* zum dritten Male in 6, und ¢,6, in Y, 
so projicire man jetzt die ungeraden Eckpunkte a,, a3, - - -, d2n—1 von 
X aus und die geraden Eckpunkte a,, a,,---, G2, von Y aus auf c’. 
Dieselben projiciren sich dann in die Ecken },, - - -, ben eines 2n-Ecks, 
dessen Seiten abwechselnd durch zwei feste Punkte S’ und 7” von ¢ 





*) Cfr. H. 8. p. 6, Note. Die folgenden Zeilen enthalten nur den geometri- 
schen Beweis von Siitzen, die sich leicht aus der Darstellung der c* und e* durch 
elliptische Functionen ergeben. Es erschien mir jedoch zweckmissig dieselbe 
hier nicht vorauszusetzen, Die Zuriickfiihrung dieser Siitze auf die eindeutigen 
Transformationen bringt in der That die Subtraction und Addition der Argumente 
der elliptischen Functionen vollstindig zum Ausdruck, sodass die Beweise bei 
geringeren Voraussetzungen doch nicht weniger einfach sind. 
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gehen; schneidet namlich X Y die c* zum dritten Male in Z, so liegen 
Z,8,8' und Z,T,T’ in je einer Geraden. Projicirt man jetzt um- 
gekehrt die vngeraden Eckpunkte dieses 2n-Ecks von Y und die 
geraden von X aus, so projiciren sich dieselben in die Ecken ¢,, +++, Con 
eines 2n-Ecks, dessen Seiten abwechselnd durch S und 7' gehen; unser 
Satz ist also bewiesen, da die eine Ecke ¢, gan? willkiirlich war*). 
Nennen wir S und 7 ein Paar von Fundamentalpunkten fiir ein der 
c? eingeschriebenes 2n-Eck, so folgt gleichzeitig, dass ein solches 
Punktepaar durch alle Projectionen in ein ebensolches tibergeht; in der 
That ist ja Z ein willkiirlicher Punkt von c*. 

Was nun die Transformationen der zweiten Art betrifft, so sind 
dieselben durch folgenden Satz charakterisirt: 

II. Sind c, g und ¢,, g, ewet Paare entsprechender Punkte, so 
treffen sich die Geraden cg, und gc, in einem Punkte von ce’. 

Wir wollen diese kurz eine 7'ransformation der c* in sich nennen; 
jeder derselben gehdrt ja eine collineare Erzeugung der c* zu**), Es 
ist jetzt leicht, folgende Siitze zu beweisen: 

Ill. Die Aufeinanderfolge zweier Projectionen sowohl als die zweier 
Transformationen liefert wieder eine neue Transformation. 

Entspricht in der That bei einer Projection vom Punkte C aus 
dem Punkte g der Punkt c, und bei der andern vom Punkte G aus 
dem Punkte c, der Punkt c, so entspricht dem Punkte ¢ der Punkt 
in einer Transformation, bei welcher dem Punkte C der Punkt G 
entspricht. 

Entsprechen zweiteus bei einer ersten Transformation den Punkten 
C,¢ die Punkte G und g und bei einer zweiten den Punkten C und ¢’ 
die Punkte G’ und g, so schneiden ¢G und ¢’G’ die c in demselben Punkte 
wie Cg, es entsprechen sich also ¢ und ¢ bei einer Transformation, 
bei welcher dem Punkte G’ der Punkt G entspricht. Denkt man sich 
also C, G und G’ fest, die tibrigen Punkte variabel, so ist auch der 
zweite Theil unseres Satzes bewiesen. 

Ebenso folgt der Satz: 

IV. Die Aufeinanderfolge einer Transformation und einer Pro- 
jection liefert eine Projection. 

Entspricht in der That bei der Transformation ra Punkte g der 
Punkt ¢ und bei der Projection vom Punkte G aus dem Punkte ¢ der 
Punkt ¢c,, so schneidet die Gerade ¢, g die c> in dem dem Punkte G 
fiir die Transformation entsprechenden Punkte C, also in einem festen 
Punkte. Hieraus ergiebt sich nun sofort: 








*) Ich verdanke diesen Beweis einer Mittheilung meinés Freundes Hurwitz. 
Man vergleiche iibrigens Kiipper, Ueber die Steiner’schen Polygone auf einer 
Curve 3. Ordnung, aus d, Abh, d. béhm. Ges, d. Wiss. VI. Folge, 6. Bd. 
**) Cfr. H. S. p. 6. 
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V. Bei einer Transformation verwandeln sich Punktepaare, deren 
Verbindungslinien durch einen festen Punkt der c* laufen, in eben- 
solche. 

Entspricht in der That einem solchen Punktepaar a, a, das Paar 
b,6,, so geht der Punkt 6 durch die Aufeinanderfolge einer Trans- 
formation, einer Projection und der Umkehrung der ersten Transfor- 
mation, also durch eine Projection in den Punkt 6, tiber. Die dieser 
Art eindeutig auf einander bezogenen Strahlenbiischel (aa,) und (6b,) 
miissen offenbar projectivisch sein. 

Alle diese Siitze iibertragen sich nun leicht auf die c4, Auch 
diese lisst eindeutige Transformationen verschiedener Art in sich zu. 
Die erste, die Projection, wird durch die Erzeugenden von c‘* enthal- 
tenden Flaichen 2. Grades vermittelt, wihrend sich die eigentliche 
Transformation immer durch zwei Projectionen ersetzen lisst. Als 
besonders wichtig ist hervorzuheben, dass bei einer Transformation 
Punkiepaare, deren Verbindungslinien auf einer Fliiche 2. Grades 
liegen, in ebensolche iibergehen; und zwar sind die Geraden der einen 
Fliche auf die entsprechenden der andern projectivisch bezogen. Ist 
also die Transformation im Besondern eine solche, dass den beiden 
Erzeugungen jeder Fliiche 2. Grades durch ct in dieser Weise die 
beiden Erzeugungen einer und derselben zweiten Fliche entsprechen, 
so ist die Transformation eine lineare. Denn dann ist jede Fliache 
2. Grades durch c* projectivisch auf die ihr entsprechende bezogen, 
wenn man jedem Punkte derselben, durch welchen ja zwei Erzeugende 
gehen, den Schnittpunkt der beiden entsprechenden Erzeugenden zu- 
weist*); es entsprechen also allen Punkten derselben Ebene wieder 
Punkte derselben Ebene. Da ferner diese Ebene durch die vier Schnitt- 
punkte mit der ct eindeutig bestimmt ist, so entspricht derselben Ebene 
auch wieder dieselbe Ebene, wenn man zu einer andern Fliiche 2. Grades 
iibergeht. Wir erhalten also eine eindeutige Transformation des Raumes, 
bei welcher je drei Punkten in einer Geraden drei ebensolche eunt- 
sprechen, dieselbe ist also eine collineare. 

Aus dem Satze I ergiebt sich nun weiter, dass, wenn einer c! 
ein 2n-Eck 4,, a, +++) de, eingeschrieben ist, dessen Seiten ab- 
wechselnd zwei Flichen 2. Grades angehéren, der c* unendlich viel 
solehe 2n-Ecke eingeschrieben sind. Wahlen wir ferner als den 
dort erwihnten Punkt Z den Punkt, in welchem c*® von der Tangente 
der ct im Projectionspunkte getroffen wird, so erkennt man leicht, 
dass der c‘ auch unendlich viel 2n-Ecke 6,, b,, - - -, be, eingeschrieben 
sind, deren Seiten abwechselnd den zweiten Erzeugungen derselben 
Flachen 2. Grades angehéren. Nun vermitteln die Erzeugenden dieser 









































*) Cfr. Zeuthen, théorie des figures etc, diese Ann. Bd. XVIII, p. 40. 
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beiden Flichen 2. Grades zwei Projectionen der c* in sich, deren 
Aufeinanderfolge eine Transformation ergiebt, bei welcher a2:1, ag; in 
resp. (2i+1, (ei~e iibergehen , aber boiqi, bei in resp. bot, bes; das 
Letztere erkennt man leicht, wenn man wieder auf die c* zuriickgeht, 
dann entspricht nimlich dem Punkte 7 der Punkt S, dem Punkte 8’ 
aber der Punkt 7’. Es folgt hieraus also, dass auch die Geraden 
(eit1 Wee, Aeiz Meizs U. S. W., je einer Fliiche 2. Grades angehdren. 

Was nun die Transformationen selbst angeht, so sind sie offenbar 
eyklisch von der Periode n, d. h. wiederholt man dieselbe Transfor- 
mation »-mal, so kommt man wieder auf den urspriinglichen Punkt 
zuriick. 

Ist nun » im Besonderen = 4, so wird diese Transformation eine 
lineare, d. h. den beiden Erzeugungen jeder Fliiche 2. Grades durch 
c! entsprechen die Erzeugungen einer und derselben Fliiche 2. Grades. 
Schneiden niimlich die Geraden durch a,, a3, 4,, a; der einen Er- 
zeugung dieser Fliiche die ct zum zweiten Male in resp. ¢,, C4, Cg, Cs 
und die der zweiten Erzeugung in resp. d,, dy, dg, dg, so entsprechen 
den Geraden: 4, (5, MgCyy % Cg, A7lg} MyD2, Agdy, A, dy, Ads die resp. 
Geraden: 3 Cy) U5 Cos U7 Cy, Ay Cg} Agdgy Mg Dy, A7dy, 0,04. Man bemerkt, 
dass die Bezeichnung der zweiten Schnittpunkte eine richtige ist; sie 
kénnten nimlich etwa noch mit ¢,, ¢,, ¢,, ¢, bezeichnet werden miissen, 
dann wiirde aber jede Erzeugung sich selbst entsprechen, was dem 
widerspriiche, dass die Erzeugung 4,4), Q3Q,, 30%, 47g nicht sich 
selbst entspricht. Nun gehdren die Geraden agctg, a5Co, A7Cy, Ay Cg 
sowohl als die Geraden a,dg, 0,02, A704, a, dg je einer Fliiche 2. Grades 
an. Weil aber z. B. a,c, und a,>, sich schneiden, so schneiden sich 
auch a,d, und a,c,, und zwar ausserhalb c', sodass beide Flichen 
2. Grades identisch sind, was zu beweisen war. Die Transformation 
also, welche die Pumkte a4, a, Mg, Ay, G5, %G, 7, % im die Punkte 
lg, gs sy May Uz, Ag, Oy, Ag tberfiihrt, ist gleichzeitig eine collineare des 
Raumes, 

Es sei beilaiufig bemerkt, dass die zu ct gehérigen Kegelspitzen 
nicht in sich, sondern ebenfalls cyklisch in einander tibergehen, weil 
von den Flichen 2. Grades durch c! nur zwei in sich tibergehen. 
Sind 1, 2, 3, 4 die in dieser Collineation sich selbst entsprechenden 
Punkte, so geht die sich selbst entsprechende Fliche 2. Grades durch 
c’, welche durch 1 geht, noch etwa durch 2 und beriihrt in 1 und 2 
die Ebenen 134 und 234, ebenso geht die zweite Flaiche durch 3 und 
4 und beriihrt dort die Ebenen 134 und 124. Man sieht also, dass 
die Kanten 12 und 34 des sich selbst entsprechenden Tetraeders aus- 
gezeichnet sind; wahrend die Punkte der tibrigen Kanten erst nach 
viermaliger Wiederholung der Collineation in sich iibergehen, gehen 
die Punkte von 12 und 34 schon nach zweimaliger Wiederholung 
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derselben in sich iiber. Sind y,, p,, p;, », vier eimander im Cyklus 
entsprechende Punkte, so werden jene Kanten von allen Geraden 
Pits, PoP, getroffen*). 


§ 3. 
Die Construction der Flache. 

Mit den Resultaten des vorigen Paragraphen ausgeriistet gehen 
wir nunmehr wieder an die Betrachtung der beiden Tetraeder A BC D 
und A’ B’C’ D’, indem wir Alles ins Duale iibersetzen. Weil: 

AA’, BB’, CC’, DD’ 


AD’, BA’, CB’, DC, 

wie wir gesehen haben, je einer Fliche 2. Grades angehdren, so 
bilden die Ebenen A, A’, B, B’, C, C’, D, D’ die Seitenflichen eines 
Octaeders, welches zwei Flichen 2. Grades gleichzeitig umschrieben 
ist, und dessen Kanten abwechselnd den Erzeugungen dieser an- 
gehéren; es sind also denselben beiden F lichen 2. Grades unendlich 
viel soleche Octaeder umgeschrieben, gleichzeitig aber unendlich viel 
solche, deren Kanten abwechselnd den zweiten Erzeugungen derselben 
Flachen angehéren. Sind nun 4A,, A,’, B,, B,’, C,, C;, D,, D, die 
Seitenflichen eines solchen Octaeders, dass die Geraden: 
AA’, BB’, CC’, DD’ die Geraden: A, A,’, B,B,, C,C,, D,D, 
und die Geraden: 
AD’, BA, CB, DC’ ,, » *° 4D’, BA,, OB, DC, 
gleichzeitig schneiden, so wissen wir, dass durch dieselbe Collineation 
die Ebenen: 
(I) A, B,C, D; A, B,C’, D’; A,, B,,C,, Dy; Aj’, By’, C, Dy 

in: B,C, D, A; D’, A, B,C’; D,, Ay, B,,C,; By, C/, Dy, A 
iibergehen. Es schneiden folglich auch die Geraden, 
AC’, BD’, CA’, DB’ die Geraden: A,C,, B,D,', C,A,, D,B, 
und die Geraden: 
AB’, BC’, CD', DA’ ,, oo .? &,B,, B,C,, C,D,/, D,A;, 
und diese beiden letzten Flichen 2. Grades gehéren mit den ersten 
beiden derselben Schaar an. Legen wir nun durch die 16 Schnitt- 
linien der Seitenflachen der ersten beiden Tetraeder eine Fliche 4. Ord- 
nung F'*, welche noch einen ausserhalb von AA’, BB’, CC’, DD’ 
gelegenen Punkt von A, A,’ enthialt, so enthalt diese F’* auch die 
16 Schnittlinien der Seitenflichen der zweiten beiden Tetraeder; man 
zeigt namlich leicht, dass jede dieser Geraden mehr als vier Punkte 
mit F'* gemein hat, weil dasselbe ja von A, A,’ gilt. 


und 


, 


¥ Beziiglich dieser cyklischen Collineation vergl. die vorhergehende Ab- 
handlung von Herrn H. Schroeter. 
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Nun haben wir bereits in § 1. gesehen, dass diese F‘ mit der 
Fliche identisch ist, welche sich durch vier collineare Systeme so er- 
zeugen lisst, dass die zugehérige eindeutige Transformation der Fliche 
in sich eine lineare wird. Wir sehen also, dass solche Flichen immer 
zweimal 16 gerade Linien enthalten, welche die Schnittlinien der 
Seitenflichen je zweier vierfach hyperboloidisch liegender Tetraeder 
sind; und zwar gehen die durch die vier hyperboloidischen Lagen der 
beiden Tetraeder bedingten Beziehungen ihrer Seitenfliichen durch 
cyklische Vertauschung von der Periode 4 aus einander hervor, Aber 
man kann auch diese F' als eine beliebige Fliche 4. Ordnung durch 
die 16 Schnittlinien der Seitenflichen der ersten beiden Tetraeder be- 
trachten und von ihr beweisen, dass sie sich durch vier collineare 
Systeme so erzeugen lisst, dass die zugehdrige eindeutige Transfor- 
mation der Fliche in sich gerade jene oben definirte collineare wird; 
als Resultat des ersten Paragraphen bleibt nur als wichtig hervorzu- 
heben , dass diese F'liche gleichzeitig die allgemeinste der bezeichneten 
Art ist. ‘ 

Schneide nimlich irgend eine Ebene E durch AA’ die F'* in 
einer ebenen Curve 3. Ordnung c3, so bildet diese c} mit CB’, DC’ 
und DB’ eine Raumcurve 6, Ordnung mit 7 scheinbaren Doppel- 
punkten; denn jede dieser drei Geraden trifft, da sie A.A’ nicht trifft, 
die c*, ausserdem aber schneiden sich CB’ und DC’ nicht. Von 
dieser c’ aus kann man nun zwei Systeme von dreifach unendlich 
vielen Raumeurven 6. Ordnung auf J‘ ableiten, welche zu einer 
collinearen Erzeugung der F'‘ fithren*). Nun sind aber: 


AA’, BB’, CC’, DD’; A,D,, B, A’, C,B,, D, Cy 
dreifache Secanten dieser c®, es sind die Geraden a;; denn ausser AA’, 
welche c* dreimal trifft, schneidet jede dieser Geraden c*® einmal und 


je zwei von den Geraden CB’, DC’, DB’. Ebenso haben die 
Geraden: 


A, A,’, B,B,', C,C,, D,D,; AD’, BA’, CB’, DC’ 3 
entweder keinen Punkt mit dieser c’ gemein oder sind Theile der- 
selben, wie CB’ und DC’; denn die ersten sechs Geraden schneiden 
AA’, also c® nicht. Es schneidet folglich jede Flache 3. Ordnung 
durch diese c® die F’* noch in einer g*®, welche mit keiner der ersten 
8 Geraden a; einen Punkt gemein hat, dagegen mit jeder der zweiten 
8 Geraden b; je drei. Dies letztere ist nur fiir die Geraden CB’ und 
DC’ nicht sofort einleuchtend. Wenn aber die Schnittlinie 12. Ord- 
nung einer Fliche 4. Ordnung mit einer Flache 3. Ordnung in eine 
Gerade g und eine Curve 11. Ordnung zerfallt, so hat die letztere 





*) Ofr, H. S. p. 31. 
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mit g, wie man aus der Abbildung der Fliche 3. Ordung auf eine 
Ebene leicht erkennt, noch 5 Punkte gemein. Von diesen fallen nun 
hier zwei fort bei CB’ sowohl als bei DC’, niimlich je ein Schnitt- 
punkt mit c und DB’, sodass noch je drei Schnittpunkte der g® mit 
CB’ und DC’ ibrig bleiben. Es sind also die b; dreifache Secanten 
aller g® und, weil keine der a; mit einer g® einen Punkt gemein hat, 
die a; dreifache Secanten aller c*, welche aus der urspriinglichen 
e&=c3+ CB’ + DC’ + DB entstehen. Es ist folglich die noth- 
wendige Bedingung dafiir erfiillt, dass die eindeutige Transformation, 
welche der definirten collinearen Erzeugung der F'‘ zugehdrt, eine 
collineare des Raumes wird. Wir beweisen nunmehr, dass sie wirklich 
eine solche ist. 

Zu diesem Zwecke bemerke man, dass nach dem, was in § 1. 
iiber die aus einer a; und einer g* bestehende g* gesagt ist, der A A’ 
die DB’ entspricht. Zu dieser Geraden kommt man nun folgender- 
massen. Man suche erst die beiden Geraden b;, CB’ und DC’, welche 
AA’ nicht treffen, ferner die nicht zu den a; oder b; gehérige Gerade 
der F'4, welche CB’ und DC’ schneidet, aber nicht AA’; dies ist 
die einzige Gerade DB’. Macht man fiir die iibrigen Geraden die- 
selben Schliisse, so folgt, dass den Geraden 

AA’, BB’, CC’, DD’; A,D,, B,A,, C,B,, D.C, 
die Geraden: 

DB’, AC’, BD’, CA; B,C, C,D,, D,A,, A,B, 
entsprechen, und ebenso im umgekehrten Sinne den Geraden: 

A, A,’, B,B,’, C,C,, D,D,; AD’, BA, CB’, DC’ 
die Geraden: 

D,B,, A,C,;, B,D’, C,A,; BC’, CD’, DA’, AB’. 

In diesem umgekehrten Sinne entsprechen folglich den Ebenen: 
(l) A, BOD; 4,37,C,D; A,,B,,0,,D,; 4,, B,, Gs Ds 

B,O,D, A; D4, B,C; D,,A,,B, 0, B,, ¢,,. Dy, A. 


Es entsprechen folglich den vorstehenden Ebenen bei der ein- 
deutigen Transformation der J‘ in sich dieselben Ebenen x wie bei 
der oben definirten Collineation (I). Durch diese geht die #'* natiirlich 
in sich iiber, da ihre 32 geraden Linien in einander iibergehen. Ja 
man kann jetzt leicht sehen, dass die eindeutige Transformation der 
F* in sich mit dieser Collineation identisch ist. Zuniichst entsprechen 
nimlich in beiden Correspondenzen den 32 Geraden dieselben Geraden. 
Weil ferner jede der 32 Geraden von zehn andern geschnitten wird, 
so entsprechen diesen 10 Schnittpunkten jeder Geraden in beiden 
Correspondenzen dieselben Punkte. Es entspricht desshalb auch jedem 
Punkte der 32 geraden Linien in beiden Correspondenzen derselbe 
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Punkt; denn auch die durch die Transformation vermittelte Beziehung 
zwischen je zwei Geraden muss, weil sie eindeutig und algebraisch 
ist, projectivisch sein. Legen wir nun durch irgend eine Gerade 
b; eine Ebene, so schneidet diese die F4 noch in einer Curve 3, Ord- 
nung, welche 31 — 11 — 21 von den andern Geraden trifft, es ent- 
spricht folglich in -beiden Transformationen dieser Curve 3. Ordnung 
dieselbe Curve 3. Ordnung; denn dass ihr auch in der Transformation 
tiberhaupt eine Curve 3. Ordnung entspricht, folgt ja daraus, dass sie 
mit drei Geraden zusammen eine g® bildet. Da wir nun jeden Punkt 
der F'* als in drei solchen ebenen Curven 3. Ordnung gelegen be- 
trachten kénnen, so folgt, dass jedem Punkte von F" in beiden 
Correspondenzen derselbe Punkt entspricht, dass dieselben also iden- 
tisch sind. 

Ebenso nun wie die ersten zwei auf einander folgenden Gruppen 
von je 8 geraden Linien derselben Fliche 2. Grades unserer Tabelle 
auf S. 266 das System der 16 dreifachen Secanten aller g® resp. c® einer 
collinearen Erzeugung der F'‘ bilden, thun es auch die drei anderen Paare 
auf einander folgender Gruppen, sodass F'‘ auf vierfache Weise so 
durch collineare Systeme erzeugt werden kann, dass die zugehdrige 
eindeutige Transformation der F'‘ in sich eine lineare wird. Jedoch 
sieht man leicht aus der Beziehung zu den Ebenen A, B, C, D; 
A’, B’, C’, D’, dass allen diesen Erzeugungen dieselbe collineare 
Transformation entspricht, wovon man sich auch direct tiberzeugen 
kann. Es ist also hier der von den analogen Theoremen in der 
Ebene*) durchaus abweichende Umstand hervorzuheben, dass dieselbe 
eindeutige Transformation der F‘ in sich zu mehreren collinearen 
Erzeugungen derselben gehéren kann. 

Die Resultate unserer bisherigen Untersuchungen kénnen wir 
folgendermassen zusammenfassen : 

Die allgemeinste Fliiche 4. Ordnung, welche sich durch vier colli- 
neare rédumliche Systeme so erzeugen ldsst, dass die zugehdrige ein- 
deutige Transformation der Fliche in sich eine collineare wird, erhdlt 
man dadurch, dass man durch die 16 Schnittlinien der Seitenflichen 
zweier vierfach hyperboloidisch liegenden Tetraeder irgend eine Fliche 
4. Ordnung legt; die durch die vier hyperboloidischen Lagen bedingten 
Beziehungen der Seitenflichen der beiden Tetraeder gehen dabei durch 
cyklische Vertauschung aus einander hervor. Die Fliche enthilt noch 
16 andere gerade Linien, welche ebenfalls die Schnittlinien der Seiten- 
flichen zweier vierfach hyperboloidisch liegenden Tetraeder sind. Diese 
Fliiche kann im Ganzen auf vier Arten wie gefordert collinear erzeugt 
werden, und allen vier Erzeugungen gehort dieselbe collineare Trans- 


*) H. §&. p. 7. 
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formation zu, sie fiihrt die Seitenflichen jener vier Tetraeder cyklisch 
in einander iiber. 

Ich will zuletzt noch eine von den linearen Transformationen 
einer c' in sich unabhingige Construction solcher vierfach hyper- 
boloidisch liegenden Tetraeder geben, indem ich wieder die duale Auf- 
gabe behandle. Wir gehen zu diesem Zwecke von der Erzeugung 
einer beliebigen Fliiche 2. Grades F? aus und nehmen auf dieser vier 
Punkte a, 6, c, > ganz beliebig an, jedoch so, dass keine zwei auf 
derselben Erzeugenden liegen. Nehmen wir ferner auf der durch a 
gehenden Erzeugenden einen Punkt a’ beliebig an, so ist damit das 
zu abcb gehdrige Tetraeder a b’c'd’ vollstindig bestimmt, wenn 
aa’, bb’, cc’, dd’ Erzeugende von F? sein sollen. Sind nimlich 
ad’, ba’, cb’, de die Erzeugenden eines zweiten der vier Hyperboloide, 
und ist d die Gerade durch », welche ba’ und cb’ schneidet, so muss 
d auch a’ treffen, die Ebene a> muss also durch dd’ gehen. Schueidet 
also die Ebene abd’ die Gerade ba’ im Punkte x, so ist rp —d und 
und ch’ ist diejenige Gerade durch c, welche d und die Erzeugende bb’ 
trifft, womit 6’ gefunden ist. Ist ferner a die Gerade durch a, welche 
ba’ und cb’ trifft, so muss @ auch b¢ schneiden, die Ebene a also 
schneidet die Erzeugende cc’ in dem gesuchten Punkte c’. Jetzt ist 
das zweite Hyperboloid durch die Geraden ba’, cb’, dc’ vollkommen 
bestimmt; weil es aber a und d enthilt, so geht es durch a, und die 
durch a gehende Erzeugende desselben trifft »d’, weil ja die Ebene 
add durch d geht. Hiermit ist also auch der letzte Punkt »’ be- 
stimmt. Man sieht hieraus, dass nachdem F? gegeben ist, es noch 
neunfach, also im Ganzen 18-fach unendlich viel solche Tetraeder- 
paare giebt.. Unsere Fliichen 4. Ordnung bilden also eine 19-fache 
Mannigfaltigkeit. 

Ausserdem erkennt man aus dieser Construction, dass alle 32 
geraden Linien der F* reell sein kinnen. Denn es kénnen hiernach 
erstens die beiden Tetraeder ABCD und A’B’C D’ reell sein. Die 
zweiten beiden Tetraeder sind aber dadurch fixirt, dass man irgend eine ge- 
meinsame Tangentialebene der vier Hyperboloide als erste Seitenfliche A, 
annimmt; dann sind die iibrigen durch lineare Constructionen bestimmt. 

Zum Schlusse hebe ich den Satz hervor: 

Liegen zwei Tetraeder zweifach so hyperboloidisch, dass die durch 
die beiden hyperboloidischen Lagen bedingten Bezichungen der Ecken 
durch cyklische Vertauschung aus einander hervorgehen, so haben sie 
im Ganzen vier hyperboloidische Lagen, sodass die durch diese bedingten 
Beziehungen aus einer durch alle cyklischen Vertauschungen der Ecken 
hervorgehen. Die vier Hyperboloide gehiren demselben Biischel an*). 


*) Mit solchen mehrfach hyperboloidisch liegenden Tetraedern hat sich neuer- 
dings auch mein Freund G. Westphal beschiftigt. Er erhielt dieselben Kesultate 
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§ 4. 
Ueber zwei neunfach hyperboloidisch liegende Tetraeder. 


An die vorstehenden Untersuchungen kniipft sich die Frage, ob 
eine Fliche 4. Ordnung die im vorigen Paragraphen abgeleiteten 
Kigenschaften mehrfach besitzen kann. Es ist mir leider nicht ge- 
lungen, die allgemeinsten Flichen dieser Art aufzustellen; jedenfalls 
aber giebt es ein einfaches Mittel solche Flichen zu finden, und viel- 
leicht fihrt dasselbe auf alle Flachen dieser Art. Man braucht nimlich 
nur zwei Tetraeder zu suchen, welche mehrfach vier hyperboloidische 
Lagen der beschriebenen Art besitzen. 

Die vier hyperboloidischen Lagen nun, welche die beiden Tetraeder 
A, B, C, D wid A’, B’, C’, D’ darbieten, kénnen wir dadurch an- 


deuten, dass wir unter die Buchstaben: 












































A | B’| c' | D’ 
t|a|/Bi|c|D 
2/Bloe|p|aA 
3.|/c|p|aA|B 
4} D|Al|BIC 

















setzen. 

Ebenso kann man alle méglichen iibrigen hyperboloidischen Lagen 
der beiden Tetraeder in Cyklen nach der Periode 4 geordnet andeuten 
durch : 









































| a’ | B’ | co | D’ 
5.|Alco|D|B 
6|c|p|B| A. 
71/pD|B|aAlc 
s.|B|Alc|D 
9.| A | D |B| Cc 
10.| D| B| c| Aa 
u.|}B|c|AlD 
2.) 0] A D|B 








mit Hiilfe der elliptischen Functionen, also auf einem Wege, welcher von dem 
von mir eingeschlagenen principiell nicht verschieden ist, 









































13./ ¢| B| D| A 
4|Bi/D| ale 
w1p|alels 
16. Alc B | D 
17.|B)}D|C|A 
18, [| ¢ “als 
9.) co) A ‘Bi D 
20. | 4 | Bi Dic. 
a1.) Bi A|D|¢ 
nai ele 
wad 8 ETE 
24.| C |B) A | D 





Hier ist nun ein wesentlicher Unterschied zu constatiren zwischen 
der Beziehung der hyperboloidischen Lagen 5—20 und der Lagen 
21—24 zu den Lagen 1—4. Jede der Lagen 5—20 geht nimlich 
aus einer der Lagen 1—4 dadurch hervor, dass man einen Buch- 
staben festhalt und die drei andern cyklisch vertauscht, also z. B. 
5 und 9 aus 1: 

1. AA’, BB’, CC’, DD’; 

9. AA’, DB’, BC’, CD’; 

5. AA’, CB’, DC’, BD’; 
wihrend die Lagen 1—4 zu den Lagen 21—24 andere spiiter niher 
yu erdrternde Beziehungen haben. Wir untersuchen daher zuerst den 
Fall, dass ausser den Lagen 1—4 noch eine der Lagen 5—20, also 
etwa die Lage 9 gegeben sei, ziehen hieraus alle Folgerungen und 
gewinnen dadurch ein Mittel, solche Tetraeder wirklich zu construiren. 
Auch hier behandeln wir der einfacheren Terminologie wegen wieder 
den reciproken Fall. 

Zunichst ist wichtig, dass aus den Lagen: 


1. aa’, bb, cc, dd; 
9. aa’, dob, be, cd’ 
5. aa, cb, dc, bd 
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folgt. Sei niimlich c® die Raumcurve 3. Ordnung, welche die Hyper- 
boloide 1 und 9 ausser aa’ noch gemein haben, so wird dieselbe durch 
die Erzeugenden jeder sie enthaltenden Fliche 2. Grades projectivisch 
in sich bezogen, und zwar involutorisch. So gehen z. B. durch die 
Fliche 1 die Punkte 6, c, > in b’, c’, >’ ther, und durch die Fliche 9. 
die Punkte 6, c, > in c’, d, b’ tiber. Die Verbindung beider projec- 
tivischen Beziehungen liefert nun wiederum eine projectivische Be- 
ziehung der c® in sich; hierbei gehen die Punkte: 
(Il) b, c, 0; v c, . in: 

db, ce ¢, ¥, 5 
iiber. Die sich selbst entsprechenden Punkte sind offenbar die beiden 
Schnittpunkte der c* mit aq’; jeder derselben bildet mit 6, c, » sowohl 
als mit 6’, c’, > ein fiquianharmonisches System. 

Nun ist durch jede projectivische Beziehung einer c* in sich eine 
Collineation des Raumes definirt. Jede beliebige Ebene schneidet nim- 
lich die c* in drei Punkten, deren entsprechende Punkte die entsprechende 
Ebene liefern. Nun sieht man weiter, dass allen Ebenen, die durch 
eine Gerade gehen, wieder solche Ebenen entsprechen, Denn die 
ersten Ebenen bestimmen auf c* eine Involution 3. Ordnung, welcher 
eben eine solche entspricht, sodass die Ebenen durch jedes Punkttripel 
derselben wieder durch: eine feste Gerade laufen. Die durch die pro- 
jectivische Beziehung der c* vermittelte Transformation der Ebenen 
des Raumes ist also in der That eine collineare. 

In unserm Falle ist diese Collineation cyklisch von der Periode 3. 
Kine solche Collineation ist immer eine axiale*), d. h. es giebt eine 
gerade Punktreihe von sich selbst entsprechenden Punkten und ein 
Ebenenbiischel von sich selbst entsprechenden Ebenen; denn jeder 
Schnittpunkt, dreier sich im Cyklus entsprechenden Ebenen und jede Ebene 
durch drei sich im Cyklus entsprechende Punkte entspricht sich selbst. 
Dass dieselben in That eine Gerade resp. ein Biischel erfiillen, erkennt 
man hier leicht daraus, dass z. B. alle Tripel der sich im Cyklus ent- 
sprechenden Punkte auf c* eine Involution bilden. Offenbar ist aq’ 
der Ort der sich selbst entsprechenden Punkte, sodass auch a und a 
sich selbst entsprechen. Da nun durch diese Collineation die Geraden: 


1, aa’, bb’, cc, dd 
B. aa’, dc, bo’, cb’ 


tibergehen, so ist unsere obige Behauptung bewiesen, und wir erhalten 
den Satz: 
Inegen zwei Tetraeder zweimal so hyperboloidisch, dass die dadurch 


in: 


*) Cfr. meine Note in diesen Ann. Bd. XIX, p. 431. 
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bedingten Besziehungen der Ecken der beiden Tetraeder dadurch aus 
einander hervorgehen, dass man eme Ecke festhalt und die drei andern 
cyklisch vertauscht, so liegen die beiden Tetraeder im Ganzen dreimal 
so hyperboloidisch, dass die dadurch bedingten Beziehungen der Ecken 
der beiden Tetraeder alle aus einer in obiger Weise hervorgehen. 

Weiter ergiebt sich Folgendes. Kommt zu den vier hyperboloidischen 
Lagen: 


1. aa, bb, cc, dd; 
2. ad, bay, cb, dc; 
3. ac, bd, ca, db; 


4. ab’, be, cd’, da; 
noch die hyperboloidische Lage: 
9. aa, be, cd, db’ 
hinzu, so folgen aus der dadurch bedingten Collineation (II) noch die 
hyperboloidischen Lagen: 
5. aa, bo, cb, dc; 
4. (ab, be, cd’, da3) 
17. abd, ba, cc, db; 
24. ac, bb, ca, dd; 


9 aa’, be, cd’, d6; 

24. (ac, bb, ca’, dd‘) 

15. ab’, bo, cc, da; 

2. (ad, ba, cb’, dc’); 
wo die sich wiederholenden Lagen eingeklammert sind, sodass die 
beiden Tetraeder im Ganzen neunfach hyperboloidisch liegen. Diese 
neun Lagen theilen sich in zwei verschiedene Gruppen. Die eine wird 
durch die Lagen 2, 4, 24 gebildet, welche durch die cyklische Col- 
lineation (II) in einander iibergehen. Der zweiten Gruppe gehiéren die 
sechs tibrigen Lagen an; dieselben gruppiren sich viermal in Cyklen zu 
je drei, wie 1, 5, 9 einen Cyklus mit Beziehung zu aq’ bilden. Die 
iibrigen Cyklen sind: 3, 5, 15; 1, 17, 15; 3, 17, 9 mit Beziehung zu 
den resp. Geraden bd’, cc’, 0b’. Sie gehen aus dem ersten Cyklus durch 
die cyklische Collineation (I) von der Periode vier hervor. 

Die Zusammenstellung der hyperboloidischen Lagen der ersten 
Gruppe mit denen der zweiten ergiebt nun die wichtige Folgerung, 
dass die beiden Tetraeder einander gleichzeitig uwm- und eingeschrieben 
sein miissen. Die beiden Hyperboloide: 


1. aa’, bb, cc, dd 
und 


24. ac, bb, ca, dd 
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miissen nimlich ausser den Geraden bb’ und bd’ noch zwei Geraden 
der andern Erzeugungen gemein haben. Weil diese aber die Geraden 
aa’, cc’, ac, ca’ gleichzeitig schneiden miissen, so sind ac und a’¢ 
diese beiden Geraden. Es liegen folglich in je einer Ebene die Punkte: 

a, b, c, 3 a’, BY, cy bs 

e; 46 Fe CG, Gwe 
Ebenso folgt aus den beiden hyperboloidischen Lagen 24 und 3, dass 
in je einer Ebene liegen miissen die Punkte: 

a,b, od, cs V, ¢, ¥, a3 ‘ 

b,c, 6 dy a, Be: 
Die beiden Tetraeder sind also einander gleichzeitig um- und einge- 
schrieben, sie miissten denn aus zweimal vier Punkten in gerader Linie 
bestehen. Dieser Fall kann aber hier nicht eintreten, weil dann wegen 
der beiden Collineationen von den Perioden 3 und 4 diese zweimal 


vier Punkte gleichzeitig iquianharmonisch und harmonisch sein miissten. 
Auf Grund dieser Thatsache ist es nun nicht schwer, wirklich 


" gwei Tetraeder gu construiren, welche neunfach hyperboloidisch liegen. 


Zwei Tetraeder nimlich, welche in der oben. bezeichneten Weise einan- 
‘der gleichzeitig um- und eingeschrieben sind, haben von selbst die 
hyperboloidischen Lagen 2,4 und 24, wie schon Steiner*) in seinen 
systematischen Entwickelungen bemerkte. Es schneiden dann nimlich: 


die Geraden: 2. ad’, ba’, cb’, de’ die Geraden: ab, cd, ad, b'¢; 
m » -+--4--a8; Be, c8, OE »  : ad, bc, a¥, cd; 
~ - * om at, Oe, Oo, OF fu ~ % €% Se, Ot. ee. 


Will man zu dem Tetraeder abcd ein Tetraeder a’ b'c’d’ finden, welches 
demselben gleichzeitig um- und eingeschrieben ist, so kann man zu- 
nichst in den Seitenflichen abc und acd die Punkte b’ und b’ resp. 
ganz beliebig annehmen. Alsdann muss der Punkt a’ in der Schnitt- 
linie der Ebenen bcd und b’d'¢ liegen und der Punkt ¢’ in der Schnitt- 
linie der Ebenen abd und b’'a. Nimmt man aq’ beliebig auf dieser 
Linie an, so ist ¢’ dadurch bestimmt, dass es auch in der Ebene a‘b’b 
liegen muss, und es fragt sich nur, ob auch die Ebene a’c’d’ durch 
> geht. Bewegt sich nun aber a’ auf seiner Geraden, so beschreiben 
bb’a’ und dd’a’ zwei projectivische Ebenenbiischel, welche ein Hyper- 
boloid erzeugen. Dasselbe enthilt die Geraden ac, bd und b’h’, wie 
man erkennt, wenn man a’ successive mit c, den Schnittpunkten der 
Geraden ca’ mit 6b und b’)’ zusammenfallen lisst. Folglich ist die 
ac’ in dem Hyperboloide enthalten, weil sie ac, 6d und b’b’ trifft, des- 
halb aber auch q’c’; denn dieselbe trifft ausser ac’ und ca auch by’, 


*) §. Steiner, ges. Werke, Bd. I, p. 406. 
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Es liegen also wirklich a’, c’, », > stets in einer Ebene. Also erst 
durch Fixirung des Punktes a’ auf ca’ ist das Tetraeder a’b'c’ bd’ be- 
stimmt. 
Sollen nun auch noch: 

1. aa, bb, cc, dd 
auf einem Hyperboloid liegen, woraus nach § 3. folgt, dass auch: 

3. ac, be, ca, db 
auf einem Hyperboloide liegen, so miissen die Ebenen 

ac(a’, 6’, c, do’) den Punkten (a, r, ¢, ») 


projectivisch sein, wo y= (ac, bb’) und y—(ac, dd). Wegen der 
Lage 24 miissen aber auch die Ebenen: 


ac (a’, b’, c’, d) den Punkten (c, r, a, ¥) 


projectivisch sein, d. h. a, ¢ miissen durch y, ) harmonisch getrennt 
sein. Ist dies umgekehrt der Fall, so folgt aus der zweiten Projec- 
tivitait die erste und aus dieser wiederum die hyperboloidische Lage 1; 
denn dann schneidet das Ebenenbiischel ac (a’‘, ’, c’, 0’) auf a’c’ vier 
Punkte aus, welche mit den ihnen projectivischen vier Punkten (a, x, ¢, 1) 
verbunden gerade jene vier Geraden liefern. Ist also b’ beliebig in der 
Ebene abc gewahlt, so haben wir > nur auf einer Geraden dy so zu 
wiahlen, dass a und ¢ durch y und y harmonisch getrennt sind; dann 
ist a’ auf ca’ immer noch willkirlich. 

Wie den Punkt « kann man aber auch den Punkt ¢’ zur Be- 
stimmung des Tetraeders ac’ willkiirlich wihlen, woraus dann aq’ folgt. 
Wahlt man nun ¢’ so, dass die Punkte a und } durch die Schnittpunkte 
von ab mit bc’ und cb’ harmonisch getrennt sind, so liegen auch auf 
einem Hyperboloid : 

9. aa, be, cb, db, 


sodass die beiden Tetraeder abcd und a’b’c’d’ jetzt auf neun Arten 
hyperboloidisch liegen. Man bemerke, dass diese Construction durch- 
aus eindeutig, also reell ist. Es folgt aus ihr, dass solche neunfach 
hyperboloidisch liegende Tetraeder eine 15-fache Mannichfaltigkeit bilden. 
Denn nachdem das Tetraeder abcd beliebig angenommen ist, was co'? 
liefert, kann man b’ noch beliebig in abc wihlen, was oo'! giebt; die 
noch auf }y willkiirliche Annahme von »' giebt dann oo!, 

Von solchen Tetraedern kann man sich, worauf mich Herr F. Klein 
hinwies, eine gute Anschauung bilden durch zwei gleiche regulire 
Tetraeder, welche einander gleichzeitig um- und eingeschrieben sind. 
Der Leser wird leicht die soeben entwickelten Kriterien an diesem 
Tetraederpaar auffinden kénnen, am besten uatiirlich mit Hiilfe eines 
leicht zu verfertigenden Modells. 

Wir haben gesehen, dass die beiden Tetraeder abcd und a'b'c’d’ 
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durch zwei cyklische Collineationen von den Perioden drei und vier 
in sich tibergehen. Daraus folgt schon aus allgemeineren gruppen- 
theoretischen Principien, dass sie durch die 24 Collineationen in sich 
iibergehen, welche allen méglichen 24 Permutationen ihrer Ecken ent- 
sprechen. Man kann sich hiervon in unserem Falle auch direct iiber- 
zeugen. Die Collineation (I) wiederholt angewendet liefert nimlich 
zunichst die Identitit mit eingerechnet 4 Collineationen, wendet man 
auf diese die Collineation (II) ein- und zweimal an, so ergeben sich 
8 neue. Wendet man ferner die Collineation (I) zweimal, dann einmal 
die Collineation (1I) und endlich noch einmal die Collineation (I) an, 
so erhilt man eine neue Collineation; auf diese dieselben Processe wie 
auf die Identitat angewendet liefern die noch iibrigen 11 Collineationen. 

Als Folgerung endlich, daraus, dass die beiden Tetraeder einander 
gleichzeitig wm- und eingeschrieben sind, ergiebt sich, dass sie auch 
durch die geschaart involutorische Collineation: 
(111) é. -¥; cs db im: 

j 2 ¢€. ¥ 

in einander iibergehen. Weist man niimlich den Punkten a, b, c, 0 
die Punkte a’, d, ¢’, > zu, so sind die Ebenen abc und a'd'c’ collinear 
auf einander bezogen, und es entsprechen den Punkten y und » die 
Punkte y’ und yy, wenn wir y = (a’c’, dd’) und yy = (a’c, bb’) setzen. 
y entspricht namlich dem Punkte xy, also wegen det hyperboloidischen 
Lage 24 auch dem Punkte y der Punkt »’; denn es ist deshalb: 


(7,6 A (9,0, ¥) AG, Fc, Yd). 

Weisen wir nun ebenso den Punkten a,c, », >’ die Punkte a’, c’, b’, b 
zu, so sind auch die Ebenen acd und a’b'¢’ collinear auf einander be- 
zogen und es entsprechen den Punkten y und y wieder die Punkte x 
und 1’, was wie oben folgt. Da also den Punkten der Schnittlinie der 
Ebenen abc und acd beide Male dieselben Punkte der Schnittlinie der 
Ebenen q'c’d’ und a'b’c’ entsprechen, so definiren die beiden collinear 
auf einander bezogenen Ebenenpaare eine Collineation des Raumes. 
Dieselbe ist geschaart-involutorisch, weil den Punkten 6, 6’ in geradem 
wie in umgekehrtem Sinne die Punkte }, > entsprechen, und aq’ und 
ce’ sich nicht schneiden.*) 

Die Resultate dieses Paragraphen lassen sich ohne vollstindige 
Wiederholung schwer zusammenfassen, ich habe daher hier bereits im 
Text das Wichtigste durch gesperrten Druck hervorgehoben. 


*) Es ergiebt sich hieraus der Satz, den mir Herr H. Schréter gelegent- 
lich mittheilte: 

Sind zwei Tetraeder einander gleichzeitig um- und eingeschrieben, so werden 
die Verbindungslinien entsprechender Ecken wnd die Schnittlinien entsprechender 
Seitenflichen der beiden Tetraeder , also im Ganzen 8 gerade Linien von denselben 
beiden Geraden gleichzeitig getroffen. 
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§ 5. 
Ueber eine Fliche 4. Ordnung mit 52 geraden Linien. 


Wir gehen nun dazu iiber die Fliche 4. Ordnung zu betrachten, 
welche durch die 16 Schnittlinien der Seitenflichen der neunfach 
hyperboloidisch liegenden Tetraeder ABCD und A’BC'’D’ geht; 
sie lasst sich,offenbar im Ganzen zwélfmal so durch collineare Systeme 
erzeugen, dass die zugehdérige eindeutige Transformation derselben in 
sich eine collineare wird. Weil jedes Hyperboloid, welches vier Ge- 
raden derselben Erzeugung mit der #4 gemein hat, mit ihr noch vier 
Geraden der andern Erzeugung gemein haben muss, so enthilt J! 
16 + 4-9==52 gerade Linien. Wir miissen eigentlich sagen, sie 
enthilt 4 + 48 gerade Linien, denn die Geraden AA’, BD’, CC’, DB 
spielen als Axen der vier cyklischen Collineationen von der Periode 
drei, durch welche F'* in sich tibergeht, eine ausgezeichnete Rolle. 
¥'* geht in der That durch die cyklische Collineation (IJ), fiir welche 
AA’ die Axe der sich selbst entsprechenden Ebenen ist, in sich iiber. 
Denn es gehen durch dieselbe erstens die 16 Schnittlinien der Seitenfliichen 
der beiden Tetraeder in einander iiber. Ferner aber schneidet die Axe der 
sich selbst entsprechenden Punkte, a = (BCD, B’C’ D’), die F* noch 
in zwei Punkten, welche sich selbst entsprechen, aber nicht einer dieser 
16 Geraden angehéren; die Punkte BCD und BC’ D' liegen ja auf 
F‘, weil die Ebenen A’ und A durch sie hindurchgehen. Die F' geht 
also durch alle 24 Collineationen in sich iiber, welche den 24 Permu- 
tationen der Seitenfliichen der beiden Tetraeder entsprechen. 

Untersuchen wir nun die Gruppirung der 52 geraden Linien von 
F** niher. Zuniichst haben wir die 32 geraden Linien: 





1. | AA BB Co’ 
2.| AD'| BA’ 


| DD'| A,A, | B, By | 0,0; 'D, D, 
CB | DC | 4,D, | B, Ay | C, B,’ | D,¢, 
3. | AC’ | BD'| CA’ | DB’ | 4,C; | B, D,’| C, A,’ | D,B, 
4.| AB | BC’ | CD'| DA’ | A,B, | B,C | C,D, | D, A, 









































Wenden wir hierauf die Collineation (Il) von der Periode drei an, so 
gehen diese, falls: 


(I) 


A,, B,, C,, D,; A,, By, C/, Dy in 
A,, B,, C,, Dy; Ay; By, Cy; D; 


iibergehen, in folgende 32 gerade Linien iiber, unter welchen jedoch 
nur 12 neue sind: 
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B. | AA’ | DC’ | BD | CB | 4,4, B, B, | 0,0,’ | D, D,’ 
4.| 4B | DA | BC’ | CD’ | 4,D,'| B, A, | C,B, | C,.A,’ 









































17.| AD | Ba’ | cc’ | 4,0,’ | B,D,’ C,A;' | D, By 
24.| AC’ | A, By | B,C, | C,D, | D,.A, 
Hier ist: 


(IV) A,D,’ —B/C/, ByAy =C,D/, C,B/=D,A;, D,0;=A, By. 


In der That miissen sich ja diese zweimal vier Geraden decken. 
Nun kann aber der Geraden A, D,’ z. B. weder C,D,’ noch A,B,’ ent- 
sprechen, weil sie A,D, schneiden, A,D, aber AA’ nicht trifft, 
ebenso wenig wie a, weil a das Hyperboloid 2 in den Punkten BCD 
und B’C'D’ schneidet, durch welche ausser A und A’ keine gemein- 
same Tangentialebene von 1 und 2 mehr hindurchgeht. Ferner kann 
der Geraden A,D, auch nicht D, A,’ entsprechen. Denn dann miisste 
D, A, von der A, A,’ entsprechenden Geraden A,A,’ geschnitten wer- 
den. Weil aber A,A,’ die Axe AA’ trifft, so liegt A, A, in der 
Ebene durch AA’ und A,A,’, es miisste folglich D,A,’ entweder in 
dieser selben Ebene liegen oder durch den Schnittpunkt von A, A,’ 
und A,A,’ gehen. Das erste ist nicht méglich, weil A,D,’ die AA’ 
nicht schneidet, und das zweite nicht, weil sonst F* in dem Schnitt- 
punkte dieser drei nicht in einer Ebene liegenden Geraden einen 
Knotenpunkt auf einer }; hatte, was nach § 1. ausgeschlossen wurde. 
Es kann folglich der A,D,’ nur A,C;,’ entsprechen. Ebenso beweist 
man die iibrigen Identititen. Man erkennt leicht das Gesetz, dass in 
jeder Identitit alle vier Buchstaben vorkommen. 

Wendet man nun auf die letzten 32 geraden Linien noch einmal 
die Collineation (II) an, so gehen dieselben, falls: 


A,, B,; C,, D,; A,’, By, Cy, D, in 
A;, B;, C;, D;; A;’, By, C;’ D;’ 


tibergehen , in folgende Geraden iiber, worunter jedoch nur 8 neue sind: 


(1) 











9.| 44 | CD) DB | Bo’! 4,4; oe 


uae [Ca DD | BB) A,D, BA, | C,B, 


15.| AB | CC’ ba | BD —— EEaERs 
2,| AD | CB | Do’ | BA | A,B; Dy 
aa Se 7 S25 




















‘| 


























Hier ist wieder: 


(V) A, D,=B,C,, B, A; =C,D,;, C,B,;=D,A,;, D, C,' = A, By’; 
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(VI) A,D/=B,C,, B,A/=C,D;, CB, =D, A;, D,C/=A,Bs, 
weil ja durch die noch einmal angewendete Collineation (II) diese 32 
geraden Linien wieder in die ersten iibergehen miissen. 
Nun liegen, weil A, A,’, B, B,’, C,C,’, D,D,’ die Axe AA’ schnei- 
den, in je einer Ebene: . 
AA’, A,A;, A,A,, A345; 
AA, B, By, B,By, BB; 
AA, CC,, €,Cy, C,C;; 
AA’, D,D,, D,D,, D,D,'. 
Wenden wir hierauf die Collineation (1) dreimal hinter einander an, 
so erhalten wir 12 neue Ebenen; wir miissen jedoch zuniichst unter- 
suchen, wie hierbei die A,, etc. und A,, etc. in einander tibergehen. 
Nun gehen zuniichst wegen der Identititen (1V) und (VI) die 
Geraden: 

A,D,, B,A,’, C,B,, D,C/; B,C, C;D,', D, As, A,B, 
iiber in: 

B,C;, C;D,', D,A;, A,B;; C,B,, D,Cy, A,DJ, B,A,. 
Ferner gehen, weil das Hyperboloid 24 in sich tibergeht, die Geraden: 
(V) A,D,=B,C,, B,A’=C,D,, C,B,; =D, A,', D,C,; = A,B, 
in einander iiber. Nun muss der Geraden A,D,', welche A,B, und 
C,D, schneidet, eine Gerade entsprechen, welche B, A,’ und D,C,' 
schneidet, also entweder D, A,’ oder B,C,; das Letztere ist aber nicht 
mdglich, weil sonst A, D,’ sich selbst entsprechen wiirde. Das ist aber 
i. A. nicht der Fall, weil ja zur Bestimmung von F"‘ eine Gerade der 
zweiten Erzeugung irgend eines der neun Hyperboloide willkiirlich 
angenoymen werden kaun. Man findet so, dass die Geraden: 

A,B,, B,C,', C,D,, D,A,'; A;D,, B;A,', C,B,', D,C, in: 

B, A;', C; Bs, D,C;', A,;D;'; D,A,, A, By, B, Cy, C,D,’ 
tibergehen. Hieraus folgt in Verbindung mit dem Obigen, dass die 
Ebenen: 

(I) A,, B,,C,,D,; Ay, By, C,,D,'; As, Bs, Cs, Dy; As,Bs',C;,D,’ in: 

Bs, Cs,Ds,A3; D;,A3,Bs,C35 A,’,By',Cy,D,'; Az, By, C,, D, 
tibergehen, wo man in der That die Periode 4 wiedererkennt. 

Demnach gehen jetzt unsere vier Ebenen itiber in: 

BD, D,By, B,D;, A,Ay; 
BD, A,C, C,A;, B,By; 
BD, B,D, D,By, C,C,; 
BD’, C,4;, A,C,, D,D,; 
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CC’, C; Cy’, D, By; B, Ds; 
CC’, D,Dj, A,C,, CAs 
CC’, A, Ay’, B, Dy, D; By; 
hnei- CO’, BB, G,4,, A,C,; 


DB, B,D, A,A;, D,By; 
DB, C,A;, BB, A,C,'; 
DB, D,B/, ©,0;, B,D,; 
DB, A,C;, D;D,, C,A,’. 


r an, Man sieht nun, dass jede dieser Geraden in mindestens zwei dieser 
nter- Ebenen enthalten ist, und findet so bei naherer Priifung, dass diese 
chen, 16 Ebenen zwei ‘Tetraederpaare bilden, sodass die Schnittlinien der 
) die Seitenflichen jedes Paares auf F'* liegen. Ich will die Geraden so 


in zwei Quadrate zu je 16 anordnen, dass je vier derselben Horizontal- 
resp. Verticalreihe in derselben Ebene liegen und fiir diese Ebenen 
gleichzeitig die an der Seite resp. oben stehenden Bezeichnungen ein- 












































fiihren. 
den: |e 1.242 
3, A| Ad’ | 4,4,’ | A, Ay | 4,4, 
und B| 0,0, | B,D, | D,B| BD 
»C, fit 
icht C | 0,0, | D,B, | CC’ | BD, 
aber 
Pw A | CC; | DB | B,D, | DB, 
rlich = 
| we eS. 
in: bce | j ‘we 
«| AA’ | BB, | BB, | B,B, 
die 6 | D,D, | C,A, | AC; | BD 
7 y | D,D,' | 4,0, | CC’ | 0,4, 
8 |D,D, | DB | C,A, | A,C/ 





























Jedes dieser beiden Tetraederpaare liegt sechsfach hyperboloidisch, Es 
schneiden nimlich , 
1. AA’, BBY, TT’, AA’= AA’, BD, CC’,D,B,\ AC’, B, By, CA’, D,Dy; 
5. AA’, BA, FB’, AP = AA’, D,B,', BD’, B,D, AD’, B,B,’, BA’, D,D,; 
9. AA, BI’, TA’, AB= AA’, B,D,’, DB’, D,B,| AB’, B,B,’, DA’, DD; 
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3. AT’, BA’, FA’, AB’= BD’, A,A,’, DB’, C,C/ 
17. AA',BA’, Ff’, AB’=CC’, A,A,’, DB’, C,C,' 
15. AB’,BA’, Fl’, AA =CC’, A, A;’, BD’, 0,0, 


Ebenso schneiden: 


BB, A,C,, DD’, C,A/; 
CB, A,C,;', DC’, C, Ay’; 
BC’, A,C,,, CD’, C, Ay. 








1. aa’, BB, yy’, 00° = AA’, C,A,, CC’, A,C,|AC’, A,A,', CA’, C,C,3 
5. aa’, BO’, yp’, 0y'—AA, A,0,, BD’, C, AAD’, A,A,, BA’, C, Cy’ 
9. aa, By’, yd'",dB —AA’, A,C,, DB, C, Ay! AC’, A,A,’, CA’, C,C,3; 
3. ay’, BO, ya',dB —BD’, B, B,, DB, DD, BB;B,D,,DD, D,B,; 
17. ad’, Ba’, yy’, 0B =—CC’, B,B,, DB, D, D,\CB, B,D,', DC’, D,By; 
15. af’, BO’, yy’, da =—CC’, B,B,, BD, D,D,\CD’, B,D,, BC’, D,B,. 
Jedes der beiden Tetraederpaare besitzt also die 6 hyperboloidischen — 
Lagen, welche sich schon von den neun hyperboloidischen Lagen der 
beiden Tetraeder ABCD und A’ BC’ D' als besondre Gruppe abson- 
derten. Es ist diese Gruppe dadurch charakterisirt, dass die durch 
diese 6 hyperboloidischen Lagen bedingten Beziehungen der beiden 


Tetraeder unter einander nur zu Cyklen von den Perioden 2 und 3 
fiihren. 


Sehen wir nun zu, wie durch die cyklischen Collineationen (1) 
und (II) die Seitenflaichen dieser beiden Tetraederpaare in einander 
_ tbergehen. Wir kénnen dies, was die Collineation (1) betrifft, sofort 


aus den Tabellen auf voriger Seite ablesen. Es gehen also durch diese 
Collineation die Ebenen: 


) A,B,T,4; A,B,0, &; «a, B, 7, @; &, 8, 7, & im: 

A’, B, A; BLA, ALT; 8 vy, By ow; Ba, 8,7 
iiber. Ebenso gehen durch die Collineation (II) die Ebenen: 
(II) A, B, Tf, 4; A, BT, A’; «@, B, y, 8; @’, BY, y’, & in: 

A, 4, B,T; A, 1, &, By; a, 6, B, 7; oy’, 0, B 
iiber. Betrachten wir nun endlich die geschaart-involutorische Collinea- 
tion (III), welche: 
(it) A,B,C,D; A,B,C, D in: 

4,D,C’; B; A, D,C,B 

iiberfiihrt. Dieselbe fiihrt zwar die 16 Schnittlinien der Seitenflichen 
der beiden Tetraeder ABCD und A’ BC’ D’ in einander iiber, aber 
i. A. nicht die Flache F‘ in sich. Wiirde naimlich jede durch die 16 
Geraden gehende Flaiche 4. Ordnung durch diese Collineation in sich 
tibergefiihrt, so miisste dasselbe auch von den solche Flichen bilden- 
den Ebenenquadrupeln A, B, C, D und A’, BY, C’, D’ gelten; da 
diese aber nicht in sich, sondern in einander iibergehen, so giebt es 
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nur zwei Flachen 4. Ordnung durch die 16 Geraden, welche durch 
die geschaart-involutorische Collineation in sich tibergehen; wir werden 
sie im nachsten Paragraphen genau betrachten. 

Man bemerke, dass alle 52 geraden Linien unserer F'‘ reell sein 
kénnen. Zuniachst haben wir nimlich gesehen , dass die beiden Tetraeder 
ABCD und ABC’ D’ reell sein kénnen. Wihlen wir dann irgend 
eine reelle gemeinsame Tangentialebene der Hyperboloide 1 und 2, 
deren es ja immer noch unendlich viele giebt, als Ebene A,, so sind 
auch die Ebenen B,, C,, D,; A,, B,’, C,, D,’ reell. Daraus folgt 
aber, dass auch die Ebenen A, B etc. und a, £B etc. reell sind; denn 
A z. B. ist die Ebene durch die reellen Geraden AA’ und A, A,’. 
Daraus wiederum folgt, dass auch die Ebenen A,, B,, etc. und A,, 
B,, ete. reell sind, was sich iibrigens auch schon daraus ergiebt, dass 
sie durch eine reelle Collineation (II) aus den Ebenen A,, B,, ete. 
hervorgehen. Es kann also in unserer Configuration in der That Alles 
reell sein. 

Wir fassen die Resultate dieses Paragraphen in folgenden Satz 
zusammen : 

Jede Fliche 4. Ordnung durch die 16 Schnittlinien der Seitenflaichen 
zweier neunfach hyperboloidisch liegender Tetraeder enthalten im Ganzen 
52 gerade Linien. Dieselben gruppiren sich noch fiinfmal zu je 16 zu 
den Schnittlinien der Seitenflichen zweier Tetraeder. Von diesen Tetraedern 
liegen drei vierfach und zwei sechsfach hyperboloidisch. Die Fliche geht 
durch 24 Collineationen in sich tiber; drei von thnen von der Periode 
vier entsprechen je vier collinearen Erzeugungen der Fliiche; vier andern 
von der Periode drei gehiren als Axen vier ausgezeichnete Geraden der 
Fliiche zu. Durch jede dieser 4 Geraden gehen 6 Ebenen, welche die 
Fliiche in vier Geraden schneiden, durch weitere 12 gehen nur 2 solche 
Ebenen und die iibrigen 36 je vier. Alle diese Geraden und Ebenen 


konnen reell sein. 
Py 


§ 6. 
Ueber die aquianharmonische Fliche 4. Ordnung. 


Zu einer besonderen Fliche der im vorigen Paragraphen be- 
schriebenen Art kommen wir auf folgendem Wege. Das Hyperboloid: 


1. AA’, BB, CC’, DD’ 


schneidet die Axe a der sich selbst entsprechenden Punkte der axialen 
Collineation (II) in zwei Punkten a und ¢. Durch a geht eine Gerade 
der zweiten Erzeugung von 1, welche wir als Gerade A, A,’ annehmen 
wollen; durch diese Annahme ist ja F‘ gerade bestimmt. Nun ist 
A, A, = ATI und Af’ geht durch die zweimal hinter einander ange- 
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wendete Collineation (II) in resp. AA’ und AB’ iiber. Da nun der 
Punkt a sich selbst entspricht, so gehen folglich die Ebenen: 

A, BY, & 
durch einen Punkt. Wenden wir hierauf die Collineation (1) dreimal 
hinter einander an, so ergiebt sich, dass durch je einen Punkt gehen: 


A’, A, fF, A; ST, A, BY 4’; BY, A, B, T. 
Wendet man auf die letzten vier Ebenen die Collineation (II) an, so 
folgt, dass auch: 
r, A,B, A 
durch einen Punkt gehen. Wendet man endlich hierauf wieder die 
Collineation (I) dreimal hinter einander an, so folgt, dass durch je 
einen Punkt gehen: 
4,A,T, 4; A, B, T, A; B, A, BT. 
Es sind folglich auch die beiden Tetraeder ABI A und A’BT’ A’ einan- 
der gleichzeitig um- und eingeschrieben. Es entsprechen daher in einer 
geschaart-involutorischen Collineation den Ebenen: 
A,B,T,A; A,B’, &: 
A, 4,0, B; A, 4A, ST, B. 
Da in dieser Collineation die Geraden A A’, BD’, CC’, DB’ wiederum 
sich selbst entsprechen, so sind die dieselben gleichzeitig schneidenden 
Geraden g und g auch Axen dieser Collineation, dieselbe ist also 
identisch mit der Collineation (III). Wir haben hier also eine der 
beiden Fliichen, welche durch diese geschaart-involutorische Collineation 
in sich tibergefiihrt werden. Uebrigens liefert der Punkt ¢ keineswegs 
eine zweite Fliche dieser Art. Denn der Punkt BFA, durch welchen 
C,C, =TA’ geht, ist ebenfalls ein Punkt von a und jedenfalls von a 
verschieden, also der Punkt c. 
Jetzt, werden durch die Collineation (III) die Geraden AI’ = A, A,’ 
und BB’ =B, D, in C,C, und D,B,’ tbergefiihrt. Es coteguedien 
folglich den Sen: 


A,, B,, C,, D,; A,, B,’, C,, D’ entweder: 
(IIT) Cy, By, A), D/; C,, B,, A,, D, oder: 

(C,, D,, A,, By; C/', Dy, Ay, B). 
Das Letzte aber ist nicht méglich, weil diese Collineation durch die 
zweimal angewendete Collineation (I) entsteht. Ebenso entsprechen 
den Ebenen: 
A,, B,, C,, D,; 3; Ay, B,’ 
Oy, By As Ds ; C,, B,, 
Die a, B, y, 3; a, By’, & 


»D,'; Az, B;, C3, Ds; A;', By, C,’, Ds’: 
D,; C;', Bs’, As, D3’; C;, Bs, As,D3.- 
entsprechen sich selbst, Hieraus folgt, 
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dass die Ebenen a, 8, y, 3 durch g und die Ebenen a’, pf’, y’, & 
durch g’ gehen. Da nun diese Quadrupel durch Collineationen von Yer 
Periode 3 in sich tibergehen, so sind sie Quadrupel dquianharmonischer 
Ebenen. Die beiden Tetraeder «B yd und a’ B’y' d’ liegen folglich zwélf- 
fach hyperboloidisch; doch werden wir uns hiervon direct tiberzeugen. 
Natiirlich diirfen jetzt diese Ebenen nicht reell sein, ja wenn die 
Ausgangstetraeder 4 BCD und A’ B’C’ D’ reell waren, so diirfen schon 
g und g nicht reell sein. Weil aber a und «@ jetzt diejenigen beiden 
Ebenen sind, welche A, A’ und A, A’ gleichzeitig harmonisch trennen, 
so muss dann auch A und A’ reell sein; es sind also die Tetraeder 
ABFA und A’BI'A’ reell. Sind also die Tetraeder ABCD und 
A BC’ D’ reell, so schneidet die Axe a das Hyperboloid 1 immer in 
zwei reellen Punkten; dagegen dirfen natiirlich durch A, A,’, C, C,’ 
keine reellen gemeinsamen Tangentialebenen der Hyperboloide 1 und 
2 gehen. 

Nun bemerke man, dass durch Verbindung der Collineationen (1) 
und (III), durch welche ja: 


A, B, C, D; A, B,C’, D’ in: 
DC’, B, A; B, A, D, C 
iibergehen, die Ebenen: 

A,B, 1, A; A, BY, T’, & in: 

B, 7, A, A; 4, A, BY? 
iibergehen. Durch dieselbe Collineation gehen: 

A,, B,, C,, Dy; A,, By, C/, Dy in: 
Dj’, C/, By, Ay; B,, 4), Dy, ©, 


(VII) 


(VII) 


(VIN) 


tiber. 

Weil nun die beiden Tetraeder ABTA und A’BT’A’ einander . 
gleichzeitig um- und eingeschrieben sind, so haben sie noch folgende 
drei hyperboloidischen Lagen: 


2., AM’, BA, FB’, Al’ = A, A,, C, Cy, D,B,, B, Dy; 
4, AB’, BI’, FA’, AA = A,Ay, Dy By, B,D,’, Cy Oy’; 
24. AI’, BBY, FA, AA’ = 4, 4/, B,D,', 0,C/, D,B,, 


sodass die beiden Tetraeder ebenfalls neunfach hyperboloidisch liegen. 
Es liegen folglich auf F* noch 12 neue Geraden, sodass dieselbe im 
Ganzen 64 gerade Linien besitzt. 

Um deren Lage genauer zu untersuchen bemerke man, dass nun 
zu dem Tetraederpaar AB[ A und A’B’l’A’ noch drei neue Tetraeder- 
paare gehéren, sodass also z. B. folgende 32 gerade Linien auf F'* 
legen: 
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Setzen wir nun (cfr. p. 281/82), was ja rein Sache der Bezeichnung ist, 
A, A,’ = AC’, sodass wir etwa A,C, =A,I,’, folglich C,A,’ = B,A,’ 
setzen werden, so ist also die Ebene: 

A, = [(AC’, A,C,] und A, =—[AC’, C,A,']. 


Bedenken wir nun, dass durch die letztgenannte Collineation (VII), 


welche ja gerade aus dieser Gruppe von vier hyperboloidischen Lagen 
folgt: 


A,, B,, Fy, O13 Ay, By, 7, 4, im: 


(VID) , , , ’ 
Ay, Ay, By, 3 By, Ty, Ay, Ay 


iibergehen miissen, so folgt, dass: 


4, =[DD, D,D/), By =(DD, B,B,); 
r,=[CA, C4], Fy =[(C4, A,C,); 
B, = (BB, B, By), A; =[(BB, D,D,). 
Hieraus ist zu ersehen, welche von den alten Geraden die neuen auf 
2 und 4 schneiden. Man sieht so auch, wie man aus den alten Ge- 
raden die neuen construiren kann; freilich sind sie alle imaginir. 
Wenden wir auf die vorstehenden Ebenen die Collineation (II) 


an, so erhalten wir die beiden andern zu ABFA und A’BT'A’ ge- 
hérigen Tetraederpaare, und es ist: 


A, =(AD’, A,C,], A, =[(AD’, C,A,'], 
B,=([DC’, B,B,|, B, =[CB, B,B,}, 
l,= (BA, C, Ay}, 0, =[BA, A,C,), 
A, = (CB, D,Dy), =([(DC’, D,D,). 


B, — (cD, B, B;'), bee [BC’, B, Bs, 
Tl, =—[DA’, C,.A,)], =([DJA’, A,C,], 
A, —_ [BC’, D; Ds), A; _ [D A, A;C;'], 


A, 
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stehen; man braucht nur an Stelle der lateinischen die griechischen 
Buchstaben zu setzen. 

Hieraus ergeben sich nun die 6 tibrigen hyperboloidischen Lagen 
der beiden Tetraeder aByd und a’ f’y'd’. Es schneiden nimlich die 
Geraden : 


7. ay’, BB’, yd’, de’ = B,B,’, C, Aj’, Cy Ay, D,D,'\B,A\,, 1 ,B,’, B, Ay, C,B,5 
11. ay’, Be’, 7B’, 08° = B,B,’, D,D,', A,C,, A,C;'A,B,', B,,, 4,B,, B,C; 
13. 0d’, BB’,ya’, 0p’ =B,B,, C,A\, D,D,’, 0,4, ,A/,4,A,,,C,D,,D,Ay's 
19. «B’, By’, pa’, 00’ = B,B,’, A,Cy, D,D,’, A\Cy\A,Ay,O,0;,4,D,,D, 0/5 
21. wp’, Ba’,7d', dy’ = B,B,y, D,D,', CyAq,, Cy Ag! TyAy'A.A,’,C,D,’, DAs; 
23. «0’, By’, yB da’ =B,B,’, A,C;, A,C,', DyD,'\A,B,', B,,', A,B,’, B,C, 


Ich will den Beweis fiir das Hyperboloid 7 kurz andeuten. Weil 
B,B, in den Ebenen B, und B,’, C,A, in den Ebenen [, und A,’ 
liegt, so werden B,B,’ und C,A,’ von den Geraden B,A,’ und [,B,’ 
geschnitten. Nun ist aber B,A, =[,A,, [,B,/ = A,A,; weil also 
C,A, in den Ebenen [, und A,’, D,D,’ in den Ebenen A, und A,’ 
liegt, so werden auch C, A,’ und D, D,’ von B,A,’ und [,B,’ geschnitten. 
Das B, A,’ und C,B, die Geraden links schneiden, folgt sofort aus 
den Identititen. 

Weil wir nun die drei hyperboloidischen Lagen: 


3. ay’, BO’, yo’, OB’; 
7. ay’, BB, yd, da’; 
ll. ay’, Ba’, pp’, 00 


haben, so geht nach § 4. die #4 durch die cyklische Collineation von 
der Periode drei in sich iiber, welche: 


a, B, 7, 9; o, B, y’, O in: ° 

a, 7,9, By 9, aw, 7, B 
iiberfiihrt. Nun ist die eine Axe dieser Collineation ay’ = B, B,’=B,B,’, 
es gehen folglich durch dieselbe auch die Ebenen B,, B,’ B,, B,’ in 
sich tiber. Es muss folglich die Gerade B, A, z. B. in eine der Ge- 
raden B,C,’ oder B,D,’ tibergehen; nun geht die sie schneidende 
Gerade C,A, = 66 in yo’ = D,D, iiber, folglich geht B,A,’ in 
B,D,’ iiber, also A,’ in D,’. So beweist man, dass die Ebenen: 
A,, B,, C,, D,; Ay, By, C/, Dy im: 
C,, By, Dy, Ay; Dy, By, Ay, C/ 


(VIII) 


(VII) 
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iibergehen, und ebenso die Ebenen: 


(VIII) Aes Bis Fae Bas Ais Bis U's ty ia: 
T,, 8B, &,, 4,3; A,, B,, A,, fF, 


tibergehen. Nun entspricht hiernach der Geraden AC’ =A,A,’ die 

Gerade [,4,’ = B,A,’; da nun der Geraden AA’ = ae’ die Gerade 

«d’ = B,B,; = B,B, entspricht, so folgt, dass der Ebene A die 

Ebene B, entspricht. So beweist man, dass die Ebenen: 
ee £1, Be OL 

in: B,, A,, T,, 4,3 B,’, A’, A,, TF,’ 


itibergehen, und ebenso die Ebenen: 


(VII) 


Aa fk BK Oe. * 


(VIII) ‘ : Figa LD 
in: B,, A,,C,, D,; By, Dy, Ay, Cy’ 


Weil hiernach nun A, A, =AA’ in B,C, =A,D,' und A,C,=y6' - 


in da = D,D,' iibergeht, so geht A, in D,' tiber. So beweist 
man, dass: 


A,, B,, C,, D,; A,, By, Cy, D, 


(VIII) : 7 5 f : 
in: D,’, B;, C,’, A;; As, B,, Ds, C,; 


iibergehen; ebenso: 


A,, B, T,, A; Ay; B,’, ry, A,’ 


(VIL) , : : : . 
in: A,’, Bs, Fs, As; As, B;, As, Fs. 


In ganz analoger Weise, aber schon daraus, dass die Collineation 
eyklisch von der Periode drei ist, folgt, dass die Ebenen: 


(VIII) A;, B;, Cy, D,; Ay’, B;',Cs', Ds); Ag, Bg, Fs, Ag; Ay’, By’, 5’, Ay’ 
in: r, 4, B’, XQ’; A, A, I, B; C’, A’, B,D’; D, A, C, B 


iibergehen. Hieraus ergiebt sich nun ein bemerkenswerthes Resultat; 
um kiirzer sein zu kénnen, wollen wir jedes Tetraederpaar nur mit 
seinem Anfangsbuchstaben, also z. B. das Paar ABCD, A’ B’C' D’ 
mit (A) bezeichnen. Wir sehen jetzt daraus, wie durch die Colli- 
neation (VIII) die 8 Tetraederpaare in einander iibergehen, dass sie 
alle neunfach hyperboloidisch liegen. Denn (A,), (A); (Ay), (As) 
gehen ja durch dieselbe aus (A) resp. (A) hervor. Da aber (A,) und 
(A,) in sich iibergehen, so miissen auch die Tetraederpaare (A) und 
(A), welche ja als Schnittlinien ihrer Seitenflichen die Geraden der 
zweiten Erzeugungen derjenigen vier Hyperboloide liefern, deren erste 
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Erzeugungen die Schnittlinien der Seitenfliichen der Paare (A,) und 
(A,) enthalten, in ebensoleche Tetraederpaare iibergehen; d. h. die 
Paare (A,), (A,) und (A,), (A,) haben zu resp. (A,) und (A,) dieselbe 
Beziehung wie (A) und (A); es liegen folglich (A,) und (A,) eben- 
falls neunfach hyperboloidisch. Wir sehen hieraus weiter, dass wir 
die 8 Tetraederpaare in zwei Reihen: 


(A), (Aj), (Ar), (As)5 

(A), (A,), (A,), (As) 
so ordnen kénnen, dass jedes Paar mit den drei nicht unter ihm 
stehenden Paaren der andern Reihe eine Gruppe wie (A) mit (A,), 
(A,), (A;) bildet. 

Die 64 Seitenflichen dieser 8 Tetraeder gruppiren sich nun aber 
noch auf zwei andre Arten zu den Seitenflichen zweier Gruppen solcher 
8 Tetraederpaare. Je zwei einander wie (A) und (A) entsprechende 
Tetraederpaare bestimmen niimlich dieselben vier Geraden, hier AA’, 
BD’, CC’, DB’, als Schnittlinien der einander in der geschaart-in- 
volutorischen Collineation entsprechenden Seitenflichen. Die vier 
Paare von Tetraederpaaren bestimmen so folgende Gruppen von je vier 
geraden Linien: 

22. aa’, BO’, yy’, OB; 
24. ay’, BB’, ya’, 00"; 
2. ad’, Bo’, yf’, dy; 
4. «B’, By’, yd’, de’, 


wo die Nummern dem Schema der hyperboloidischen Lagen auf p. 271/72 
entnommen sind, obgleich solche nicht gemeint sind. Die Ver- 
tauschungen nun, durch welche diese Gruppirungen aus einander her- 
vorgehen, sind von der Periode 2 und entsprechen den Veriinderungen, 
bei welchen ein Doppejverhiltniss constant bleibt. Die 8 iibrigen, 
wenn ich so sagen darf, nicht-hyperboloidischen Lagen der beiden 
Tetraeder aByd und a B’ yd" ordnen sich nun noch zu zwei solchen 
Gruppen, nimlich 6, 8, 18, 20 und 10, 12, 14, 16, und jeder dieser 
beiden Gruppen gehéren, ebenso wie der ersten, 8 neunfach hyper- 
boloidisch liegende Tetraederpaare zu. So sind z. B. zwei Tetraeder- 
paare, welche zur ersten Gruppe, und zwar zu 20 gehoren, A, C,, C,, Cy; 
A’, A,’, A,’, A,’ und A, A,’, A,, As; 4’, ,, [,, [;, aus welchen die 
iibrigen sechs Paare durch die wiederholt angewendete Collineation 
(1) hervorgehen. Zur zweiten Gruppe, und zwar zu 16 gehéren die 
heiden T'etraederpaare A, A,, A,, A;; A’, C,, C,', C, und A, 1,’, T,’, 1); 
A’, A,, A,, Ag, aus welcher die iibrigen 6 Paare durch dieselbe Colli- 
neation hervorgehen. Den Beweis hierfiir tibergehe ich, da er aus 
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den Tabellen leicht zu erbringen ist. Die sechs hyperboloidischen 
Lagen, welche durch den Cyklus von der Periode drei zusammen- 
hiingen, ergeben sich jedesmal leicht aus den mit ihnen verbundenen 
Collineationen von der Periode drei, welche dieselben bleiben wie bei 
der ersten Gruppe. Das gleichzeitige Um- und Eingeschrieben- Sein 
jedes Tetraederpaares nach dem durch die Schreibweise angedeuteten 
Entsprechen ist leicht unter Beriicksichtigung der Identititen zu be- 
weisen. 

Jedem dieser Tetraederpaare entsprechen nun nach § 5. drei 
Gruppen von je vier collinearen Erzeugungen der F*, deren zugehérige 
eindeutige Transformation der Flaiche in sich linear ist. Nun wird 
aber dieselbe Gruppe von vier collinearen Erzeugungen jedesmal von 
2 Tetraederpaaren geliefert, sodass es im Ganzen 3 - 12 solehe Gruppen 
oder 4-3 .- 12 = 144 collineare Erzeugungen giebt, deren zugehdrige 
eindeutige Transformation der F'‘ in sich linear wird; ihnen gehdéren 
aber im Ganzen nur 36 Collineationen von der Periode 4 zu. 

Collineationen der F’‘ in sich giebt es aber eine um vieles gréssere 
Anzahl. Man findet dieselbe durch folgende Methode, welche diese 
Collineationen selbst bestimmen lehrt. Sind niimlich den Punkten 
zweier sich nicht treffenden Geraden g und g des einen Raumes die 
Punkte zweier eben solchen Geraden g, und g,’ des andern Raumes 
als collinear zugewiesen, so ist die Gerade h, bekannt, welche irgend 
einer g und g’ gleichzeitig treffenden Geraden h entspricht. Wird 
nun noch irgend einem Punkte » von h ein Punkt p, von h, zu- 
gewiesen, so ist die Collineation bestimmt; denn die jeder beliebigen 
Ebene x entsprechende Ebene z, ist jetzt dadurch bestimmt, dass sie 
durch einen bekannten Punkt und eine bekannte Gerade geht.. Nun 
miissen durch jede Collineation, welche F'* in sich iiberfiihrt, die 
Ebenenquadrupel afyd und a’ B’y'd’ entweder in sich oder in ein- 
ander iibergehen. Jedes dieser beiden Quadrupel kann aber, weil es aiqui- 
anharmonisch ist, auf zwélffache Weise sowohl sich, als auch dem andern 
collinear gesetzt werden. Haben wir so (a, 6, y, 6) auf irgend eine 
Weise und ebenso (a’, 6’, y', 0’) sich selbst collinear gesetzt, so ist 
die Collineation nach dem Obigen bestimmt, sobald noch irgend einem 
Punkte ein passender Punkt zugewiesen ist. Sei nun » ein Punkt 
von F'* und h die Gerade durch », welche g und g’ trifft, so muss 
dem Punkte » einer der 4 Schnittpunkte der oben definirten Geraden 
h, mit F* entsprechen, und weisen wir umgekehrt dem Punkte » 
irgend einen dieser 4 Punkte zu, so geht durch die dadurch bestimmte 
Collineation F'* in sich iiber. Denn die F' entsprechende Fliche hat 
dann mit derselben erstens die 16 Schnittlinien der Kbenenquadrupel 
a, B, vy, 0 und a’, B’,y’, 8’ gemein und zweitens den dem Punkte » ent- 
sprechenden Punkt, ist also mit ihr identisch. Da nun jede collineare 
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Zuordnung der Ebenen «, 6, y, 9 zu einander mit jeder der Ebenen 
«, B’, y’, O° zu einander combinirt werden kann, so erhalten wir in 
dieser Weise 12 - 12 - 4 — 576 Collineationen der F'* in sich. Ordnet 
man ebenso den Ebenen a, 6, y, 0 die Ebenen o@’, f’, y’, &’ auf alle 
migliche Weise collinear zu, so erhilt man 576 weitere Collineationen, 
sodass F’* im Ganzen durch 1152 Collineationen in sich tibergeht. 

Wir sind zu dieser Fliche 4. Ordnung, welche man die dquian- 
harmonische Fliche 4. Ordnung nennen kann, von zwei neunfach 
hyperboloidisch liegenden Tetraedern ausgekommen. Aber man kommt 
zu ihr offenbar auch von zwei Quadrupeln fquianharmonischer Ebenen 
aus, nur dass man ohne den von mir entwickelten Ausgangspunkt 
nicht so leicht die vorstehend abgeleiteten Kigenschaften wiirde haben 
finden kénnen. Ich will mich nicht dabei aufhalten, was nach den 
entwickelten Methoden und den eingefiihrten Bezeichnungen keine 
wesentlichen Schwierigkeiten mehr macht, aber ohne lange Ausein- 
andersetzungen nicht deutlich genug wird, nun wirklich den umge- 
kehrten Weg einzuschlagen und zu beweisen, dass jede Fliaiche 4. Ord- 
nung durch die 16 Schnittlinien zweier Quadrupel aquianharmonischer 
Ebenen die eben entwickelten Eigenschaften besitzt. Ich will mich 
damit begniigen, dieselben in folgenden Satz zusammenzufassen: 

Jede Fliche 4. Ordnung durch die 16 Schnittlinien zweier Quadrupel 
diquianharmonischer Ebenen enthdlt noch 48 andere, also im Ganzen 
64 gerade Linien. Dieselben liegen noch zu je vieren in 64 Ebenen. 
Diese 64 Ebenen ordnen sich zu je achten zu den Seitenfliichen von 24 
neunfach hyperboloidisch liegenden Tetraederpaaren, sodass die 16 Schnitt- 
linien der Seitenflichen jedes Paares auf der Fliache liegen. Diese 
24 Tetraederpaare ordnen sich in drei Complexe zu je achten und die 
8 Paare jedes Complexes theilen sich in zwei Gruppen zu je vier so, 
dass jedes Paar mit den vier Paaren der andern Gruppe und dem von 
den Quadrupeln dquianharmonischer Ebenen gebildeten Tetraederpaar 
zusammen eine Gruppe von 6 Tetraederpaaren der in § 5. beschriebenen 
Art bildet. Die Fliiche lisst sich 144 Mal so durch collineare Systeme 
erzeugen, dass die zugehdrige eindeutige Transformation der Fliche 
in sich collinear wird. Die Fliche geht iibrigens durch 1152 Collinea- 
tionen in sich tiber. 

Nach dem Ausgangspunkte, welcher zu diesen Flachen fihrte, 
liegt es mir noch ob, diejenige zweite Fliche 4. Ordnung des Biischels — 
durch die 16 Schnitlinien der Seitenfliichen der Tetraeder ABCD 
und A’ B’C’ D’ zu erwaihnen, welche durch die geschaart-involutorische 
Collineation (III) in sich tibergeht. Man erhilt dieselbe, wenn man 
den bestimmenden Punkt einfach auf einer der beiden Axen g oder g 
der Collineation annimmt. Weil nur noch eine zweite solche Flache 
existiren kann, so muss in der That die g enthaltende Fiche auch 
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durch g gehen. Da diese Fliche zu keiner neuen der von uns zu 
betrachtenden collinearen Erzeugung fiihrt, so will ich mich bei ihrer 
Behandlung nicht aufhalten. Ich erwaihne nur kurz, dass dann jedes 
der Paare von Tetraedern (A,), (A,) und (A,) eimander gleichzeitig 
um- und eingeschrieben ist; diese Tetraederpaare liegen aber nur fiinf- 
fach hyperboloidisch. Die Fliche enthilt ausser g und g’ keine weiteren 
geraden Linien. 


§ 7. 
Ueber die tetraedral-symmetrische Fliche 4. Ordnung. 


Wenn wir jetzt wieder zu der in § 5. in Angriff genommenen 
Aufgabe zuriickkehren, zwei Tetraeder, welche schon die vier hyper- 
boloidischen Lagen 1 bis 4 haben, in méglichst viele solche zu bringen, 
so ist zuniichst zu bemerken, dass sie mehr als neunfach nicht hyper- 
boloidisch liegen diirfen. Denn nehmen wir noch irgend eine der 
iibrigen hyperboloidischen Lagen an, sei es aus der Gruppe 5 bis 20 
oder aus der Gruppe 21 bis 24, so ergiebt sich durch analoge Schliisse 
wie in § 5., dass die beiden Tetraeder ABCD und A’ B’C' D’ ein- 
ander noch auf andere Weise, als dort angegeben, gleichzeitig um- 
und eingeschrieben sein miissen, was nicht mdglich, ohne dass die 
Tetraeder zusammenfallen oder degeneriren. Nehmen wir z. B. noch 
die hyperboloidische Lage 


6. AD’, BC’, CA’, DB’ 


an, so ergiebt sich aus dieser in Verbindung mit den hyperboloidischen 
Lagen 2, dass die Tetraeder durch die Collineation: 


A, BG, DB; £4, 30, PF 
in: A,C, D, B; C’,, a, B’, D’ 
in sich tibergehen. Diese aber fiihrt die hyperboloidische Lage 3 in: 
21. AB’, BA, CD’, DC 


iiber, woraus in Verbindung mit den hyperboloidischen Lagen 2 und 
4 folgt, dass die beiden Tetraeder einander so gleichzeitig um- und 
eingeschrieben sind, dass den Ebenen: 


A,B, @, &: 

D', C’, BY, A’ 
entsprechen. Da nun die beiden Tetraeder einander schon so gleich- 
zeitig ein- und umgeschrieben sind, dass den Ebenen: 


A, B, C, D: 
A’, D', C’, B’ 
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entsprechen, so miissen gehen durch 


den Punkt: ABC die Ebenen A’ und B’, 
ms » + £BD « o 1 ee ae 
ro o * ows a" CO's 
- » + BOD ; ot. > aa ae 


Diese Forderung kann erstens dadurch erfiillt werden, dass 
A’, B’, C’, D’ resp. durch BC, AB, AD, CD gehen; dann miissen 
aber ebenso auch A, B, C, D resp. durch B’C’, A’ B’, A’ D’, C’ D’ 
gehen, was nicht anders méglich, als dass A, B, C, D mit resp. 
C’, B’', A, D’ zuasammenfallen, Sie kann zweitens dadurch erfiillt 
werden, dass alle 8 Ebenen durch denselben Punkt gehen, was ja 
nicht zu eigentlichen hyperboloidischen Lagen fiihren kann, und endlich 
dadurch, dass A, B, C, D und A’, B’, C’, D’ durch je eine Gerade 
gehen. Dieser Fall ist hier jedoch nicht mdglich, weil dann, wie 
schon friiher erwihnt wurde, diese Ebenenquadrupel gleichzeitig har- 
monisch und fiquianharmonisch sein miissten. 

Es bleibt nun noch zu untersuchen, wie wir etwa zu neuen hyper- 
boloidischen Lagen kommen, wenn wir zu den Lagen 1 bis 4 nicht 
eine aus der Gruppe 5 bis 20 binzunehmen, sondern aus der Gruppe 21 
bis 24. Kine solche Lage, nimlich 24, kam ja bereits in dem schon 
betrachteten Falle hinzu, und es folgt aus ihr nichts anderes, als 
dass die beiden Tetraeder einander gleichzeitig um- und eingeschrieben 
sind. Es kénnten daher neue Lagen nur hinzutreten, falls man ausser 
der hyperboloidischen Lage 24 noch eine aus dieser Gruppe, etwa 21 
annimmt. Dann bleibt, wie wir soeben gesehen haben, als einziger 
Fall, in welchem eigentliche hyperboloidische Lagen eintreten kénnen, 
der iibrig, dass A, B, C, D durch dieselbe Gerade k und A’, B’, C’, D’ 
durch dieselbe Gerade k’ gehen. Weil aber durch die Collineation (I) 
(A, B, GC, D) in (B, C, D, A) iibergeht; welches Doppelverhiltniss 
gleich (A, D, C, B) ist, so sind A, C durch B, D harmonisch ge- 
treunt und ebenso A’, C’ durch B’, D’. In der That ist dann: 

(A, B,C, D) % (A’, BY, C’, D’) K (B’, A’, D', C’) K (C,, D’, A, BY) 

KA (D',C’, B', 4) K(A, DC’, BY XK (DA, BC) K (C', BA, D’) 
ZX (B’, C’, D’, A), 

sodass die 8 hyperboloidischen Lagen 1 bis 4 und 21 bis 24 von selbst 

eintreten. Die durch die 16 Schnittlinien der Seitenflichen der beiden 

Tetraeder gelegte Fliche 4. Ordnung besitzt hiernach noch 16 weitere 

gerade Linien, welche sich ebenfalls als Schnittlinien der Seitenflichen 


zweier Tetraeder darstellen, sodass wir das neue Schema haben: 
; 20* 
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| 21.| AB’| BA | CD’ | De 4,4, |B,B, | 00, D,D;’ 
| 2. rraesy BD’ | CC’ | DB’|A,D,' B, A, ap, |D, 0, 
| 23. rae ee. | CB’ | DA’ |A,C; B,D, C,A 4, |D, By 
| 24. | ac’ | BB’| ca | DD'|A,By| B,C, | 0, Dy ‘D,Ay 











Sind EF und F die beiden Ebenen, welche A, C und B, D gleich- 
zeitig harmonisch trennen, ebenso E’ und F” dieselben Ebenen fiir 
A’, C’ und B’, D’ so, dass: 


(A, B,C, D, E, F) X (A, B,C, D, E, F’), 
dagegen : 

(A, B,C, D, E, FP) XK (BA, DC,” FE’), 
so erkennt man Jeicht, dass die Hyperboloide 1 bis 4 durch die Geraden 
EE’ und FF’, dagegen die Hyperboloide 21 bis 24 durch EF” und 
FE’ gehen. Weil nun k und k’ nicht in F* enthalten sind, so sind 
es auch diese 4 Geraden nicht, woraus folgt, dass die Ebenen 
A,, B,, C,, D, etwa durch EE’ und die Ebenen 4A,’, B,’, C,', D,’ 
durch F'F” gehen. Ebenso gehen die Ebenen A,, B,, C,, D, durch 
EF’ wid A,’, B,, C,, D,’ durch FE’. Natirlich sind nun week A,, C, 
durch B,, D,; A; C; durch B,’, D,’; A,, C, durch B,, D, and 
A,, C, dureh B,’, D,’ harmonisch getrennt. Die 4 hyperboloidischen 
Lagen 21 bis 24 der beiden Tetraeder A,B,C, D, und A,’ B,C, D,’ 


ergeben nun 4-4 gerade Linien, welche EF’ und FE’ schneiden - 


miissen, also mit den Schnittlinien der Ebenen A,, B,, C,, D, und 
A,', B,, C,', D, identisch sind; man erhilt so noch das Schema: 





A,B, | B,A,' | C.D, | D,; | 4,B; | B.A, | C,D, | D,C; 


A, Ay | B,D; | G0, | D, By A, A,’ | B,D, | 0,0, | D, By 











A, Dj | B,C; | C,B, | D,A, | 4,D,’ | B,Cy | C,B, | D, A, 
A,C; | B, By | C,A, | D,D,'| A,C, | B,B, | C,A, D, Dy 





















































Man sieht hieraus, dass die Fliche 4. Ordnung 3-4 = 12 colli- 
neare Erzeugungen zulisst, deren zugehdrige eindeutige Transforma- 
tion der Flache in sich collinear werden. Als Gesammtzahl der Colli- 
neationen der F’* in sich ermittelt man wie im vorigen Paragraphen 
leicht 24 - 64 — 1536. 

Hierzu kommt man auch leicht von der besonders einfachen ana- 
lytischen Darstellung dieser Fliche. In Beziehung auf das Tetraeder 
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EFE’F’ stellt sich diese Fliche nimlich als Summe von vier Bi- 
quadraten dar*). Hierbei ist es nun von besonderem Interesse, den 
analytischen Ausdruck der 12 collinearen Erzeugungen der Fliche zu 
verfolgen. Es entsprechen nimlich diesen 12 Erzeugungen 12 inde- 
pendente Darstellungen der Summe von vier Biquadraten der Coordi- 
naten in Form einer Determinante 4. Ordnung**), deren Glieder die 
Coordinaten sind multiplicirt mit vierten Einheitswurzeln. Die ersten 
Unterdeterminanten dieser Determinanten stellen dann, gleich Null 
gesetzt, Flachen 3. Ordnung dar, welche die Fliche 4. Ordnung in den 
12 Geraden einer Schlafli’schen Doppelsechs schneiden. Kine solche 
Doppelsechs ist z. B.: 


AA’, CC’, C,B,', A,D,, D, By, B,D; 
CB’, AD’, A,A,, C,C,’, A,D,, CB’, 

wie man aus den Tabellen leicht ersieht. Die sechs Geraden: 
AA, CC’, C, By, A, D,;, A,D,, C,B, 


bilden eine g® der in § 1. beschriebenen Erzeugung der Flache; in 
der That sind die acht Geraden }; dreifache Secanten dieser speciellen 
Raumeurve 6. Ordnung. Es giebt im Ganzen 64 solche Doppelsechsen. 
Ausserdem gruppiren sich die 48 Geraden von F noch zu einer 
andern Classe von 2 - 64 = 128 Doppelsechsen; jedoch glaube ich nach 
dem allgemeinen Gesichtspunkte der: collinearen Erzeugung, unter 
welchem ich diese Fliche hier betrachte, auf diese Specialitiiten nicht 
naher eingehen zu diirfen. Wir erhalten das Resultat: 


Legt man durch die 16 Schnittlinien zweier Quadrupel harmonischer 
Ebenen eine Fiche 4. Ordnung, so enthélt dieselbe noch 32 andere 
gerade Linien, welche sich ebenfalls als die Schnittlinien von zweimal 
zwei Quadrupeln dquianharmonischer Ebenen darstellen; die sechs Axen 
dieser dreimal zwei Quadrupel bilden die gegeniiberliegenden Kanten 
eines Tetraeders. Diese Fliiche 4. Ordnung lisst sich zewolfmal so durch 
collineare ebene Systeme erzeugen, dass die zugehdrige eindeutige Trans- 
formation der Fliiche in sich eine lineare wird. 

Zum Schlusse bemerke ich noch, dass sich aus der Lésung unserer 
Aufgabe, Flichen 4. Ordnung zu finden, welche sich méglichst oft 
auf die mehrfach beschriebene Art collinear erzeugen lassen, gleich- 
zeitig die Lésung der Aufgabe ergeben hat, Tetraeder zu finden, welche 
mehrfach hyperboloidisch liegen. Denn es finden sich in unsern Bei- 





*) §. de la Gournerie, surfaces réglées tétraédralement symmétriques, 
Paris, 1867, pag. 232. 
**) Cfr. H. S. p. 1, 2. Note. 
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spielen alle Typen mehrfacher hyperboloidischer Lage zweier Tetraeder. 
Nur der Typus der gleichzeitigen Lagen 1, 3, 21, 23 wird durch den 
letzten degenerirten Fall nicht deutlich genug; er kann eben mit einem 
Typus, der zur Periode vier gehért, nicht anders als so gleichzeitig 
auftreten. Er bedarf daher noch einer besonderen Behandlung, doch 
liegt dieselbe unserm Thema fern. 


Leipzig, im April 1882. 
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Bemerkung zu Herrn Sturm’s Abhandlung: ,,Ueber die 
reciproke Verwandtschaft und damit zusammenhingende 
Verwandtschaften‘‘ XIX. Bd., 4. Heft. 


Von 


8. Kanror in Prag. 


In dieser Abhandlung beschiiftigt sich Herr Sturm mit dem 
Biischel von Reciprocitiiten in der Ebene und dem Netze von Reci- 
procitiiten im Raume, wie man dies kurz ausdriicken kann. Ferner 
werden fiir den Fall der Coincidenz der Riiume, namentlich fiir die 
Ebene, Betrachtungen iiber Oerter gegeben. 

Ueber diese beiden Gegenstiinde mégen mir einige Bemerkungen 
gestattet sein. Mit den linearen Systemen linearer Transformationen 
— darunter insonderheit den Bischeln in der Ebene und Biindeln im 
Raume — beschiiftige ich mich in einer kiirzlich endgiiltig abge- 
schlossenen Arbeit, zu der das Material jedoch aus einem Zeitraume von 
zwei und einhalb Jahren herriihrt. Auch bei Verschiedenheit der Raume 
liegt dort der Schwerpunkt in dem allgemeinsten, m-fachen unendlichen 
Systeme im R,, und es gelingt mir darum, in den von Herrn Sturm 
(Nr. 1—3) angedeuteten Zusammenhang etwas tiefer einzudringen. Ich 
finde dabei auch auf eine eigenthiimliche Art die Nullsysteme héheren 
Grades, von denen Herr Sturm spricht (Nr. 15 und 19), sowie andere 
ebenso interessante speciellen Lagen. Der eingeschlagene Weg fiihrt 
ebenso zu Nullsystemen beliebigen Grades. Die Resultate iiber coin- 
cidente Triger bleiben hier ausser Betracht. Ich hoffe diese Unter- 
suchungen demniichst in den Denkschriften der Wiener Akademie zu 
publiciren. 

Hinsichtlich der Correlationen bei coincidenten Trigern habe ich 
schon December 1880 und Januar 1881 Untersuchungen angestellt. 
In der That musste es mir nahe liegen nach den Collineationssystemen 
nun auch Correlationssysteme im selben Raume fhnlicher Behandlung 
za unterwerfen. Ich hatte dabei die Absicht, den einleitenden Theil, 
in dem sich auch die Sitze des Herrn Sturm finden, von dem, der 
auch hier die successiven Transformirten behandelt (deren Verwandt- 
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schaften bei Correlationen bedeutende Complication annehmen), zu 
trenven. Durch Zufall erhielt ich erst gestern das Annalenheft mit 
Herrn Sturm’s Arbeit zur Ansicht und werde mich nunmehr be- 
eilen, die durch leidige Umstiinde verhinderte Schlussredaction fiir die 
Veréffentlichung vorzunehmen, ohne die in Frage kommenden Stiicke 
zu andern. ‘ 

Einstweilen bemerke ich einmal, dass ich eben wieder das 
Netz (Gebiisch) betrachtete, wo also das von Hrn. Sturm vorausge- 
setzte Paar der conjugirten Punkte noch in Wegfall gekommen ist. 
Dabei fiige ich hinzu, dass ich die wichtigeren jener Oerter bereits 
in ihrer Deutung fiir die quadratische Transformation, welche mit 
dem Correlationsbiischel iquivalent ist, in der Abhandlung: ,Zur 
Theorie der successiven quadratischen Transformationen in der Ebene“ 
Wiener Sitzungsberichte 81. Bd. 1880, II. Abth. Nr. 1. bis 5. gegeben 
habe, wo ich sie mit den successiven Transformirten in einen Zusammen- 
hang brachte. Auch besteht ja ein Zusammenhang mit dem Connexe 
(1, 2). — Anderentheils ist es dadurch méglich, Wesen und Stellung der 
fraglichen Siitze klar zu erkennen, dass ich nebst dem Biischel (oder 
bei mir dem Netze) von Correlationen die gleichzeitig entstehenden 
Netze von Collineationen und des Weiteren gleichzeitig das Netz von 
quadratischen Transformationen betrachte, von welchen Untersuchungen 
bisher ebenfalls durch Niemand Erwiahnung geschehen, So finde ich z. B. 

In dem Netze von Collineationen, das durch die drei festen Punkte- 
paare aa’, bb’, cc’ bestimmt ist, stehen die Doppelpunkte mit den gegen- 
iiberliegenden Doppelgeraden, wie man von Vornherein sieht , in rationaler 
Verwandtschaft. Dieselbe ist quadratisch und hat (be, b’c’), (ca, ca’), 
(ab, ab’) zum Hauptdreieck und aa’, bb’, cc’ zum Hauptdreiseit. 

Durch die drei Paare a, Uc; b, ca; c,a’b’ ist ferner ein Netz 
von Correlationen bestimmt. Jede derselben besitat einen Punkt o {W 
nach Herrn Sturm| und eine Gerade t,t, [UV nach Herrn Sturm). 
Die Verwandtschaft zwischen 6 und t,t, ist nun ganz dieselbe wie die 
bei den Collineationen genannte. — 

Giebt es eine quadratische Transformation, weiche aa’, bb’, cc’ zu 
Hauptpunktepaaren hat und in i,i, das involutorische Paar, so giebt 
es stets eine Collineation, welche aa’, bb’, cc’ als entsprechende Punkte- 
paare enthilt und i,i, zu Doppelpunkten hat. — 

Das involutorische Paar ist conjugirt beziiglich des von den vier 
Doppelpunkten gebildeten Viereckes u. s. w. 

Ich hoffe, dass mich nichts hindern wird, die erwihnte Abhand- 
lung binnen kiirzester Frist zu verdffentlichen. 


In Leipzig, den 22. April 1882. 
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: Ueber eindeutige Functionen mit linearen Transformationen 
st. in sich. 
- (Auszug aus einem Schreiben an Herrn F, Klein.) 
ur Von 
e“ F. Scuorrxy in Breslau. 
en : 
n- , 
xe ..+ Da meine Untersuchung , Ueber conforme Abbildung mehrfach 
ler zusammenhingender ebener Fldchen**) neuerdings wiederholt in Ihrem 
ler geschiitzten Journal erwihnt worden ist, so gestatten Sie mir eine 
en Berichtigung in Bezug auf eine Bemerkung, welche sich Bd, XIX 
on dieser Annalen am Schluss von p. 564 vorfindet und dann Bd. XX, 
en p. 53 wiederholt wird. In meiner urspriinglichen Inauguraldissertation 
B. findet sich, pag. 55 und 56, die folgende Stelle: 
te- » Wir gehen jetzt tiber zu dem Falle, dass jede der Linien L 
on- durch eine einzige Kreislinie gebildet wird. Dann existirt kein singu- 
ler lirer Punkt auf der Grenze des Gebiets; und es ist dieser Fall deshalb 
v), von besonderer Wichtigkeit, weil dann w und v nicht nur im Innern 
des Gebietes 4, sondern (mit Ausnahme vereinzelter singulirer Punkte, 
‘etz an welchen diese Functionen unbestimmt werden) in der ganzen Ebene 
W den Charakter eindeutiger rationaler Functionen besitzen. Die Gestalt 
m). der Fliche A hingt in diesem Falle von 3n—6 oder 3e@ —3 wesentlichen 
die Constanten ab, da in Bezug auf die Differentialgleichung nichts geindert 
wird, wenn die Ebene x durch eine lineare Substitution von der.Form 
-~ 2 = sett transformirt wird. Die gleiche Anzahl wesentlicher Con- 
ee stanten kommen in der Normalgleichung vor; ausserdem enthilt aber 
der Coefficient N(u, v) noch ebensoviel unbestimmte Constanten. Die 
re. durch die Differentialgleichung definirte Function y hingt also von 
doppelt soviel wesentlichen Parametern ab, wie diejenige, welche durch 
ail die Aufgabe selbst definirt ist.“ 
Ich glaube, durch diese Stelle geniigend die Wichtigkeit des 
Gegenstandes betont zu haben. Sie enthilt zugleich die Andeutung 
*) Ausfiihrlich mitgetheilt in Borchardt’s Journal Bd. 83, pag. 300— 351, 
(1877), in vorliufiger Form als Berliner Inauguraldissertation 1875 publicirt. 
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desjenigen Problems, das, um die Untersuchung zum Abschluss zu 
bringen, noch zu lésen ist. 

Dass iibrigens Riemann bereits die mit dieser Figur in Zusammen- 
hang stehenden Functionen und ihre Differentialgleichungen entdeckt 
hat, wird durch die Stelle pag. 413— 416 seiner gesammelten Werke 
bewiesen*). Indess méchte ich betonen, dass meine Dissertation ein 
Jahr vor der Publication von Riemann’s Nachlass erschienen ist. Auch 
erfuhr ich von Letzterem erst, als meine Arbeit bereits in ihrer zweiten 
Fassung zum Druck iibergeben war, Aber ich bin gliicklich, mit 
Ihnen die Prioritit der Entdeckung Riemann’s constatiren zu kénnen.... 

Sie haben in freundlicher Weise den Wunsch geiussert, Genaueres 
iiber die Primissen meiner damaligen Arbeit zu erfahren. Die An- 
regung zum selbstiindigen Eindringen in die Potentialtheorie verdanke 
ich Herrn Helmholtz. Das in der Arbeit behandelte Problem, der 
urspriinglichen Auffassung nach der Potentialtheorie gehérig, und 
wesentliche Anschauungen: meiner Arbeit sind aus mathematisch- 
physikalischen Autoren geschépft. Ich nenne neben den Vorlesungen 
und Schriften von Herrn Helmholtz insbesondere ein mir giitig von 
Herrn O. E. Meyer geliehenes Heft noch nicht publicirter Vorlesungen 
von Herrn F. Neumann, dann ferner ein Buch iiber Elektrostatik 
von Herrn Kétteritzsch, ete. Die Durchtiihrung der so gewonnenen 
Ideen wurde mir sodann wesentlich erleichtert durch Herrn Weier- 
strass’ Vorlesungen iiber Abel’sche Functionen, sowie besonders durch 
die von Herrn Schwarz publicirten Untersuchungen iiber das Abbil- 
dungsproblem einfach zusammenhingender Flichen. Mit Riicksicht 
auf die letzteren wurde auf den Rath meines hochverehrten Lehrers, 
Herrn Weierstrass, der urspriinglich itiberreichte Entwurf der Arbeit 
so abgeiindert, dass sich dieselbe in beiden veréffentlichten Fassungen 
an die Untersuchungen von Herrn Schwarz anschliesst. ... 


Breslau, im Mai 1882. 


*) Gleichgewicht der Electricitit auf Cylindern mit kreisférmigem Quer- 
schnitt und parallelen Axen. — Herr Weber fiigt als Herausgeber diesem Auf- 
satze die Bemerkung zu: ,,Von dieser und den folgenden Abhandlungen [des 
Riemann’schen Nachlasses} liegen ausgefiihrte Manuscripte von Riemann nicht 
vor. Sie sind aus Blittern zusammengestellt, welche ausser wenigen Andeutungen 
nur Formeln enthalten,“ 
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Beweis des Satzes, dass jede eigentlich primitive quadratische 
Form unendlich viele Primzahlen darzustellen fahig ist. 


es Von 
= H. Weser in Kénigsberg in Pr. 
ke 
er ee 
nd Der Satz, mit dem sich der vorliegende Aufsatz beschiftigt, wurde 
h- zuerst von Dirichlet bewiesen auf Grund der Methoden, die bereits 
en friiher zum Beweis des analogen Satzes beziiglich der arithmetischen 
on Progressionen gefiihrt hatten, und dieser Beweis findet sich bis zu 
en einem gewissen Punkte ausgefiihrt in den Monatsherichten der Berliner 
tik Academie vom Mirz 1840 und im Crelle’schen Journal Bd. 21 fiir den 
en besonderen Fall, dass die Determinante der quadratischen Form eine 
T= negative Primzahl — p ist, welche abgesehen vom Zeichen die Form 
‘ch 4n-+ 3 hat, und ausserdem regulir ist. Von diesen Beschriinkungen 
vil- macht man sich leicht frei durch Anwendung des allgemeinen Satzes 
cht iiber Abel’sche Gruppen (§ 1), der zuerst von Schering, spiiter aber, 
rs, wie unter dem Text niiher angefiihrt, noch von andern auf verschie- 
eit denen Wegen bewiesen wurde, auf den ich mich also einfach hiitte 
ren berufen kénnen. Trotzdem zog ich es vor, des Zusammenhangs und . 
leichteren Verstiindnisses wegen noch einen moglichst einfachen und 
auf das Nothwendige beschriinkten Beweis dieses wichtigen Satzes, der 
in den verschiedensten Theilen der Zahlentheorie und Algebra eine so 
wichtige Rolle spielt, voranzuschicken. 
= Abgesehen von dieser Erweiterung fiir beliebige Determinanten 
des ist es aber noch ein anderer Punkt des Beweises, der der Erginzung 
icht bedarf. Es heisst niimlich in dem citirten Aufsatz von Dirichlet: 
gen »Untersucht man nun die unter dem Logarithmenzeichen vorkommen- 
den Ausdriicke in dieser Voraussetzung, so findet man durch sehr ein- 
fache Betrachtungen, die jedoch hier nicht ausgeftihrt werden kénnen, 
dass LZ, unendlich wird, dass hingegen Z,, wenn ¢ nicht den Werth 
0 hat, sich einer endlichen von Null verschiedenen Grenze nihert.“ 
Dieser Punkt, der gerade den Kern des Beweises bildet, findet sich 
bei Dirichlet nirgends ausgefiihrt, und auch die spiiteren Arbeiten, 
die diesen Gegenstand betreffen, von Schering (I. c.) und Mertens 
Mathematische Annalen, XX, 21 
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(Ueber einige asymptotische Gesetze in der Zahlentheorie. Journ. f. 
Mathematik Bd. 77) enthalten keine Andeutung dariiber. Diese Liicke 
fiir negative sowohl als positive Determinanten auszufiillen, und zugleich 
eine zusammenhiingende Darstellung des ganzen Beweisverfahrens zu 
geben, ist der Zweck der folgenden Arbeit. 

Einen auf wesentlich anderer Grundlage ruhenden Beweis des 
Satzes hat Kronecker angedeutet, der jedoch zur Zeit nur auf negative 
Determinanten anwendbar erscheint, indem er die Grenzwerthe der 
simmtlichen Reihen LZ direct als Classenzahlen in den Kérpern der- 
jenigen algebraischen Zahlen darstellt, die der complexen Multiplication 
der elliptischen Functionen entstammen, in analoger Weise wie Kummer 


die entsprechenden Keihen fiir die arithmetischen Progressionen auf 


die Classenzahlen in den Kreistheilungskérpern zuriickgefiihrt hat. 
(Kronecker, Monatsberichte der Berliner Akademie, October 1857, 
und Februar 1880.) 


§ 1. 
Hiilfssitze iiber Gruppen. 


Definition. Kin System G von h Elementen irgend welcher Art, 
0,, 90,,---, O, heisst eine Gruppe vom Grade h, wenn es den folgen- 
den Bedingungen geniigt: 

I. Durch irgend eine Vorschrift, welche als Composition oder 
Multiplication bezeichnet wird, leitet man aus zwei Elementen des 
Systems ein neues Element desselben Systems her. In Zeichen 


O,. 0, = 0, . 
‘II. Es ist stets 


(0, Q,) 0, — 0, (0, 0,) =n 0. Qe, 0, . 
Ill. Aus 00, — 00, und aus 0,0 = 0,0 folgt 0, = 0,. 
Aus dieser Definition ergeben sich durch die einfachsten Schliisse 
die folgenden Siitze: 
1. Es giebt in G ein und nur ein Element 0,, welches der Be- 
dingung geniigt, dass fiir jedes Element 0, 


0,0, = 0,€, = 0,. 


Ist nimlich © ein beliebiges Element in G, so sind nach III die 
Elemente 


Q0,, 00,,---, 00, 


alle von einander verschieden und miissen daher mit der Gesammtheit 
aller Elemente G identisch sein. Es ist darunter also auch das Element 
© selbst enthalten, und folglich giebt es ein und nur ein Element 0,, 
welches der Bedingung 00, = 0 geniigt. Hieraus folgt aber, wenn 


9, ein beliebiges Element ist, 0,00, = 90,0, oder, da nach III 
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0,9 zugleich mit 0, alle Elemente der Gruppe G durchliuft, fiir 

jeden Index « 

(1) 0, 0, = ©. 

Ebenso beweist man die Existenz eines Elementes 03, welches der 

Bedingung 

(2) 0,0, = 9, 

geniigt; und wenn man in (1) 0, = 0, in (2) 0, = ©, setzt, so folgt 
098, = 0, = O. 

2. Ist von den beiden Elementen ©, 0’ das eine beliebig gegeben, 

so lisst sich das andere so bestimmen, dass 
00'= 0'0 = ©). 

Denn ist © gegeben, so schliesst man wie in 1., dass in der Reihe 
00,, 09,,---, 00, alle Elemente von G, und jedes nur einmal, 
vorkommen. Es ist daher fiir ein bestimmtes Element ©’ 

00’ = @,. 
Hieraus aber folgt (mit Riicksicht auf 1.) 

0'00' = 0'0, = 9,0, 

also auch. nach III. 

00 =O. 

Das Element ©, soll das Hauptelement der Gruppe G genannt und 
als Kinheit bezeichnet werden (0, = 1). ©’ heisst das zu © reciproke 
Element (0’ = @~'). Hieraus erkliren sich von selbst die Potenzen 
6” eines jeden Elementes fiir positive, negative und verschwindende 
ganzzahlige Exponenten, fiir welche die Sitze gelten: 

O° =—1, 66" = 9” (6*)* — 9". 

Da die Anzahl der Elemente in G eine endliche ist, so muss unter 

den aufeinanderfolgenden Potenzen eines jeden derselben 
6°, 0, 0’, O°,--- 
dasselbe Element nothwendig sich wiederholen. Ist also 0” = 0", so 


folgt O”~" = 1. Ist m der kleinste positive Exponent, fir welchen 
@” — 1 ist, so sind die Elemente 
1, 0, 0’, wae: ee", 

deren Inbegriff die Periode von © genannt wird, alle von einander 
verschieden und es ist dann und nur dann 0“ = 0“, wenn w = 
(mod. m), also ©“ dann und nur dann = 1, wenn pw durch m theilbar 
ist. Die Zahl m heisst der Grad des Elementes 0. Das Hauptelement 
0, = 1 ist das einzige der Gruppe, dessen Grad = 1 ist. Fiir alle 
andern ist derselbe grésser als 1. 

3. Der Grad eines jeden Elementes © ist ein Theiler des Grades 
h der Gruppe. 


2i* 
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Der Satz ist richtig fiir den Fall, dass durch die Periode von © 
(®) 6", 8', 6?,---,e"" 
die ganze Gruppe G erschépft wird. Ist dies nicht der Fall, und 0, 
ein in (9) nicht enthaltenes Element, so sind auch die Elemente 
(O,) 8,0°, 0,0', 0,62, ---, 6,e"-” 
sowohl unter einander als von den Elementen (@) verschieden. Ist 
auch hiermit die Gruppe G@ noch nicht erschdpft und 0, ein in (0) 
und (9,) nicht enthaltenes Element, so sind auch die Elemente 
(9,) 0, 0°, 0,0', 0, 0°, ati a 9,0" 
sowohl unter einander als von den Elementen (9), (0,) verschieden. 
Auf diese Weise liisst sich fortfahren, bis die ganze Gruppe G@ in 
lauter Reihen von je m Elementen zerlegt ist, woraus die Richtigkeit 
des Satzes erhellt. 

Ist m der Grad eines Elementes 0, und m, irgend ein Theiler 
von m, so existiren in G auch Elemente vom Grade m,; denn es ist 


m 
@”™ ein solches. 
Definition. Die Gruppe G heisst eine Abel’sche Gruppe, wenn sie 
ausser den Bedingungen I, II, III noch der Bedingung geniigt: 


IV. Fiir je zwei Elemente 0,, 0, der Gruppe ist 
@, 0, = 0, 0, ’ 
woraus sich dann, wie in den Elementen der Arithmetik, der Satz von 
der unbeschriinkten Vertauschbarkeit der Factoren irgend eines Pro- 
ductes von Elementen ergiebt. 

Die folgenden Siitze beziehen sich nur auf Abel’sche Gruppen. 

4. Ist h der Grad einer Abel’schen Gruppe G und r irgend eine 
in h aufgehende Primzahl, so giebt es in G Elemente, deren Grad 
durch r theilbar ist, und folglich (nach 3.) auch Elemente, deren 
Grad = r ist. 

Um diesen Satz zu beweisen, seien 0,, 0,, ---, ©, die simmt- 
lichen Elemente von G, und m,, m,,-- +, m, ihre Grade. In der Form 
(3) ° 6 = OF OF .-- OY, 
worin die Exponenten w,, u,, ---, @, vollstiindige Restsysteme nach 
den Moduln m,, m,, - - -, m, durchlaufen, ist dann sicher jedes Element 
von G enthalten, und man sieht auch leicht, dass jedes Element gleich 
oft, etwa nmmal in dieser Form darstellbar ist; denn man erhiilt aus 
einer Darstellung eines beliebigen Elementes © in der Form (3) alle 
iibrigen durch Multiplication mit den siimmtlichen Darstellungen des 
Hauptelementes ,,1“. Die Gesammtzahl aller Darstellungen der Form 
(3) ist aber das Product m, m, ---m,, und mithin ist 


Mm, Mm, +++ Mm, =nh. 
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Ist also r eine in h aufgehende Primzahl, so muss mindestens 
einer der Factoren m,, m,, +--+, m, durch r theilbar sein; w. z, b. w. 


5. Der Grad eines Productes von Elementen 0,, 0,,--- einer 
Abel’schen Gruppe ist stets ein Theiler des kleinsten gemeinschaft- 
lichen Vielfachen der Grade von 0,, 9,, ---; denn ist m dies kleinste 
gemeinschaftliche Vielfache, so ist 

(0, 0, -- -)"= OF OF +++ am], 


6. Ist hab, und a,b relatim prim, so giebt es in G genau 
a Elemente A, deren Grad ein Theiler von a, und b Elemente B, 
deren Grad ein Theiler von } ist, und in der Form AB sind simmt- 
liche Elemente von G, und jedes nur einmal, enthalten. 

Beweis. Der Inbegriff %& aller Elemente A bildet wegen 5. eine 
Abel’sche Gruppe; ebenso der Inbegriff 8 aller Elemente B. Sind 
a, b die Grade dieser Gruppen, so ist a’ relativ prim zu b, und 0’ 
zu a; denn ist 7 eine in a’ und b aufgehende Primzahl, so giebt es 
nach 4, in % Elemente vom Grade rv, was der Definition von % 
widerspricht. 

Bestimmt man nun die ganzen Zahlen x, y so, dass 

ax + by=1 
wird, so ist fiir ein beliebiges Element 0 


0 = 0*° Ee" = BA, 
da 0°” in %, 0°” in % enthalten ist. Es lisst sich also jedes Element 
0 in der Form AJ darstellen. Eine solche Darstellung ist aber auch 
nur auf eine Art moéglich, denn aus 4B = A’ BP’ folgt, indem man 
zur Potenz by erhebt, A = A’ und mithin auch B = B. Demnach ist 
h=ab=al, 
und folglich da a mit 6° und b mit a’ keinen Theiler gemein hat: 
a=a, b=bJ, w. z. b, w. 

7. Ist der Grad h einer Abel’schen Gruppe $$ eine Potenz einer 
Primzahl p, und mithin auch der Grad eines jeden Elementes von $3 
eine Potenz von p, so kann man in $ die Elemente P,, P,, Ps, -- - 
von den Graden p,, p., p3,* ++ 80 auswihlen, dass in der Korm 


(4) P= Pi PrPy:-- 


jedes Element von $8 enthalten ist, und nur ein einziges mal, wenn 
Vi, Yo, Vz, +++ je einem vollstindigen Restsystem nach den Moduln 
Pi» Psy Py **+* entnommen werden. . 
Beweis. Man wihle aus $$ die Elemente P,, P,, P;,+++ von den 
Graden p,, Po, Pz, +--+ 80 aus, dass in der Form 


(5) P = Pi pie ps... 





306 H, Weser. 


jedes Element von $$ mindestens einmal enthalten ist. Dies ist stets 
mdglich, da man ndthigenfalls fiir P,, P,, P,,--+- selbst alle Elemente 
von {§ mit Ausnahme des Hauptelementes nehmen kann. 

Wie in 4. schliesst man, dass die Anzahl der Darstellungen in 
der Form (5) fiir alle Elemente gleich und so gross als die Anzahl der 
Darstellungen des Elementes ,1“ in der Form (5) ist. Sei s diese 
Zahl, dann ist 


aoe hs = P, DoD ° 
Es sei nun 


1=— Pl! PY Py: 
irgend eine Darstellung des Hauptelements in der Form (5), in welcher 


nicht alle Exponenten, auf ihre kleinsten Reste nach den Moduln 
Pi» Po, Py, **~ Yeducirt, verschwinden; ferner sei 

0, = 1,0, My = ,A,, Nh; = MMs, - 
worin 2,,%,, 23, --- Potenzen von p, 4,, 4, 4a,,--+ durch p nicht 
theilbar sind. Endlich ordne man die Indices so an, dass die Exponen- 
ten der héchsten Potenzen von p, welche in n,, ”,,,,-+- aufgehen, 
nicht abnehmen. Es ist dann sicher 0 < a, <p, und 2,, ay, - 
durch 2, theilbar. Setzt man nun 


Try Thy, 
Pla PS PR .::, 
so ist P{"* —1 und also der Grad p,’ von P,' niedriger als der von 


P,. Andererseits ist auch, da a, relativ prim zu p, ist, P, selbst und 
mithin jedes Element von 8 durch die Potenzen von P,’, P,, P,, --- 
darstelibar in der Form 

Pat soa. =, 
und die Anzahl dieser Darstellungen ist 

o = Ba Pais — <8. 
Indem man auf diese Weise fortfihrt, die Anzahl der Darstellungen 
zu verkleinern, gelangt man schliesslich dazu, an Stelle der Elemente 
P,, P,, P;,--+ eime Reihe von Elementen P,’, P,’ P, --- zu setzen 
von der Art, dass in der Form 


P= Pp,” ¥, °F”: fee 
jedes Element von $$ und jedes nur einmal enthalten ist. Das aber 
ist der zu beweisende Satz. 
8. Aus 6. und 7. ergiebt sich nun ohne Weiteres der Hauptsatz. 
In einer Abel'schen Gruppe G vom Grade h kann man stets die 


Elemente ©,,9,,---, 0, von den Graden n,, n,,-+-, ny» so auswiihlen, 
dass in der Form 


9" O°: as e* 


v 
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jedes Element © von G und jedes nur einmal enthalten ist, wenn 
$1, Spy + *, Sy je einem vollstdindigen Restsystem nach den Moduln 
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My, My, + *, My Entnommen werden. 
Zugleich ergiebt sich 
h=n,n,-- + m,*). 
Ein solches System von Elementen, wie 0,, 90,, ---, 0, wollen wir 
eine Basis der Gruppe nennen. 

9. Ordnet man den v Elementen 0,, 0,, ---, 0, einer solchen 
Basis v Kinheitswurzeln @,, @,, ---, @, von den Graden n,, m,, +++, % 
zu, so entspricht auch jedem Element © = OO}. - - O'” der Gruppe 
eine bestimmte h'° Einheitswurzel m nach der Vorschrift 


8 Sy 8 
(6) Oa=@/@)---@,”. 


Wir bezeichnen diese Einheitswurzel mit 7(©), und nennen dieselbe den 
Charakter des Elementes 0.**) Derselbe geniigt stets der Bedingung 
(7) 1(8) x4(8') = 108’). 

Da man jeder der Hinheitswurzeln @,, @,,---, @, ihre ,,%,-+ +, 
verschiedenen Werthe beilegen kann, so erhiilt man n, n,---n, =h 
solcher Charaktere y,, y%,---, %- Ist umgekehrt (0) eine durch das 
Element 0 eindeutig bestimmte Function, welche der Bedingung (7) 
geniigt, so ist dieselbe nothwendig unter diesen 4 Charakteren ent- 
halten. Denn aus (7) folgt zuniichst, wenn nian fiir 0’ das Haupt- 
element 0, setzt 

1(9)) = 1. 


Da sich ferner aus (7) ergiebt: 

(7(9)) = 1(0") 
so folgt, wenn » der Grad von © ist, dass 4(@) eine m'* Kinheits- 
wurzel sein muss. Ist daher 0,, 0,,---, 0, eine Basis der Gruppe G, 
so schliesst man hieraus, dass 


4(9,) = @,, 4(O,) = @, -+-, 1(0,) = 


*) Aus unserer Ableitung dieses Satzes geht hervor, dass man die Elemente 
©,, Q.,---, 0, so aunehmen kann, dass ihre Grade m,, m,,---, , Primzahlpotenzen 
sind; man kann aber auch mehrere dieser Elemente, deren Grade relativ prim 
sind, zu einem zusammenfassen, und auf diese Weise z. B. erreichen, dass von 
den Zahlen m,, %g,---,%, jede durch die folgende theilbar ist. Man vergl. iiber 
diesen Satz: Schering ,,die Fundamentalclassen der zusammensetzbaren arith- 
metischen Formen“‘. Abhandlungen der Ges. d. Wissensch. zu Géttingen Bd. 14. 
1868. Kronecker, Monatsbericht der Berliner Academie vom 1. December 1870. 
Frobenius und Stickelberger ,,Ueber Gruppen von vertauschbaren Elementen “ 
Journal f. Mathematik Bd. 86. 1878. 

**) Vergl. Dirichlet, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, herausgegeben von 
Dedekind 3. Auflage Ste, 581, Ich werde in der Folge dieses Werk mit D citiren, 
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Einheitswurzeln der Grade ,, ,,---, %, sind, und, wenn 


8 = 9" a -- 0” 
ist: 


4(9) = @ = ww}: - + w°” w. z. b. w. 
10. Aus der Definition der Charaktere ergiebt sich sofort, dass 
wenn %,, % irgend zwei derselben sind, ein durch diese vollkommen 


bestimmter Charakter z, existirt, so dass fiir jedes Element 0 

(8) 21 (9) %.(8) = 75(8) ; 

ist. Den auf diese Weise bestimmten Charakter y, kann man passend 
als das Product der beiden Charaktere y,, x, bezeichnen, und es 
ergiebt sich daraus, dass die h Charaktere selbst wieder eine Abel’sche 
Gruppe bilden. Das Hauptelement y, dieser Gruppe ist derjenige 
Charakter, welcher fiir alle Elemente 0 den Werth + 1 besitzt, den 
wir den Hauptcharakter nennen. LEntgegengesetzte Charaktere x, 4-' 
sind solehe, deren Product der Hauptcharakter ist, deren einer daher 
fiir jedes Element © der reciproke Werth des andern ist. 

Um die Gruppe der Charaktere nach dem Satz (8) darzustellen, 
bezeichne man mit y, denjenigen Charakter, den man erhalt, wenn 
man fiir @, eine primitive n'° Einheitswurzel und fiir @,,---, @, die 
positive Einheit setzt. Entsprechende Bedeutung gebe man den Cha- 


rakteren y,, ---, %- Dann ist jeder Charakter y in der Form dar- 
stellbar : 


(9) b= Uy * 4,” 
wenn ¢,, ¢,, ---, ¢ vollstiindige Restsysteme nach den Moduln n,, n,, 
-++,m, durchlaufen. Die Grade der Elemente 4,, y7.,---, 4% (in der 
Gruppe der Charaktere) sind m,, ”., +--+, My. 

11. Aus der Definition der Charaktere ergeben sich mit Be- 
nutzung bekannter EKigenschaften der Einheitswurzeln leicht die beiden 
Siitze : 

Fiir jeden Charakter x ist 


(10) ~4(9;) + 1(O.) + --- + 24(Or) = 9, 

ausgenommen fiir den Hauptcharakter y,, fiir welchen 

(11) Xo(91) + %o(O2) + ++ + %o(Ox) = h. 
Fiir jedes Element 0 ist: 

(12) % (9) + %2(9) +--+ + m(O) = 9, 

ausgenommen fiir das Hauptelement 0,, fiir welches 

(13) %1 (Qo) + 42 (Oo) +--+ + 24(Q) —h. 


12. Diejenigen Elemente der Gruppe G, welche der Bedingung 
0 =0-' oder 0? =1 geniigen, zu denen auch das Hauptelement 








gehort 


den a 


Nehm 
gerad 


und ¢ 
Elem 

J 
ihren 
den | 
Form 


und 
dass 


ist. 


G i 
schle 
syste 


wen! 


fiir | 
und 


Mod 


zahl 
selb 
& = 
Har 


eine 


setz 
aus 









iS 
n 


2) 
er 


on 











Quadratische Formen und Primzahlen, 309 


gehort, heissen ambige Elentente. Soll das Element 0 = 0% 02. -- 0" zu 
den ambigen gehéren, so ist erforderlich und hinreichend, dass 

2s, = 0 (mod. n,), 2s, = 0 (mod. n,), - - -, 2s, = (mod. n,). 
Nehmen wir also an, es seien ”,,”,,+--, %—1 gerade, m,-~--, %) un- 
gerade, so sind die ambigen Elemente alle in der Form enthalten 


mom mtn ma—1tm_1 


e, * 6," sh 
und die Anzahl derselben ist also 2*-!. Die Charaktere eines ambigen 
Elementes sind simmtlich = -+- 1. 

Ebenso nennen wir ambige Charaktere diejenigen, welche mit 
ihren entgegengesetzten identisch sind, und die also fiir jedes Element 
den Werth -++ 1 haben. Die ambigen Charaktere sind nach (9) in der 
Form darstellbar 

mitm mtn a1 t1—-1 
hy ‘7 Ti ig : 
und ihre Anzahl ist daher ebenfalls 2+. Zugleich erhellt hieraus, 
dass fiir einen ambigen Charakter x 
) 4(O21) = --- = 7(8,) = + 1 
ist. 

Auf den ambigen Charakteren beruht die Eintheilung der Gruppe 
G in Geschlechter, indem man alle solche Elemente © in ein Ge- 
schlecht vereinigt, fiir welche die ambigen Charaktere dasselbe Werth- 
system haben. Man erbiilt die siimmtlichen Elemente eines Geschlechts, 
wenn man in 


2s,+8, 2 Sof Bo a. 282 4+84-1 ee Sy 
0; 9; te 0, 0, 


fiir €,, &, +--+, €-1 eine bestimmte Combination der Zahlen 0, 1 setzt, 
und $,,8),+**, Sat, Sa+* Sy je ein vollstiindiges Restsystem nach den 


my . Ma—1, M2, +++, 2 durchiaufen lisst. Die An- 
zahl der verschiedenen Geschlechter ist also 2+~!, und in jedem der- 
selben sind 2!-*h Elemente enthalten. Das aus der Combination 
é, = 0, & =0,---+, &-1—=0 hervorgehende Gegchlecht heisst das 
Hauptgeschlecht. Die Elemente des Hauptgeschlechts bilden fiir sich 
eine Abel’sche Gruppe vom Grade 2!-*h. 

Man kann auch die Geschlechter unter sich wieder zusammen- 
setzen und erhilt so eine Abel’sche Gruppe vom Grade 2’-', welche 
aus lauter ambigen Elementen besteht. 


1 1 
Moduln ee M° 


2 
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g 2. 
Die Classen quadratischer Formen einer bestimmten Determinante D. 


1. Wir betrachten nun die / Classen eigentlich primitiver quadra- 
tischer Formen einer bestimmten nicht quadratischen Determinante D, 
0,,9,,---,,, und beschrinken uns im Falle einer negativen Deter- 
minante ein fiir allemal auf die Betrachtung solcher Classen, welche 
nur positive Formen enthalten. Diese Classen, als Elemente betrachtet, 
bilden, wenn man sie nach den Gauss’schen Gesetzen der Compo- 
sition zusammensetzt, eine A bel’ sche Gruppe vom Grade h (D. § 147.). 

Eine positive Zahl m, relativ prim zu-2D, ist bekanntlich dann 
und nur dann durch Formen der Determinante D eigentlich darstellbar, 
wenn D quadratischer Rest von m ist, und zu jeder Wurzel » der 
Congruenz 
(1) x* = D(mod. m) 
gehort eine gewisse Gruppe*) solcher Darstellungen durch die Formen 
einer Classe, welche durch die Form 


n?— D 
m,n, —— 


vertreten werden kann. (D. § 86.) 

Ist zunichst f eine nicht in 2D aufgehende Primzahl, von welcher 
D quadratischer Rest ist, so entsprechen den beiden Wurzeln der 
Congruenz 

x? = D(mod. f) 

zwei Gruppen von Darstellungen, welche in zwei entgegengesetzte 
Classen ©, O' gehdren. (Ist © eine ambige Classe, so sind beide 
Classen identisch). 

Zu irgend einer Potenz von f, f’ gehdren ebenfalls zwei Gruppen 
von Darstellungen, und zwar durclt Formen der beiden Classen 0*”. 

Sind /,, f, ---, fu ebensolche Primzahlen wie /, und O;'', OF ',- ++, Oz" 
die dieselben darstellenden Formenclassen, so giebt es fiir 


Tr pts . 
m=f, fy, --* fu 
genau 2“ Gruppen von Darstellungen, die man auf folgende Weise erhilt: 
Es seien -+- ”,, +, -+----++ », die Wurzeln der Congruenzen 
Tr To ‘ »~% 
a, = D(mod. f;'), «? = D(mod. f,*) - -- «3 = D(mod. hy 8 
Die 2 Wurzeln der Congruenz 
x* = D(mod. m) 
findet man dann aus den linearen Congruenzen 


"K“ 


*) Das Wort Gruppe hat hier natiirlich cinen andern Sinn als in § 1. 
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n == &,n, (mod. f,*) = én, (mod. f,”) = --- = &.n, (mod. f,"), 
e=-+1, &=+1,---&—+1 
und die zu m» gehdrige Gruppe von Darstellungen kann durch die 
Form statttinden : 


(m, n, ited 








ni —D “Ta ni— D a — D 
(A" 7&4) =, (f 7 Eg Mo, - a, a (fi, Eu Muy - “Fe ) 


“ 
und also in die Classe 


POR"... Oe" 
gehort. 

2. Bezeichnen wir jetzt mit q,q',q"-+- die simmtlichen in D 
aufgehenden von einander verschiedenen ungeraden Primzahlen, so 
haben die Gauss’schen Charaktere, deren Anzahl / sei, namlich die 


Symbole: 
(*), (+), (= 
(—1)*, (), CP), 
ren 1) 8 ‘ *), (+), 


m—1 $. m?— 21 


( 
(—1)? am (=), G) «++, D=6 (mod. 8), 
F) 


- wenn D = 1 (mod. 4), 
» D=5 (mod. 4), 


» D= 2 (mod. 8), 


m: _ 


Hr @ ), (+), 
oe) ae ee > (@. (+), (+) -++ 4, D=0(mod. 8) 


fiir alle solehe Zahlen m, welche durch eine’ und dieselbe Formen- 
classe © darstellbar sind, dieselben Werthe. Irgend eines der 2* Pro- 
ducte aus mehreren von ihnen (das Product 1 mitgerechnet) hat daher 
einen nur von der Formenclasse © abhiingigen Werth und kann also 
mit m(®) bezeichnet werden. Unter den Functionen p(®) giebt es 
zwei und nur zwei, welche fiir alle Formenclassen 0 den Werth + 1 
haben (D. § 123 ff.) und daher sind auch immer je zwei und nur 
je zwei von den Functionen g(@) fiir alle Formenclassen © identisch. 
Behailt man von einem solchen Paar nur die eine Function bei, so 
bleiben 24-! derselben, von denen irgend zwei gewiss fiir wenigstens 
eine der Formenclassen © verschiedene Werthe haben. Nun geniigen 
aber die Functionen g der Bedingung 


» D=4 (mod, 8), 
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9 (8) 9(9’) = 9(0 8); 
denn wahlt man, was stets moglich ist, die durch die Classen 0, 0 
darstellbaren Zahlen m, m’, so dass sie relativ prim zu einander sind, 
so ist das Product mm’ durch die Classe 00’ darstellbar. 

Daraus folgt aber nach § 1., 9. dass die Functionen (QO) alle 
unter den dort erklirten Charakteren 4(0) enthalten sein miissen, und 
da ihre Werthe siimmtlich -- 1 sind, so gehéren dieselben zu den 
ambigen Charakteren. 

Nun ist die Zahl der ambigen Formenclassen nach Gauss (Disq. 
Ar. Art. 257., D § 153.) 2", und daher hat 4 hier genau dieselbe 
Bedeutung wie in § 1., 12. Die Anzahl der von einander verschie- 
denen Functionen g(Q) ist also genau so gross, wie die Anzahl der 
ambigen Charaktere 4(0), und daher muss jede der Functionen (0) 
mit einem der ambigen Charaktere 7() identisch sein und umgekehrt. 
Wenn also m wie oben irgend eine durch die Formen der Classe 0 
eigentlich darstellbare zu 2D theilerfremde positive Zahl bedeutet, so 
hann man fiir jeden ambigen Charakter x die positiven oder negativen 
Einheiten 6, ¢ und einen positiven Divisor Q@ von D so bestimmen, dass 





m—1 n?—1 
¢ » 2 38 m 
(2) x(0)=0* « * (4) 
wird, wobei ¢ nur fiir eine gerade Determinante den Werth — 1 haben 


kann. Nach dem Reciprocitiitsgesetz der quadratischen Reste lisst sich 
aber der Ausdruck (2) stets in eine der vier Formen setzen 


( + ¢) ( +2¢ ) 
m 7? m 
und zwar so, dass die beiden letzten Formen nur bei gerader Deter- 
minante D-vorkommen. Man kann daher die Determinante D stets 
so in zwei (positive oder negative) Factoren D, D, zerlegen, dass 
¢ =) (2 
(3) 10) = (5, "= 
wird. 

3). Die Anzahl der Darstellungen einer Zahl m, die sich in einer 
Gruppe finden, ist so gross wie die Anzahl der ganzzahligen Lésungen 


der Gleichung 
& — Dw? =1. 


Damit man nun auch bei positiven Determinanten nicht unendlich 
viele solche Darstellungen erhilt, miissen die darstellenden Zahlen 
x,y gewissen Bedingungen unterworfen werden, durch die aus jeder 
Gruppe von Darstellungen eine einzige isolirt wird. Wir ertheilen den 
unbestimmten ganzen Zahlen 2, y in einer der zur Determinante D 
gehorigen eigentlich primitiven Formen 








in de 


Wert 


stell 


ein 
gehi 


und 
deu 


in 
90 
~ 9 
jed 
bes 


Zal 
der 








nd, 


alle 
ind 
den 


sq. 
Ibe 
nie- 
der 
(0) 
art. 
> O 

so 
ven 
lass 


ben 
‘ich 


ter- 
tets 


ner 
ven 


lich 
len 
der 
den 











Quadratische Formen und Primzahlen. 


v(a, y) = ax? + 2bay + cy’, 
in der wir iiberdies a als positiv voraussetzen kénnen, alle méglichen 
Werthe, welche 
1° keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, 
2° der Form y(a, y) einen positiven zu 2D theilerfremden 
Werth verschaffen , 
- 3° im Falle positiver Determinanten den Bedingungen geniigen 


( ~ T—bU 
y>0, @> ay Ue eee 
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wenn 7’, U die kleinsten positiven Léisungen der Gleichung 
T?— DU? =1 
sind. Setzt man in diesem Falle 
v(a, y) = a(w — ay) (« — By), 
—b—VD —b+VD 
p44 


a ? 





’ 
so ist 
a<B<y 
und folglich ~(”, y) von selbst positiv. 
Nach diesen Festsetzungen enthilt jede Gruppe noch x Dar- 
stellungen, wenn 


x—=1 fir positive Determinanten , 
x=4 fir D=—1, 
x = 2 fiir die iibrigen negativen Determinanten (D. § 87., 88). 


4. Es sei nun 
Wi(@, 9), Yo(%,y), +--+ Yn, y) 
ein vollstiindiges Repriisentantensystem der h zur Determinante D 
gehérigen eigentlich primitiven Formenclassen 
0,, Q,, re 0, 

und wir betrachten, wenn x einen beliebigen der h Charaktere be- 
deutet, die Summe: 

L’ = 40) 2’, + 102) 2d +--+ + 1(On) Vr, 
in welcher die Summen ” sich auf simmtliche den Bedingungen 1°, 
2°, 3° genitigenden Werthe der ganzen Zahlen «x, y erstrecken. Fiir 
jeden Werth des Exponenten s, der > 1 ist, hat diese Summe einen 
bestimmten, von der Anordnung der Glieder unabhiingigen Werth. 

Bedeutet m wie oben jede zu 2D theilerfremde positive ganze 
Zahl, von welcher D quadratischer Rest ist, so kann man die Glieder 
der Summe L’ zu Partialsummen von der Form zusammenfassen 


xm-* X4¥(0), 
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worin sich die Summe 2 auf alle diejenigen (gleichen oder verschie- 
denen) Formenclassen 9 erstreckt, denen (nach 1.) eine Gruppe von 
Darstellungen der Zahl m entspricht. 


Ist andererseits f eine der in den Zahlen m aufgehenden Prim- 
zahlen, welche (nach 1.) durch die Formenclassen @*' darstellbar ist, 
so ergiebt sich durch Entwicklung nach steigenden Potenzen von f * 

s=7™ aS 
(1 — f~*2(@)) (1 — F*(x(0) 


= 14+ /7*(x(0) + 1) + £°*"(x(0) + 4(0)) + - -- 


Bildet man das mit TT zu bezeichnende Product dieses Ausdrucks 
iiber simmtliche Primzahlen f, so erhiilt man durch Ausmultipliciren 
der Reihen auf der rechten Seite eine Reihe, welche die simmtlichen 
Glieder m~* 27(0) umfasst. Daraus folgt also 


: is" ** 
L = aie 
° I] (1— 7(8)f—*) 4 — 4(0~) f-*) 


Bezeichnet man mit g alle diejenigen in 2D nicht aufgehenden 
Primzahlen , von denen D quadratischer Nichtrest ist, mit » alle posi- 
tiven zu 2D theilerfremden Zahlen, so ist bekanntlich 


a= Wise - 25 
1i—_g ** “. liao n?* 


und hiernach liasst sich die vorhergehende Formel folgendermassen 
darstellen : 


I . T 1 ease 
“ a ae IT (1 — 4(0)f~*) (1— 2(0-) F~) 
= 1(9;) SH" + 10.) SH* + +++ + 1(On) Su-* = L, 


worin sich nunmehr die Summen 2 auf der rechten Seite auf alle 
den Bedingungen 2°, 3° geniigenden Zahlen x, y erstrecken, also auch 
auf solche Combinationen dieser Zahlen, die einen gemeinschaftlichen 
Theiler haben. 

Aus dieser Formel leiten wir noch eine zweite ab durch Ent- 
wicklung ihres Logarithmus mit Benutzung der Gleichung 


—s ) 6? o° 
— log (1 — 1(@) (1) — 22. 4 5 HO 4 a 


Man erhilt, wenn man zur Abkiirzung 


‘Wiz -* 


setzt: 
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(0) Lt (e-') (0%) + 4(0—*)_ (0%) + x(07*) 
am Ssliee +s Se vis a ten a 
+.---=— lg G+ log L, 


worin sich die Summen links auf simmtliche Primzahlen f erstrecken. 

Jede der Formeln (1), (II) repriisentirt ) verschiedene Formeln, 
entsprechend den h verschiedenen Charakteren y,, y, +--+; yr. Be- 
zeichnet man dem entsprechend die h Summen LZ mit L’ L”,---, L%, 
so ergiebt die Addition der siimmtlichen Formeln (II) mit Riicksicht 
auf § 1., 11): 


nt Poe We ees ; 
( ) ate 2 ats 2 a> 
= — } log G@ + <> (log L’ + log L” +--+ + log L), 


worin auf der linken Seite die erste, zweite, dritte u. s. w. Summe 
sich auf diejenigen Primzahlen / erstreckt, deren erste, zweite, dritte 
u. s. w. Potenzen durch die Hauptclasse der Determinante D darstellbar 
sind. Multiplicirt man dagegen die Gleichung (II) mit dem Charakter 
z(9,) einer beliebigen von der Hauptclasse verschiedenen Classe 0, und 
bildet wieder die Summe aller Formeln (11), so erhiilt man in gleicher 
Weise: 


(IV) >- = +3 >5 aa + > srt 
1 (i Ox) L’ + (Ox) L’ +--+ + (Ox L), 


worin sich die erste, zweite, dritte u. s. w. Summe auf der linken 
Seite duf diejenigen Primzahlen bezieht, deren erste, zweite, dritte 
u. s. w. Potenzen durch die Formen der Classe 0, darstellbar sind, und 
é=2 oder —1 ist, jenachem O zu den ambigen Classen gehiort 
oder nicht. 

Der zu fihrende Beweis wird also erbracht sein, wenn gezeigt 
ist, dass die erste Summe auf der linken Seite der Gleichungen (III), 
(IV) unendlich viele Glieder enthilt, und dies folgt, wenn nach- 
gewiesen ist, dass diese Summe fiir s = 1 einen unendlichen Grenz- 
werth hat. 


§ 3. 
Der Kern des Beweises. 
Die Summen L’, L”, --- LZ“, welche in den Formeln (III), (IV) 
des vorigen Paragraphen vorkommen, zerfallen in drei Arten, namlich 
1° die eine Reihe Z,, welche aus (I) hervorgeht, wenn y der 
Hauptcharakter ist, 


i 
| 
{ 
| 


316 H, Wener. 


2° Die Reihen L,, welche aus (I) entstehen, wenn x einen der 
vom Hauptcharakter verschiedenen ambigen Charaktere bedeutet, 

3° die Reihen Z,, welche den tibrigen Charakteren entsprechen, 
in welchen also die Functionen 7(9,), 7(9,),---%(0,) gewiss wenigstens 
zum Theil imaginiir sind. 

Jede dieser letzteren Reihen kommt in den Formeln (III), (IV) 
zweimal vor, da, wie die Formel (I) lehrt, zweien entgegengesetzten 
Charakteren derselbe, und zwar reelle, Werth der Summe JZ entspricht. 

Es handelt sich nun um die Untersuchung der Grenzwerthe, 
welchen sich diese drei Arten von Reihen fiir s = 1 niahern. 

Aus der Theorie der quadratischen Formen ist bekannt, dass die 
in den L vorkommenden Summen XYy~-* die Eigenschaft haben, dass 


(s — 1) Sy" 


fiir s==1 sich einem endlichen, nur von der Determinante D ab- 
hingigen Grenzwerth g nihert*). 
1. Hieraus ergiebt sich zuniichst fiir die Reihe Z,, wenn man 


s=1l1+e 
setzt. : 
(V) Lim eo L, = hg, 
e=0 


d. h. die Reihe L, wird fiir @ = 0 unendlich gross wie e. 


2. Die Untersuchung der Grenzwerthe der Reihen L,, L, beruht 
auf einem Fundamentalsatze der Differentialrechnung, dessen Beweis 
ich hier, da es auf eine genaue Festsetzung des Giiltigkeitsbereichs 
wesentlich ankommt, kurz reproduciren will**). 

Es sei f(x) eine in dem Intervall 


(1) a<axz<b 
stetige Function von x, und es sei ferner fiir jedes x in dem Intervall 
(2) ax<a<b 
oy [eth — fe) _ 1). fle@—h)—f(@) _ pr, 
en aries ~ aime mae Ba 


ein bestimmter endlicher Werth. 


*) Vgl. D. § 95., 98. 
=o(—2D) «, it . 
—2DV— D ir positive Determinanten 


Der Werth von g ist fiir negative Determinanten 


g (2D) y (2D) y—«@ 

—log (T+ UV D) = - leg -£———- . 

4DVD a(t + 2DVD ~ y—B 

Es ergeben sich diese Resultate auch aus den unten folgenden Betrachtungen. 
**) Man vgl. den Beweis von O. Bonnet in Serret, Cours de calcul diffé- 


rential et intégral T. I, p. 15, auch Harnack, die Elemente der Differential- 
und Integralrechnung § 37. 
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Ist nun 2, irgend ein Werth von x im Intervall (2) so ist nach 


Voraussetzung 
fe)—f@) 4 


a— a 


ein endlicher Werth. Setzt man also 


9 (2) = (f(e) — Az) —(f(@) — Aa), 
so ist (a) stetig in dem Intervall 
(3) ACL, 
und es ist ausserdem g(a) = g(az,) = 0. Ist daher g(x) nicht con- 
stant = 0, so giebt es in dem Intervall 


(4) a<z <2, 


* einen Werth 2’, fiir welchen g(z’) einen positiven Maximumwerth 


oder einen negativen Minimumwerth erhilt. Daraus folgt, dass in 
allen Fiillen (auch fiir ein constantes g(z)) die beiden Ausdriicke 
wa +h) — 92’) g(a’ —h) — 9(#’) 
h ? —h 


fiir ein hinlainglich kleines h niemals dasselbe Vorzeichen haben kénnen. 
Da sie aber nach Voraussetzung ftir h 0 beide denselben Grenz- 
werth f(x’) — A besitzen, so folgt, dass dieser verschwinden muss. 
Ersetzt man also A wieder durch seinen Werth, so folgt hieraus 


f(%) =f(@) + (@% —a) f(), a<v<cu. 
Ueber das Verhalten von f(z) fiir x =a ist hierbei keine Voraus- 
setzung gemacht. Fiigen wir aber noch die Annahme hinzu, dass 


Lim f(z) = f(a) 
ein bestimmter endlicher Werth sei, so folgt hieraus 


f’ (a) = Lim fe —e) 


“14=a 


3. Aus bekannten Siitzen (D § sises folgt, dass die unendliche 


Reihe 
1 
Zz Gite 


fiir jedes positive @ eine endliche und stetige Function von @g ist, welche 
einen gleichfalls endlichen und stetigen Differentialquotienten 


log p 
a aps yi te 
besitzt. Das Gleiche gilt daher auch von den aus solchen Functionen 


zusammengesetzten Summen L. 
Mathematische Annalen, XX. 22 
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Es soll nun weiter unten nachgewiesen werden, dass die beiden 


Ausdriicke 
5. 3 9. AD. 4. 4 
Vi. 7 pte a r ? — ae ns tT 
fiir @ = 0 endliche Grenzwerthe besitzen. Setzen wir dies fiir den 
Augenblick voraus und setzen: 


D ye t+ %O) 
so ist ®,(@) eine fiir jedes 9 > 0 endliche und dalies Function und 
besitzt nach dem Hiilfssatz 2. einen in dem gleichen Umfang endlichen 
und stetigen Differentialquotienten %‘,(@). 
Nun ist fiir die Summen L(g) der zweiten und dritten Art mit 
Riicksicht auf § 1, 11. 


L (0) = 4(®1)%(@) + 22) 2(e) + +>» + 1x) Oa(@) 7 
und daher sind auch diese L(g) endliche und stetige Functionen von 
@ mit ebensolchen Differentialquotienten L‘(@) fiir jedes 9S 0, und 
nach Satz 2. ist 


(5) L(g) = LO) + el (9), 0< <1, 
L’ (0) endlich. 

Es wird nun zuniichst nachgewiesen werden, dass der Grenzwerth 
der Summen der zweiten Art, L,(0), von Null verschieden ist. Ist dies 
geschehen, so ergiebt sich dasselbe fiir die Reihen der dritten Art 
ZL, aus der Gleichung (III). Wire niimlich fiir eine dieser Summen 
L,(0) = 0, so wiirde (nach (5)) log L,(g) fiir @ = 0 negativ unendlich 
wie log g, wahrend log L,(@) positiv unendlich wird wie — log 9. Da 
aber, wie schon oben bemerkt, jedes Glied von der Form log L, auf 
der rechten Seite von III zweimal vorkommt, und da iiberdies, wie 
aus elementaren Sitzen folgt, log G fiir s = 1 endlich bleibt*), so wiirde 
mit abnehmendem @ die rechte Seite von III zuletzt negativ und zwar 
tiber alle Grenzen gross, was der wesentlich positiven linken Seite 
widerspricht. 





*) Es ist naimlich 


log G — loge = +g at ct 
Sarees 
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log @ — log x <= >> 
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Da hiernach also auf der rechten Seite der Gleichungen III, IV 
nur das einzige mit log Z, multiplicirte Glied fiir 9 —0O unendlich 
wird, so muss auch die Mike Seite dieser Gleichungen unendlich wer- 
den; und da tiberdies 








1 1 ee i. ek 1 
rio etia St < sDwts Swta Det 
5 eee FF 
ni S 2 nt? w Saw 
also 
1 
Q< 2* 
und mithin fiir s = 1 endlich bleibt, so folgt, dass die erste Summe 
d auf der linken Seite der Gleichungen III, IV 
1 
af 
fiir s= 1 unendlich gross werden muss, also gewiss aus unendlich 
vielen Gliedern besteht, w. z. b. w. 
§ 4. 
Die Summen LZ, der zweiten Art. 

Um unsern Beweis zu vervollstiindigen, haben wir zunichst zu 
zeigen, dass die Summen der zweiten Art, L,(g), fiir @ =O einen von 
Null verschiedenen endlichen Grenzwerth haben. Den ambigen Charak- 
teren 7(©) haben wir in § 2. 2. den Ausdruck gegeben: 

x0) = (GY) = Gr): 
wenn m eine beliebige durch die Formen der Classe © darstellbare 
Zahl und D, D, = D ist, und zwar ist, wenn x nicht der Haupt- 


charakter ist, wie hier vorausgesetzt, weder D, noch D, ein Quadrat. 
Hiernach ergiebt sich aus den Formeln D. § 125 Ste. 325 fiir die 
entsprechende Summe L, der Ausdruck: 


(1) L,=* ri) + > (2) A. 


wenn sich die Summen auf der rechten Seite auf siimmtliche positive 
Zahlen erstrecken, die relativ prim zu 2D sind. 

Ist nun q eine Primzahl, die in 2D aber nicht in 2D, aufgeht, 
und versteht man unter »’ alle diejenigen Zahlen, welche aus » durch 
Hinzunahme der durch g theilbaren entstehen, so ist 


Ze) Qe Se) aoe 









(2) 
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also: 





D(a) Ge) Ga 


Verfahrt- man ebenso mit den iibrigen Primzahlen g, die in 2D, 
aber nicht in 2D, aufgehen, und behandelt analog den zweiten Factor 
des Ausdrucks (1), so ergiebt sich 


= TTC) Dg) 2) eh 


Hierin bezieht sich das erste Productzeichen auf die in D, aber nicht 
in D, aufgehenden ungeraden Primzahlen gq’, das zweite auf die in D, 
aber nicht in D, aufgehenden g”; und diese beiden Producte haben 
daher fiir jedes positive s, also auch fiir s = 1 von Null verschiedene 
Werthe. In den beiden Summenzeichen durchlaufen n’, n” die simmt- 
lichen positiven zu 2D), resp. 2D, theilerfremden Zahlen. Die Grenz- 
werthe der beiden letzteren Summen fiir s = 1 sind aber, von endlichen 
nicht verschwindenden Factoren abgesehen, die Classenzahlen der 
quadratischen Formen fiir die Determinanten D,, D, und also von 
Null verschieden. (D. Stn. 242, 247). Demnach besitzt auch L, einen 
von Null verschiedenen endlichen Grenzwerth. w. z. b. w. 


§ 5. 
Die Functionen 2y-*, Dlog w-y-*. 


Nach den Ausfiihrungen des § 3 kommt es zur Erledigung des 
Beweises nur noch auf die Grenzwerthe der beiden Functionen 


1 log w 
> y'te ? > pte 
fiir verschwindende Werthe von @g an. 
Um diese zu untersuchen befreien wir uns zuniichst von der Be- 


schrinkung, welche fiir die variablen ganzen Zahlen x, y darin liegt, 
dass nur solche Werthe in Betracht kommen sollen, fiir welche 


(x,y) = ax? + 2bary + cy’ 

einen zu 2D theilerfremden Werth erhilt. Hierzu nehmen wir an, 
die Repriisentanten der Formenclassen seien so gewihlt, dass a positiv 
und relativ prim zu 2D sei, was stets miéglich ist. (Gauss D. A. art. 
228, D. § 93); Dann kénnen wir ferner b durch D theilbar und im 
Falle eines ungeraden D ungerade annehmen, was dann zur Folge 
hat, dass ¢ durch D theilbar und gerade ist. Hiernach bezieht sich 
die obige Beschrinkung nur noch auf die fiir x zu setzenden Zahlen 
und verlangt von diesen, dass sie durch keine der in 2D aufgehen- 
den Primzahlen q, gq’, q", --- theilbar seien. 
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Wenn wir von dem System simmtlicher ganzen Zahlen alle 
Zahlen von der Form qx wegnehmen, so bleiben diejenigen iibrig, 
welche nicht durch gq theilbar sind. Fiigen wir zu diesen hinzu alle 
Zahlen von der Form gqx und nehmen alle Zahlen von der Form 
qx weg, so bleiben diejenigen iibrig, welche weder durch g noch 
durch gq’ theilbar sind, u. s. f. Bedeutet allgemein 2 das System aller 
Zahlen, welche relativ prim zu irgend einer Zahl d sind, und ist q 
eine in d nicht aufgehende Primzahl, so erhilt man alle zu dq theiler- 
fremden Zahlen, wenn man von den System der Zahlen zw’ alle Zahlen 
von der Form gz wegnimmt. 

Sind hierbei, wie in dem Fall der positiven Determinanten, die 
Zahlen w noch an eine Bedingung von der Form gebunden 

“>yry 
so hat man nur diejenigen Zahlen gz’ davon wegzunchmen, fiir welche 
z> + y 
ist. Nach diesen Bemerkungen lisst sich die Function 2 (a, y)-* 
zerlegen in eine Summe von dbnlichen Functionen in der Weise 


d 

Z+ Zv(dz, y)* 
worin sich das erste Summenzeichen auf alle Producte d von verschie- 
denen in 2.D aufgehenden Primzahlen erstreckt, und das positive oder 
negative Zeichen zu nehmen ist, je nachdem die Anzahl der Prim- 
factoren von d@ gerade oder ungerade ist. Das andere Summenzeichen 
bezieht sich fiir den Fall negativer Determinanten auf alle positiven 
und negativen ganzzahligen Werthe x, y mit alleiniger Ausnahme der 
Werthcombination «=—0, y=0; im Falle positiver Determinante 
kommen noch die Bedingungen hinzu 


y = 0, “> y y 
wihrend 
(dx, y) = ad?a? + 2hdz + cy’ = ad? (e— “y) («x— 4 y), 


so dass, wenn man rr Ls ‘ +. mit «’, B’, y’, bezeichnet, auch jetzt die 


Bedingung besteht 
a<cpcy. 
Hierdurch ist also unsere Aufgabe auf den allgemeinen Nachweis 
zuriickgefiihrt, dass die beiden Ausdriicke 


Dd ext + 2b2y+ey* — 


lg (aa? + 2bay cy?) 


I 
@ 

= ATE 

(ax? + 2bay + cy2)'te ¢ 


oder abgekiirzt 
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1 lo 
Jee Lyne 
fix @ = 0 und irgend ein endliches g endliche Grenzwerthe haben, 
wenn, falls b*?— ac negativ ist, x, y alle positiven und negativen 
ganzen Zahlen mit Ausnahme der Werthcombination 0, 0 zu durch- 
laufen haben, wihrend fiir ein positives b? — ac die Variablen 2, y 
alle ganzzahligen Werthe annehmen, welche den Bedingungen geniigen 
y20, @>vy 
worn y > 6 >a, wenn a, B die reellen Wurzeln der Gleichung 
ax? + 2b%-+c¢=0 sind. Der Coefficient @ wird in beiden Fillen 
als positiv vorausgesetzt. Die Forderung, dass a, b, c ganze Zahlen 
seien, ebenso die besondere Bedeutung, die y bisher hatte, kommen 
fir die folgende Untersuchung nicht weiter in Betracht. 
Wir reduciren die Aufgabe zuniichst noch auf eine andere, indem 
wir von den bekannten Formeln Gebrauch machen 


fee dt —T Ute) 


pire 


a — ite) Fu+e)logy 
J ‘Ve log tdt= — 


wodurch man, wenn zur Abkiirzung 


Jom J dt Ze, Jp — ftiog eae ze 


gesetzt wird, und die Summen in demselben Sinne wie oben verstan- 
den werden, erhiilt: 


—~1—@ _. MESS tee oey 
>* Tate 2 


logy I (i+e) J, i 


pire — ute) e— Ta Fe) 


oder auch 


Dem toonir e— +E (roa 
, 7 


log p _ r’'(1+e) i ae ht 
2 he ~ 5 Wade (Jo ) rate “ +) 





oe (1 Suitable @ r’(i+e) 

¢ P(i+e) (P(i+e))* 
Daraus ergiebt sich in Folge bekannter Eigenschaften der Gamma- 
function, dass man nur noch zu zeigen hat, dass die beiden Ausdriicke 


Foe eS 
a. 't.2 
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fiir @ = 0 endliche Grenzwerthe -haben. Bei dieser Betrachtung muss 
aber der Fall negativer Determinanten von dem der positiven Deter- 
minanten getrennt werden. 


a) Negative Determinanten.*) 


Um die Untersuchung der Integrale J,, J, zuniichst fiir negative 
Determinanten durchzufiihren, setzen wir 
(1) Ze-V@y <= O(a, b, c) 

(2) Ze-*v@» == O(ta, tb, ct) = O(2). 

Die Function 0(¢) ist fiir positive ¢ endlich und stetig und nimmt mit 
wachsendem ¢ fortwihrend ab, und zwar so, dass e**@(é) fiir ein an- 
gebbares positives constantes 4 fiir ¢ = co verschwindet, (man kann 
fiir 4 jeden Werth setzen, der kleiner ist als der kleinste Werth der 
positiven Function p(x, y)). 

Das Verhalten dieser Function fiir ¢—0O ergiebt sich aus der 
Transformationstheorie der Thetafunctionen zweier Verinderlichen. Es 
findet sich naimlich bei Rosenhain (Mém. sur les fonctions de deux 
variables et & quatre périodes, Théoréme III, Mém. prés. d. 1, Ac. d.: 
Paris T. XI.) eine Formel, die sich mit Benutzung von 

O(a, b,c) = O(c, — b, a) 
so schreiben lisst : ‘ , 
0 (a,b, ¢) +1 => \0(=5, =p, Sp) +4 
oder wenn 
€ 4 
@) Vp 79 
gesetzt wird 
e(f)=—1 +£+$0(£). 


Darnach ernalt man 
? ” g 
Joona foweat fr\-1+¢+$0(%)} dt. 
: ¢ 


Substituirt man fiir ¢ in dem ersten Integral rechts g¢, in dem zweiten 


g so findet man 


*) Kronecker hat in einer sehr wichtigen Abhandlung (Monatsberichte der 
Berliner Academie vom 22. Januar 1863) den Grenzwerth des Unterschieds zweier 


1 = . _ _ - . 
Summen > —, fiir zwei verschiedene Formen w, die zu derselben negativen 


Determinante, aber zu verschiedenen Classen gehéren, durch solche einfache Theta- 
functionen, fiir welche die complexe Multiplication stattfindet, ausgedriickt. Fiir 
unsern Zweck, bei dem es nur auf den Nachweis der Endlichkeit der Grenz- 
werthe ankommt, geniigt die unten folgende Bestimmung, deren Grundgedanke, 
nimlich die Anwendung der zweifach unendlichen Thetareihen mir von meinen 
Freund R. Dedekind mitgetheilt worden ist, 






324 H. Weser. 


(4) Jo=— omeat—a(t— 745+ foun eter’) dt 


und auf demselben Wege (oder auch durch Differentiation der Formel 
(4) nach g): 





om umf O(log tdt—g'*"logg |e — 5 + Jowett at 


e 
1 1 —1— 
+9'**} e + forgiy(e—t 1 *) log ¢ dt, 
i 


zwei Formeln, die fiir alle positiven Werthe von @ gelten. Hieraus 
ergeben sich die gesuchten endlichen Grenzwerthe, wenn man beachtet, 


e e 
dass die beiden Integrale fo t dt, J 0 (gt) # log ¢ dé fir alle 
1 


positiven und negativen Werthe von s durchaus stetige Functionen von 
s sind.*) 
P 
(6) Lim (Jy — )=9 log 9 —g +9 f(g (1+ ,) at 
e=0 @ t 
1 
~- . , 1 
@) Lim (Je 3 =) =9—glog 9+ yg (log 9) 
e=0 . . 


+9 foo (i-+) log ¢ dt 


+ 9 log 9 f0(96 (1+ 4) at. 








*) Um dies z. B. fiir die erste der beiden Functionen zu zeigen, setze man 
foe Ydt=f, fete) — fe) = J euor (— 1) dt. 


1 
Setzt man fir ¢>1, Om e< &% 


®—1=elot- A, 
so ist 
e log t e (log t)? 


A=i+ " -+ Sore: ae ge 





also 


f(s + 8) —f(s)< feu tt dt 


woraus die Richtigkeit der Behauptung er)iellt. Ebenso kann man mit dem zweiten 
der obigen Integrale verfahren. 
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b) Positive Determinanten. 

In ahnlicher Weise liasst sich nun die Untersuchung fiir positive 
Determinanten fiihren, nur dass man sich hier nicht mehr auf bekannte 
Kigenschaften der Thetafunctionen stiitzen kann. Wir setzen fir 
diesen Fall 


(8) (6) (t) = > > ete ene 80 
0,m w2>YVy 
a<Bp<y. 

Die Reihe, durch welche diese Function definirt ist, besteht aus 
lauter positiven Gliedern, welche mit wachsendem ¢ abnehmen, und 
wenn es daher gelingt, den Werth der Reihe fir irgend ein ¢ in end- 
liche Grenzen einzuschliessen, so folgt daraus die Convergeng und 
Stetigkeit derselben fiir jedes gréssere ¢. Es folgt dann zugleich, dass 
fir ¢= oo die Function O(¢) verschwindet, und zwar so, dass auch 
noch e*@(¢) fiir ein positives constantes 4 mit wachsendem ¢ bestindig 
abnimmt und sich der Grenze Null n&hert. Wir suchen eine solche 
Kinschliessung in Grenzen zu ermitteln, welche zugleich iiber das 
Verhalten von O(¢) fir ¢—( Aufschluss giebt. 

Halten wir zuniichst einen bestimmten Werth von y fest, so ist, 
so lange x > yy, 

((@) =f (a, y) = etae—ene—o0 
fiir positive @ und ¢ eine mit wachsendem # abnehmende Function, 
und daher ist a 
a+ 


fe+1) <ffle,y) de < fle). 
Bedeutet also ~, den kleinsten ganzzahligen Werth > yy, so folgt: 


fet +1) + Fle +2) +> <ffley) de < fle) + Mee + +> 


also, da auch 


fice yjdz<f(vyy,y); f(%) <f(vy,9) 
vy 


P wo 
(9) J f(x, y)da—fyy,y)<f(@) +h% +1) +°+°< fi f(x,y) da-+-/ (vy,y). 
vy vy 
Nun ist: 


p(y) = fre, y) dx af eneronon (@+7—AY) ay 
vy 0 


eine mit wachsendem y abnehmende Function und daher wie oben 























326 H. Weser. 


nD re 


(10) Jody <9(0)+(1)+9(2)+ -:: <fowdy +90). 
0 





Summirt man nun die Ungleichungen (9), fir alle ganzzahligen 
Werthe von y, die S0 sind, so ergeben sich aus (10) fiir O(é) die 
beiden Grenzen 


om f femme mmacayt [om as 
0 vy 0 





(11) ; + > e-t¥aty—a)(y—2) 
6) >f fer ey@—BY da dy — >> e—t¥aly—a)(y—B) , 
\ 0 Yy —— 
Nun ist 
2 " —at(a—ay)(2—fy) = c Poa 7—e 9 
J e da dy = Fat(@—a) log = i 
0 vy 
worin 
12 a Tee 2 
(12) a. log 78? 
ferner: 


es) 


, 1 ~/ .« 
— atx” pol vad 
Je dz 2 / = 
0 
~ 


= e-*4 — (a) -/* o(*') (Jacobi Fund. Ste, 184) 


— 2, @ 


und wenn 


gesetzt wird. 


> 1 1 
etary BP) — + O(ta(y—a) (y—B)) +5 


0, 2 


‘i a | OR 
~ 2Vt Va(y—a) (y—8) ® (g-a0=n) + 2 
Setzt man daher 


1 ae ee ‘ 
(13) OH=—++ Vi %(t) 
so ergeben sich fiir ®(¢) die Grenzen 
Va n* 1 m : « 
0 < Syaaaeae *(ma=aenh) t2V Z+2” 


(14) 





—Vx n2 i = 
o@) > 2 Va(y — a) (y — 8) ®(pg=ae= ) 2 ys 
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Ist ¢ kleiner als ein bestimmter endlicher Werth, etwa < 1, so ergeben 
sich aus (14) endliche Grenzen, in denen (¢) eingeschlossen bleibt. 
Ist ¢ > 1, so setzen wir 


(15) Q(t) == e-** W(t) 


worin, wie oben bemerkt, 4 positiv so angenommen werden kann, dass 
Y(t) mit wachsendem ¢ abnimmt und sich der Grenze Null nihert, 
also bestiindig zwischen 0 und e*@(1) eingeschlossen bleibt. 

Hiernach kénnen wir setzen 


Jem f(oeatm f($+ +57) dt + fone dt 


DP 


1 
(16) pats foot 2dt+ e-** W(t) & dt 
0 ’ 1 
und ebenso 
a) 1 
1 

(17) Jim f Oc tog dtm — 2+ [ow f * log t dt 

0 0 

+ feuvot tog tat, 


Die beiden letzten Integrale auf der rechten Seite der Formeln (16), 
(17) sind fiir jedes positive und negative g convergent, und genau wie 
oben beweist man, dass sie stetige Functionen von g sind. Die beiden 
zwischen den Grenzen 0 und 1 genommenen Integrale in denselben 


Formeln sind convergent, so lange @ > — ist, und die Stetigkeit 
derselben in dem gleichen Umfang ergiebt sich aus der Ungleichung 
1—#<—elogt (¢<1). 


Demnach erhilt man durch den Grenziibergang die beiden end- 
lichen Werthe 


(18) Lim (Je —$)=foo7 * + fore dt 


(19) Lim (Je +-¥) = [over zt r+ Je e*'W(t)logt dt, 


wodurch der gesuchte Beweis in allen Punkten gefiihrt ist. 
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§ 6. 
Formen zweiter Art und quadratische Determinanten. 


Um die Frage nach der Darstellbarkeit von Primzahlen durch 
quadratische Formen zu vervollstindigen, bleiben noch zwei Fille 
iibrig. Zuniichst ist zu zeigen, dass auch die Form 


ax* + bay + cy’, 

wenn a,b, c ohne gemeinsamen Theiler sind, bei ungeradem } unend- 
lich viele Primzahlen darstellen kann, oder, was dasselbe ist, dass 
die primitive Form zweiter Art (2a, b, 2c) unendlich viele doppelte 
Primzahlen darzustellen faihig ist. Dies aber ergiebt sich unmittelbar 
aus den Siitzen von Gauss iiber die Composition der Ordnungen; 
denn jede primitive Classe zweiter Art entsteht wenigstens einmal 
durch Composition einer Classe der ersten Art mit der cinfachsten 
Classe der zweiten Art; welche durch die Form repriisentirt ist 


‘ 1—D 
(15 52) 


Durch diese Form kann aber offenbar die Zahl 2 dargestellt werden, 
und wenn daher die Formen der ersten Art Primzahlen darzustellen fihig 
sind, so kénnen die Formen zweiter Art doppelte Primzahlen darstellen. 

Endlich bleibt noch der Fall iibrig, wo die Determinante D ein 
Quadrat ist, der sich auf die Frage nach der Darstellung von Prim- 
zahlen durch die Glieder einer arithmetischen Progression zuriickfiihren 
lisst. Wir betrachten hier Formen erster und zweiter Art gemein- 
schaftlich, und nehmen also an, in 


(1) ¥(@, y) = ax + bay + cy? 

seien a, b, c ohne gemeinschaftlichen Theiler und A = b? — 4ac das 
Quadrat einer ganzen Zahl. Es ist dann 

‘ a b+ VA ( b—VA ) 

@ pa (et 2tIBy) (x4 278 y), 


und die beiden Zahlen b + /A sind gerade, da ihre Summe und. ihr 
Product gerade ist. Ferner ist 


3) (+A) (o—Va) _ 


4a ee 





also eine ganze Zahl. Setzt man daher 





(4) nt FS — b ed ba 

(5) =aec +a'c” 

so dass a’, a’, c’, c” ganze Zahlen sind, und aa” =a, c’c” =e, 
so folgt 


(6) y= (aa +ec'y)(au+c'y). 
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Nun sind wegen (5) a’, c”, ebenso a”, c’ ohne gemeinschaftlichen 

Theiler, und man kann daher x,y 80 hestianeen, dass 
a’afe'y=tl, c—ate't, y=y—a’ 

ch alsdann wird der zweite Factor in (6) 


5: a'a +0" % + §(c'a —c"a") = bE +0 
und es ist nur noch zu zeigen, dass die beiden Zahlen 0 und @ relativ 
prim sind; denn dann sind in der Linearform 0§ + @ unendlich viele 

d- Primzahlen enthalten. Es ist aber 

SS 

ite @ ty + "Y= @ 

ar a’ ty +e yy=+1 

D; ca —c”’a"=9 

al also: 


dx, = ac +c”, dy, = — oa" +a 
woraus die Richtigkeit der Behauptung folgt, da ein gemeinschaftlicher 
Theiler von 6 und @ auch Theiler von a’, c” und mithin von a, b, ¢ 
sein wiirde. Die einzige Ausnahme bildet d =0, in welchem Falle 
a =a’, c’ =c", also y ein Quadrat und A = 0 wird. 


en 


1, 





Kénigsberg in Pr., Mai 1882. 











Ueber binire Formen und die Gleichung sechsten Grades. 
Von 


A. Brix in Mtinchen. 


In einer Abhandlung iiber Combinanten im 5. Bande der Mathe- 
matischen Annalen hat Herr Gordan die Theorie dieser Bildungen 
auf das Studium einer Form mit mehreren Reihen von Veriinderlichen 
zuriickgefiihrt, durch deren In- und Covarianten alle Combinanten 
eines gegebenen Systems von Formen auf rationalem Wege dargestellt 
werden kénnen. Besteht das System aus p biniren Formen mnter Ord- 
nung f/f, f,---fp, so ist jene Form die p-reihige Determinante, die 
man aus den /, in p verschiedenen Variabelnreihen geschrieben, bil- 
den kann. 

Setzt man die p Variabelnreihen 2,y,, 7y,,---, ZpYp einander 
gleich, — 2, y, so erhilt man aus dieser Determinante durch einen 
Grenziibergang die der pten Differentialquotienten der Formen f nach 
x,y. Diese binére Form p(n — p+ 1)ter Ordnung leistet nun in 
gewissem Sinne dasselbe, wie die Gordan’sche Function. Eine Ab- 
zihlung zeigt, dass die Anzahl ihrer Coefficienten mit der der Con- 
stanten iibereinstimmt, die in die Combinanten von f eingehen. Sind 
also ihre Coefficienten gegenseitig unabhiingig, wenn es die der f sind, 
so kann man diese Form als erzeugende Function der Combinanten 
des Systems ansehen, sofern auf rationale Darstellung Verzicht ge- 
leistet wird. 

Aber auch abgesehen von ihrem Zusammenhang mit der Theorie 
der Combinanten besitzt die Form p(m — p+ 1)ter Ordnung merk- 
wiirdige Eigenschaften. Ihre Discriminante zerfillt in zwei in den 
Coefficienten der f rationale Factoren. Sie entsteht aus der allgemeinen 
biniiren Form ihrer Ordnung, wenn man eine irrationale Function der 
Coefficienten adjungirt. Diese Function ist fiir Formen sechster Ord- 
nung die Wurzel einer Gleichung fiinften Grades, von der zugleich 
die Coefficienten gewisser linearen Transformationsformeln abhiingen, 
vermége deren die biniire Form sechster Ordnung in zwei canonische 
Formen von bemerkenswerther Einfachheit tibergefiihrt werden kann. 
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Ich beginne mit dem Nachweis, dass die in Rede stehende Form 
ebensoviele unabhingige Constanten als Coefficienten besitzt. 


1. 

Man kann mit der. von Gordan angegebenen Form von p Ver- 
iinderlichen eine Umgestaltung vornehmen, wodurch sie von den 
; p(p — 1) Differenzen der Verinderlichen, die sie als tiberfitissigen 
Factor enthailt, befreit wird. Von dem homogenen Ausdruck abgehend 














setze ich: 

fy = 49 + Oy 2 +H ++ + Gin”, 

fy = gy + Gq, % + +++ Aone", 

fp = Apot Api k++ +++ + Apnr, 
1e- und betrachte die (n + 1)-reihige Determinante: 
en 
lis Ayo +++ Apo X, 0. «00. 2 
en Qi ald Bd Api Xp-1 X, eee 0 
Lit ; ; : 
‘d- : ; : 
ie W(x, %,+++Hp)—=| dip +++ App Xy X,--: ’ 
il- A,p+i*** Appt O X-:: 
ler Qin °° * Apn 0 0 X, | 
en wo 
ch Xp = Uy Hy +++ Lys Xp = — BH, Hy +e + Lpazy+ ++» KX, = (— 1p Fa,; 
. X, =(— 1p 
4 - 
| ist, und Ya, 2, -- +x; die Summe der Producte der p Gréssen 2, - - + Xp 
al zu je i bedeutet. Multiplicirt man diese Determinante mit der folgenden: 
id, oe ae 0.--0 
en Ly, +++ Bp 0O.--O 
Je- . . 
rie a wat a 0.--0O 

? 

rk- . wt... get tery 
len , p 
en : = : 
> | at vos we OG. iu 
ch die in eme » — p+ 1-reihige von dem Werth 1 und eine p-reihige, 
n, gleich dem Differenzenproduct der x;, zerfallt, so erhilt man wiederum 
he eine zerfallende Determinante, von der ein Factor gleich Kins, der 
in. andere die Gordan’sche Form ist. Dieselbe lisst sich also durch 
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W (a,%,-++,) ersetzen. Die zu untersuchende Form W(x), welche 
aus dieser hervorgeht, indem man 2, = 2%, —=---=—2, =x macht, 
hat genau die Gestalt der oben mit W (a,x, --- x,) bezeichneten 
Determinante; nur ist darin: 


a aoe (%) xP, X,»= (4) get, ... X,—n(—1P 


A. Barz. 





zu setzen, wo (?) in bekannter Bezeichnungsweise die Anzahl der 


Combinationen von py Elementen zu je i darstellt. 

Denkt man sich die Determinante W(x) ausgerechnet und nach 
Potenzen von 2 angeordnet, so setzen sich die Coefficienten derselben 
linear und homogen aus den p-reihigen Determinanten der aus den p 
ersten Verticalreihen gebildeten Matrix zusammen. Solcher Determi- 


nanten giebt es (” “4 yg * zwischen denen jedoch Relationen bestehen 


miissen, weil man durch Einfiihrung linearer Combinationen der f an 
Stelle der f die Anzahl der Coefficienten a;, unter diese Zahl herab- 
driicken kann. 

So hat man beispielsweise fiir p= 2, n = 3; 


a @ # 0 
Ww b b —2xe 2 
“ CG, C 1 —2% 


cea 0°34 


= x‘ (cd) + 2x5 (bd) + 2? [(be) + 3(ad)] + 2x(ac) + (ab) = 0, 
wo die Relation besteht: 


(ab) (cd) + (ad) (be) — (ae) (bd) = 0. 

Vermiége der Indicesbezeichnung kommt jeder Determinante der 
Matrix aus den a,, ein gewisses Gewicht zu, das durch die Summe 
der hinteren Indices der benutzten Horizontalreihen dargestellt wird. 
Jede Determinante ist mit derjenigen Potenz von x multiplicirt, deren 


Exponent um + Pp (p — 1) kleiner ist, als ihr Gewicht, und das Gewicht 


aller mit derselben Potenz multiplicirten Determinanten dasselbe, so 
dass man also den literalen Theil des Ausdrucks W(x) angeben kann, 
ohne auf die Determinante zu recurriren. Auch die Zahlencoefficienten 
bestimmen sich in bekannter Weise direct aus der partiellen Differen- 
tialgleichung, der die simultanen Covarianten der f geniigen: 

mE din za —+ @— DZ ayn mot 


wo sich die Summe 2, da es sich um Combinanten handelt, auf 
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i= 1, 2,---,p bezieht, und die Operation Z also nur den Uebergang 
von einer Determinante der Matrix zu einer anderen andeutet. 

Es ist nun bemerkenswerth, dass die Form W/(z) eine ,,allge- 
meine“ Form ihrer Ordnung ist, indem die gegenseitige Unabhingig- 
keit ihrer Coefficienten nachgewiesen werden kann, wenn die der ajx 
vorausgesetzt wird. Dieser Nachweis ist ym so weniger entbehrlich, 
als bekanntlich gerade bei canonischen Formen die blosse Constanten- 
zihlung leicht zu Irrungen fiihrt. 

Um hierbei von den Relationen zwischen den einzelnen Determi- 
nanten absehen zu kénnen, ist es niitzlich, dieselben dadurch identisch 
zu erfiillen , dass man die Elemente einer beliebigen p-reihigen Determi- 
nante der Matrix durch Vertauschung der f mit linearen Combi- 
nationen der /, wobei sich bekanntlich die Verhiiltnisse der Coefficienten 
einer Combinante nicht aindern, in Zahlen tberfiihrt. Man kann dies, 
sofern die a;, von einander unabhiingige Gréssen sind, in der Weise 
ausfiihren, dass die Elemente der Determinante alle, bis auf die in einer 
Diagonale befindlichen, in welcher lauter 1 zu stehen kommen, Null 
werden. Aus den iibrig bleibenden p(n — p + 1) Elementen a;; setzen 
sich dann die Coefficienten -der Potenzen von aw so zusammen, dass 
dieselben von einander unabhiingig werden. Im Falle p =n ist die 
Richtigkeit dieser Behauptung einleuchtend. Denn in diesem Falle 
bleiben nach Ueberfiihrung von p? Elementen in Zahlen noch p von 
einander unabhingige Gréssen iibrig, die gerade die Coefficienten von 
p Potenzen geben, wihrend einer den Zahlenwerth 1 hat. Durch 
einen Schluss von » auf n+ 1 gelangt man von diesem auf den all- 
gemeinsten Fall. 

Es sei fiir irgend ein », p bewiesen, dass die Coefficienten der 
verschiedenen Potenzen von einander unabhiingige Gréssen sind. Ich 
bezeichne die zugehérige Determinante W(x) mit W,,, und denke mir 

in derselben die Determinante: 2 +- di1,n-p41+++@pn in der ange- 
gebenen Weise in 1 iibergefiihrt. Der Uebergang von W,,, zu Wo n4i 
werde dann so ausgefiihrt, dass man in W,, die Horizontalreihe: 


A, n+1 A2e,n4+1 °° * Ap,n+i 00---0 X, 
unten und die Verticalreihe: 


0 
x, 
Xp-1 
rechts anfiigt. Dann treten in W,,,4: zuniichst alle Glieder auf, die 


bereits in W,,, vorkamen, multiplicirt mit X,—--1. Die hinzugekom- 
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menen sind lineare homogene Functionen der @;,,4:, deren Grad in den 
a;,x der Determinante W,,, verschieden ist. Diejenigen Terme, welche 
iiberhaupt diese filteren a;, nicht mehr enthalten, lassen sich leicht 
angeben. Es sind diejenigen, deren Coefficienten aus je p— 1 Horizon- 
talreihen der Determinante, deren Elemente aus 0 und 1 bestehen, und 
der Reihe der a;,.4: gebildet sind, namlich: 


1 
Xp Ph (Xp aa, npr — Xp—a Aa,ngs + ++ KX, apni). 


Diese Glieder liefern Beitrige zu den Coefficienten der p héchsten 
Potenzen von W,,,41, die von einander unabhingig sind, nicht ver- 
schwinden und auch durch die mit den alten a, multiplicirten nicht 
in gegenseitige Abhingigkeit gebracht werden kénnen. Da nun eben- 
sowenig diejenigen Coefficienten der niederen Potenzen in Wy, »4:, 
welche schon in W,,, auftraten und nach Voraussetzung von einander 
unabhingig waren, durch Hinzutreten von Gliedern, welche die aj, +4: 
enthalten, in gegenseitige oder in Abhiingigkeit von denen der héheren 
Potenzen gebracht werden kénnen, so ist die Zahl] der von einander 
unabhingigen Coefficienten von W,,,.: gleich derjenigen fiir W,,, + p. 
Fir »—p war dieselbe gleich p, also ‘ist sie fiir W,,,, d. h. fiir 
W(x), wenn man nun die Transformationsdeterminante als Constante 


noch hinzuziahlt: 
| p(n—p+1)+1. 


Diese Form besitzt also, von einander unabhiingige a;,; vorausgesetzt, 
ebensoviele unabhiingige Constanten als ihr Grad betriigt + 1, und die 
Form W(x) kann also als die allgemeine bindre Form ihrer Ordnung 
angesehen werden. 


Da sich nun fiir jede Zerlegung einer zusammengesetzten Zahl N 
in zwei ganzzahlige Factoren eine Zahl (n> yp) und zwei Zahlen, 
die sich zu » + 1 ergianzen, so finden lassen, dass 


N=p(n»—p-+ 1) 

wird, so muss es mdglich sein, jede bindre Form von Nichtprimzahl- 
grad auf doppelt so viele Arten, als diese Zahl Zerlegungen zuliisst, 
auf die Form W(a) zu bringen. Diese Operation verlangt im Allige- 
meinen die Auflésung héherer Gleichungen, aus denen die p-gliedrigen 
Determinanten, die in den Coefficienten von W(x) auftreten, bestimmt 
werden (ich bezeichne diese Determinanten in der Folge als Grissen 
a, 6B). In den Fallen N=4, N=6 sind es Gleichungen vom 2. 
bez. 5. Grad, von denen unten die Rede sein wird. 

Es mag indess gleich hier bemerkt werden, dass die beiden irgend 
einer Zerlegung von N entsprechenden Formen W(z), fiir welche n 
einen gewissen Werth, p zwei die Werthe p und n + 1 — p annimnt, 
im Wesentlichen ébercinstimmen. 
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Wenn man niimlich die Matrix der Coefficienten a;, durch irgend 
beliebige Elemente 6;, zu einer nicht verschwindenden Determinante 
R von n + 1 Reihen ergiinzt und die Minoren jedes Elementes nimmt, 
so entspricht jeder p-reihigen Partialdeterminante der a;, eine (n—p+1)- 
reihige des adjungirten Systems, welche nach einem bekannten Satze 
(Baltzer, Determinanten, 3. Aufl. § 6, 2) bis auf eine Potenz der 
Determinante R mit der ersteren iibereinstimmt. Der Matrix aus den 
p-reihigen entspricht eine Matrix aus (m — p+ 1)-reihigen Determi- 
nanten, die denen der anderen proportional sind, zwischen welchen 
also dieselben Relationen bestehen, die ebenso nach dem Gewicht ge- 
ordnet werden kénnen u. s. w. Verwendet man die Elemente dieser 
Matrix fir die Bildung von » —p-+ 1 Formen n-ter Ordnung q, 9,°::- 
***@n—p4i als Coefficienten, jedoch unter Beifiigung je des betreffenden 
Binominalcoefficienten, so sind die Combinanten des Systems der Func- 
tionen f zugleich solche der g. In der That: die oben aufgestellte 
partielle Differentialgleichung fir W kann, wenn man Symmetrie und 
passend bestimmtes Gewicht der Form voraussetzt, allgemein zur De- 
finition einer simultanen Covariante der f dienen. Sei W eine Com- 
binante, die dieser Gleichung geniigt. Fiihrt man statt der a;, die 
Elemente @;, der Matrix von n — p-+ 1 Reihen ein, so wird: 


im i=n—p-+1 
> ow ow 
CK > = ye 
Oe; 4 : Oa; , 


t=1 ‘=1 
Die Form, welche hiermit die partielle Differentialgleichung annimmt, 
ist die bekannte ftir die simultanen Covarianten eines Systems von 
Formen g, deren Coefficienten die mit Binomialcoefficienten behafteten 
Gréssen @;, sind. — Kehrt man den Process, der von den f zu den 
fiihrt, um, so erhilt man wieder die f, oder lineare Combinatio 
der f, die fiir die Combinantenbildung diesen selbst aquivalent sha. 
Man hat also den Satz: 

Die Combinanten eines Systems von p biniren Formen n-ter Ord- 
nung (n> p) sind der Zahl und Form nach identisch mit denen eines 
Systems von n — p + 1 Formen derselben Ordnung. 

Anmerkung. Man kann den vorstehenden Satz ohne Weiteres 
auf ein System von Formen mit beliebig vielen Verdnderlichen ausdehnen. 
Die Zahl n bedeutet dann nicht mehr die Ordnung, sondern die um 
Kins vermehrte Anzah] der Terme einer solchen Form, Auch hier 
setzen sich die Coefficienten der Combinanten des Systems aus Deter- 
minanten derjenigen Matrix zusammen, die man aus den Coefficienten 
der p gegebenen Formen bilden kann. Der Beweis des Satzes wird 
genau wie oben gefiihrt. An Stelle der einen partiellen Differential- 
gleichung tritt dann das System der von Aronhold im 62. Bande des 
Crelle’schen Journals aufgestellten Differentialgleichungen fiir die 
23* 
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simultanen In- und Covarianten zugehérigen Formen u. s. w. Die 
Formen g des Systems, das aus dem gegebenen genau auf dem oben 
eingeschlagenen Wege abgeleitet wird — nur das statt Binomial — Poly- 
nomialeoefficienten zur Verwendung kommen — sind, nach einer Be- 


zeichnungsweise des Herrn Rosanes (Crelle’s Journal Bd. 76, 8. 312) > 


zu den Formen des Systems der f ,,conjugirt“, indem die Summe der 
Producte entsprechender Coefficienten verschwindet. 


~ 2. 


Die Form p(n — p + 1)-ter Ordnung W(x) hat die Eigenschaft, 
dass thre Discriminante in zwei in den Grissen «, B (den p-gliedrigen 
Determinanten aus den Coefficienten der f) rationale Factoren zerfiillt. 

- Der erste dieser Factoren, ich werde ihn mit U bezeichnen, ist 
diejenige rationale ganze Function der a, 6, deren Verschwinden aus- 
sagt, dass die simmtlichen n-reihigen Determinanten der folgenden 
Matrix aus » Vertical- und »-+ 1 Horizontalreihen fiir denselben 
Werth von x verschwinden: 














Ao “ee Apo Xp4t O ee 0 
ayy Gp Xp Xpii+ + O 
1, pi Gppti Xy X, 

Qi, pt2 Ap, pte 0 X, 

Qin apn 0 0 oe X, | 


 } zur Abkiirzung: 
1 1 
ert = Xp44; —?T ) a7 —X,; -++(—1)? yt ) r= X,; 
(—1yH = X, 


gesetzt wurde. Das System der » + 1 Gleichungen, die dies aussagen, 
ist bekanntlich zweien Gleichungen dquivalent und zieht also die Er- 
fillung einer Bedingungsgleichung zwischen den Gréssen «, B, - -- mit 
sich, deren linke Seite, U, Factor der Discriminante von W(z) ist. 
In der That, man kann die (p + 1)te Verticalreihe der Determinante 
W (a) durch Multiplication mit x und Addition der (p+ 2)ten Columne 
auf die Form der entsprechenden der obigen Matrix bringen; ebenso 
die (p + 2)te durch Combination mit der (p + 3)ten u. s. f. bis zur 
letzten, die allein unveriindert bleibt. W(x) hat so den Factor 2"-? 
erhalten. Die umgestaltete Determinante verschwindet nun offenbar 
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fiir jeden Werth von 2, fiir den die Determinanten der Matrix ver- 
schwinden; dies gilt auch noch von W() selbst. 

Aber auch die nach den einzelnen Columnen differenzirte Deter- 
minante verschwindet. 

Daher ist ein x, fiir welches dies eintritt, Doppelwurzel von 
W(x) = 0, und U, dessen Verschwinden die Existenz eines solchen 
Werthes aussagt, liefert einen Factor der Discriminante von W. — 
Ich unterlasse es, das Verfahren anzugeben, durch welches U von 
uneigentlichen Factoren befreit wird, und erwihne nur, dass ich den 
Grad U,, von U in den Coefficienten a, B,--- auf dem Wege der 
Induction, wie folgt, gefunden habe: 


Unp = (p + 1) (m — p). 


Der andere Factor der Discriminante von W(x) entspricht in ahnlicher 
Weise dem gemeinsamen Verschwindungswerth der Determinanten der 
folgenden Matrix von (n + 1) Horizontal- und (n + 2) Verticalreihen: 





ee ca Xp-1 0 +0] 
| yy °° * Apt Xp—2 Xp-1° -- @ 
; rc 5 ; ‘ 
Gins** Opn 8) O +++ X 
wo 
pi p—l),,. 
Xi=— wv, X,»—— ( 1 ) a tees, Met l 
ist. 


Der Beweis beruht wiederum auf einer identischen Umformung, die 
man mit W(a#) oder vielmehr mit der eingangs durch W/(a, - - - 2p) 
bezeichneten Determinante vornehmen kann, aus der W(a) durch 
Gleichsetzen der x hervorgeht. Man kann dieselbe in die folgende 
(n + 2) gliedrige verwandeln: 


0 -++O 1 Lp eee ya a 
Aig *+* Gpo Kons 0 -++ 0 

W (a, %, +++ ty) = Gy, °° * Opi Xp-2 Xpr+ +: 0 ; 
pis : : ; A 
| ain -** pn 0 O Pay X, 





wo nun die X; die symmetrischen Functionen der p — 1 Variabeln 
XL, Hy +++ Zp sind, namlich: 


Xp—-1 =H, Ly" ++ p15 Xp_a = — D>) 2 y+ pa} +++ Xp=—=(—1 Pr. 


Denn multiplicirt man diese Determinante mit der folgenden: 









A, Britt. 
i) 0 O 
OO Fagg 00 .--0 
D Oiora-.h..6 0 0 .---0 
0 0---0 % —10.---0; 
00.--0 0 Lp—1---O 





© 0-8 WiiO) wcbing 


die in zwei Determinanten mit p und n — p+ 2 Reihen zerfallt und 
den Werth 2"-?+* besitzt, so erhilt man (indem man nach Horizontal- 
reihen combinirt) eine Determinante, die genau in jene (n — p + 1)- 
gliedrige und 2?-?+* zerfillt. 

Die Determinante W(x,x,-- +») ist eine symmetrische Function 
der Gréssen x, --- 2, und Combinante der f. Die letztere Eigenschaft 
besitzen offenbar auch die Coefficienten der Potenzen jeder der Variabeln, 
z. B. von ap, also die » — p+ 2 Determinanten der Matrix aus den 
letzten » + 1 Zeilen von W(z,--- 2a»), welche mit Potenzen von 2, 
multiplicirt sind. Von dieser Bemerkung machen wir weiter unten 
Gebrauch. 

Nun verschwindet sowohl der Ausdruck W(x, ---,), wie seine 
ersten, zweiten etc. Differentialquotienten nach x, dann, wenn simmt- 
liche Determinanten der erwihnten Matrix verschwinden, Da ferner 
fir 4 = 4, = +--+ = 4 —2: 








OW (a, --- &,) OW (a - - + ty) 0 W (a --- x,) 
WW Mn ent ee Mer nd nis 
OW (e+ %) _ aW(a) 
0x, meet ab 


so verschwindet, wenn man nun die # einander gleichsetzt, ausser 
W (a) auch der erste Differentialquotient fiir jeden Werth x, fiir den 
die Determinanten der Matrix verschwinden, w. z. b. w. 

Die Bedingung fiir die Existenz eines solchen x ist wieder das 
Verschwinden einer ganzen Function der «, B,---, welche somit Factor 
der Discriminante von W(x) sein muss. 

Auch fiir diesen Factor, den ich mit C bezeichnen will, habe ich 
den Grad C,, in den a, B,--~- durch Induction bestimmt und: 


Cup = (p — 1) (n — p + 2) 
gefunden. Die Grade von C und U zusammen geben den Grad der 
Discriminante von W(x) in den Determinanten a, £, - - -: 


= 2p(n—p+1)—2. 
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3. 


Die Irrationalitiiten a, B,---, nach deren Adjunction eine biniire 
Form die Higenschaften der Form W(x) erhilt, hingen von Gleichungen’ 
ab, die ich im Folgenden fiir Formen vierten und sechsten Grades auf- 
stellen und fiir die Letzteren genauer betrachten will. 

Den Formen vierter Ordnung entspricht die Annahme p=2, n=3. 
Die Gestalt, welche W(x) annimmt, ist in § 1 angegeben. Vergleicht 
man .dieselbe mit der allgemeinen Form vierten Grades: 


F(a) = Ayu! + A,x? + A, x? + Ajax + A,, 
so ergiebt sich aus der friiher angegebenen identischen Relation zwischen 


den zweigliedrigen Determinanten eine quadratische Gleichung fiir die 
in dem Coefficienten von a auftretende Determinante (ad): 


3+ (ad)? — A, - (ad) — Ay Ay ++ A, A, = 0, 


deren Discriminante nichts Anderes, als die Invariante zweiten Grades 
i von F(z) ist. Die Zerfillung der Discriminante einer Form vierter 
Ordnung wird also miglich durch Adjunction von Yi . — Dies ist aber 
aus der bekannten Form fiir die Discriminante: 


ae I Oe 


wo j die Invariante 3, Grades ist, ohne Weiteres ersichtlich. Unsere 
Betrachtungen liefern also in diesem Falle nichts Neues. 

Die Annahme p= 2, n=4 fiihrt auf eine Form sechster Ord- 
nung. Auf dieselbe Form wird man aber nach Friiherem durch die 
Annahme: p=3, n= 4 gefiihrt. Wir kniipfen an die Letztere an. 

Setzt man: 

fy = 4, +b, 0 + cn? + dx? + e, 24 

fy = a, + b,x + ¢,0? + da + eya4 

fs = dy + b,x + ¢,a* + d,a* + e,x4, 

so wird: 

|a, a, a, 2 0 
|b, b&b, —32® 

W(x) =| ¢ C, ¢; 3a —3a2?), 
d, d, d, —1 3a 
Cy Cy e 0 —1 





oder ausgerechnet: 
W (a) = wer) + 2° Ber, + 2!(3e4y+6B,) + 2°(ctg +8,) 
+ x?(3a,+68,) + @+ 3a; + a%, 
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wo zur Abkiirzung: 
@=(cde) a,=—(bed) Bp, = (ade) 
a,=(bde) a,=—(acd) Bp, = (ace) 
a,=(bce) a,=—(abd) B, = (abe) 
a, = (abe) 
gesetzt ist, und (cde) = 2+ ¢,d,e, u. s. w. ist. Zwischen den a, B 
bestehen die Relationen: 
0, — & a, — B,a, = 0 
ts Gy — Aga, — Bya, = 0 
(1) Oy Og — Oya, + ay B, = 0 
Ba, — a,B, — B,a, = 0 
Ba, — a8, — Ba, = 0, 
von denen drei die Folge der iibrigen sind. Sie ergeben sich aus der 
Bemerkung, dass man z. B. die erste in die Form bringen kann: 
b, b, b; (abd) 
C, C, ¢, (acd) 
d,d,d, 90 
€, €2 €, (aed)| 


Die Factoren U,C der Discriminante W (7) bestimmen sich (§ 2) aus 
den Matrices: 








|“ aa, «x || |, a, a, 2 0 0 
K b, b; —42° | |b, b, b; —2Qa a? 0 
CG Cc, bz? |e % ¢& 1 —2e 2 
d, d, d, —4z | | d,d,d, 0 1 —2z 

le, “+ 2 | |; @ @, O 0 4 


Man erbalt durch Ausrechnung von zwei Determinanten der ersten 
Matrix: 
ta, + 423a, + 6270, + 4a,4 = 0 
xa, + 4258, + 62°8,-—a, =O. 
Dividirt man die Resultante dieser Gleichungen durch «,‘, so erhilt 
man den Factor vierten Grades: 
4a, 6a, 4a, Os 
6a, 4a,+4+ 248, a, +168, 4a, 
~ |4a 168, @, 4o,+ 246, 6a,) 


| &s 4a, 6a, 4a, 


Der zweiten Matrix entnehmen wir die Determinanten: 











Die | 
freien 
bewir 
dem 


den | 


Ver 
For 


80 | 


Wo! 


die 


gl 









ler 


LuS 


en 


alt 





Biniire Formen und Gleichungen sechsten Grades. 


ata, + 2x a, + 2(3B, + a) + 2B, + B, 
ata, + 2a°(a, + B,) + 2?(4B, + a) + 2x(a, + By) + a, 
a'B, + 2a°B, + a*(3B, + a) + 2ea, + a. 
Die Resultante aus irgend zweien ist von demjenigen Factor zu be- 
freien, dessen Verschwinden nicht auch das der dritten Determinante 
bewirkt; die Resultante aus dem 2. und 3,, aus dem 3. und 1., aus 
dem 1. und 2, Ausdruck bez. von den Factoren: 
48,0, — a7; 48,8, —B,?; 48,0, — a,’. 

Der Ausdruck C wird dann eine viergliedrige Determinante, in 
den «, B vom 6. Grad, die ich hier nur fiir @wei Fille anfiihren will: 

1. Fir «, =a, = £, = B, = 0: 








2B, —a@, 2a, &, 
Uy, 2a,a, 48,0, O 


Gt, a, C = a a, - 4 
i oS | 0 4Bya@, Za,a, at, 


ty 2%, —a, 2B, 
2. Fir B, = B, = B, = 0: 
2 (Hy tty — a”) gy —— MM 0 % 
ic Op, — Ot, 0, 2(a,a, + aa, — a,”) Ot, Oy 2a, 
0 Ot; Ot, 20, 0,—2a,0, A, 
Oy 2a, Os 0 


Vergleicht man wit den Coefficienten von W(x) die der allgemeinen 
Form sechster Ordnung: 


F(a) = Ayx® + A,x>+ A,az' + A, x + A,2?+ Ax + A, 


so erhalt man: 


A, = A, = 3a, A, = 3a, + 68, 
Ay = a% A, = 3a, A, = 3a, + 68, 
A, = 8A, + as, 


woraus sich mit Riicksicht auf die Relationen (1) zwischen den a, B 
die Beziehungen ergeben: 


3a,0, + 2A,a,— A,a, + 24,4, 
2A,a, + 3a,0, = Aya, + 2A,A, 
8a,a, = A,a, — a,? + 8A,A,. 
Durth Elimination von «,, a, erhalt man die folgende Bedingungs- 
gleichung fiir «,: 
8(3a,?.A, + 6a,A,A, — 2a,A,A, — 4A,? Ag) 
- (3a,2A, + 6a,4,A, — 2a,A,A, — 4A,? Ap) 
= (9a,? — 4.4, A,)? (Asa, — a,” + 8A, Ag), 

















342 A. Brut. 





die, nach Beseitigung der unbrauchbaren*) Lésung «, = 0, vom fiinften 
Grade ist. Da sich im Allgemeinen die Gréssen «, 6,a,8, aus a, ein- 
deutig bestimmen lassen, so geniigt es, eine Wurzel der vorstehenden 
Gleichung fiinften Grades zu adjungiren, um die allgemeine Form 
sechster Ordnung auf die Form W(x) zu bringen, deren Discriminante 
zerfallbar ist. 

Von solchen Fillen, in denen die Gleichung fiinften Grades 
reducibel wird, hebe ich zwei hervor, die mit den beiden Factoren der 
Discriminante im Zusammenhang stehen, und ebenso wie diese der 
Ausdruck eines merkwiirdigen Dualismus der Form W(x) sind, der 
sich auch durch die naehfolgenden Betrachtungen hinzieht. 

Wenn ein besonderes Werthsystem der Coefficienten <A, - - + A, 
der allgemeinen Form F(x) auf die Gleichungen: 6, = 6, = 0 fiir 
die zugehérige Form W(z) fiihrt, so muss, vermége der Relationen (1) 
noch entweder 8, oder zugleich «, und a, verschwinden. Wir betrachten 
beide Fiille. 

1. Fir B, = 6, = B, = 0 ergiebt sich aus den Relationen (1): 

Hy 2 Hy, 2 hy Hy. A, He, 
wie auch umgekehrt diese Beziehungen die ersteren mit sich fiihren. 
Bestehen also zwischen den Coefficienten einer gegebenen Form 6. Ord- 
nung die Beziehungen: 
$A,:A,: A, = A,: A, :3A,, 

so muss die zugehdrige Gleichung 5. Grades reducibel werden, denn 
eine Wurzel wird «,—= A,. In der That zerfillt dieselbe in die 
Factoren : 

(a, — A,) (9a,? — 4A, A,)? = 0, 
deren erster sogleich auf: 

6, =p, = Byy & = ; A,; a= A 

fiihrt, wahrend die dem zweiten Factor entsprechenden Werthe von 
B, B,a,a, sich aus einer quadratischen Gleichung bestimmen. 

2. Auf den Fall 6, = 6, =a, —«, = wird man durch eine 

Gleichung gefihrt, fiir welche: 
A, =A, =0 
ist.. Die Gleichung 5. Grades wird alsdann: 
a,°(a@,? — a,A, + 8A,A, — 8A) A.) = 0. 

Den drei Wurzeln «, = 0 entsprechend erhilt man fiir a, eine 
Gleichung dritten Grades, aus deren Wurzeln sich 6,f,8, eindeutig 
bestimmen. Dem quadratischen Factor. entspricht 6, = 6, = 0, wiihrend 





*) Aus a, = 0 ergiebt sich vermiége der letzten von den Relationen (1) eine 
Gleichung zwischen den Coefficienten A, die im Allgemeinen nicht erfiillt ist. 








sich « 
nur d 
versclk 


zwei | 


den f 


lineat 
{ 


sO si 
vers¢ 
beso! 
sind 
folge 


(D) 


leite 
(D’) 
wo 


ges 


ein 
Sy: 


lin 


gle 
de: 





ften 


ein- 
den 
orm 
inte 


ides 
der 
der 
der 


fiir 


(1) 


‘ten 


"en. 


yrd- 


enn 


die 


youn 


ine 


ine 
tig 
ond 


ine 





sich a,a,B, eindeutig ergeben. In der That kénnen die Grissen a, a, 
nur dann Null werden, wenn entweder a, oder zugleich 6, und £, 
verschwinden. 
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4, 


Mit der Combinante W(x) dreier biquadratischen Formen stehen 
zwei Gleichungssysteme in enger Beziehung, die ebenso wie W(x) zu 
den f in invariantem Verhiltniss stehen. 

Werden die drei Formen: 


fi = a; + bx + Gx? -}- dx + ex', 
i=1,2,3 
linear combinirt zu der Form: 


tf, + Mfo + Msfy = C(x — x) (4 — y) (@ — 4) (@ — w), 
so sind von den Werthen z,---w,, fiir welche die lineare Function 
verschwindet, im Allgemeinen zwei durch die tibrigen bestimmt, Fiir 
besondere Werthe 2,y, kénnen indess z,w, unbestimmt werden. Es 
sind dies diejenigen, fiir welche die fiinfreihigen Determinanten der 
folgenden Matrix zugleich zu Null werden: 


| A Ay ay xy 0 0 
|b, 6,6, —a@—y ay 0 
(D) | Cy Cp Cy 1 —“—y «xy 
| dad, 0 i ge] 
| € Cy eg 0 0 1 | 





Unter Einfiihrung der Bezeichnungen des vorigen Paragraphen 
leitet man hieraus die Gleichungen ab: 


pa, + psa, + s*B, + p(a,—B,) + 8B, + B, = 9, 
(D’) pay + ps (a+ B,) + 8B, + pa, + s(@,+B,) + @, = 0, 

vB, + psp, + s°B, + p(a,—B,) + sa, + % = 9, 
wo 

: p=ty; s=a+y 

gesetzt ist. Dieses Gleichungssystem steht sowohl vermége seiner 
Herleitung als auch nach Friiherem (§ 2.) zu den f im Verhiiltniss 
einer Covariante, das heisst, die Gleichungen fiir ein transformirtes 
System der f gebildet, lassen sich durch lineare Combination der 
linken Seiten aus denen des urspriinglichen Systems zusammensetzen. 
Nun giebt es Werthepaare x, y, welche alle drei Gleichungen zu- 
gleich befriedigen. Man erhilt die Bestimmungsgleichung fir s, in- 
dem man aus irgend zweien derselben, z. B. der zweiten und dritten, 
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p eliminirt, und die Resultante durch die der ersten nicht zukommende 


Lésung (hierdurch sf, + @,, wozu pB, — a, gehdrt) dividirt. Aber 
man erhilt die gewtinschte Gleichung einfacher durch Elimination von 
1, p, p® aus allen dreien zugleich: 


| a sa,+a,—f, s*p,+ sf, + B, | 
a, $S(@,+f,)+ a, s*B, + s(a,+f,) +a, | =0, 
B, sp; +a,—B, 3B, + sa, + a, 

waihrend der zugehérige Werth von p sich aus den Minoren dieser 
Determinante bestimmt. 

Es giebt also drei Werthepaare xy, fiir welche die Verhiiltnisse 
der Coefficienten @ der linearen Function der f nicht bestimmt sind. 

Diese drei Werthepaare zeigen nun in vieler Hinsicht ein ‘hn- 
liches Verhalten, wie diejenigen xy, welche einer Matrix entsprechen, 
aus der sich, indem man x = y setzt, ebenso der Factor U bestimmt, 
wie aus der erwihnten der Factor C der Discriminante von W(z). 

Es ist die Matrix desjenigen linearen Gleichungssystems, welches 
ausdriickt, dass von den vier Werthepaaren 2,y,2,w,, fiir die eine 
lineare Function der f verschwindet, zweimal zwei zusammenfallen: 


| &, GM, ag ay? 

| b, b, b, —2ay(a+y) | 
(T) | Gy Cy Cy 2(ey+a*+y") \° 

dy dy dy 22+) 

| &% & &% 1 | 

Solther Werthepaare (x, = 2, = x, y, = w, = y) giebt es vier. 
Denn setzt man wieder: 
zy=p; “x“ty=s, 
so erhalten zwei jener fiinf Gleichungen die Form: 
(T’) p’a, + 2psB, + (s?-+2p) B, — a, = 0, 
pa, + 2psa, + (s?+2p) a, + 2sa,—0, 

woraus man durch Elimination von p, mit Riicksicht auf die Rela- 
tionen ((1), § 3.) zwischen den «, 6 die Gleichung fiir s ableitet: 


(T") 4 (By s° + 28,8" + (2B, + a4)8 + a5)(0 5 + 04) 
— (a, 8? + 2a,8 + a5)? = 0, 
wahrend sich p aus der Gleichung bestimmt: 
2p(sa + a) + s?a, + 2sa, + a, = 0. 


Ich werde nun zeigen, dass durch Adjunction eines der Werthe- 
paare x, y, fir welche simmtliche Determinan‘en der Matrix (D) oder 
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(T) verschwinden (ich will kiirzer sagen: welche der Matrix (D) oder 
(T) ,entsprechen“), die Form W(x) in zwei Gestalten von bemerkens- 
werther Einfachheit tibergefiihrt werden kann. 

Ist x,y, ein Werthepaar, welches der Matrix (D) entspricht, und 
transformirt man mittelst: 


(1) a = =—"1 . const. 
oy 

die Formen f, wodurch die Determinanten «@,---B,--- in a ++-B,'--- 
iibergehen mégen, so wird der transformirten Matrix (D) ein Werthe- 
paar: 

a“=0, y =o 
entsprechen. Geht man hiermit, (oder besser, nachdem man statt 
Yours - gesetzt und mit 2? multiplicirt hat, mit 2 —¢ =—0) in 
die Gleichungen D’ ein, so ergiebt sich sogleich: 

B, = B,; = By = 0. 

Umgekehrt fiihren diese Gleichungen auf ein Werthepaar 0, co 

und auf: 

OF iby eh 


=> = 7 


04 as, Qe 

Die Gréssen f’ lassen sich also durch eine lineare Transformation 
von der Form (1) und nur durch eine solche zum Verschwinden bringen. 
Bei passender Wahl der Constanten in der Formel (1) reduciren sich 
ferner die Gréssen a, und «,’ auf denselben Werth. Durch diese Formel, 
(deren Coefficienten die Adjunction je einer Wurzel einer Gleichung 
fiinften Grades und einer dritten Grades voraussetzen) lisst sich also 
W(x) und somit die allgemeine binire Form sechster Ordnung, von 
einem constanten Factor abgesehen, in die Gestalt bringen: 

(I) 2° + 2pe° + 3qa't + 4ra5+ 32*°+ 2px+q. 

In gleicher Weise fiihrt die Adjunction eines Werthepaares 2, y,, 
das die Determinanten der Matrix (T) zum Verschwinden bringt, auf 
eine Gleichungsform W(a), fiir die 

B, = B, = a, = a, = 0 
ist. Durch passende Bestimmung der Constanten der linearen Trans- 
formation (1) kann man diese Form und somit die allgemeine bindre 
Form sechster Ordnung wie oben in die Gestalt*) bringen: 





*) Auf die canonische Form (II) hat kiirzlich Herr K. Stephanos (Comptes 
rendus, Dec. 1881) aufmerksam gemacht. Seine Untersuchungen beziehen sich, 
nach dem gegebenen Auszuge zu urtheilen, auf die Bedeutung, welche die 
Functionaldeterminante von zwei binaéren Formen vierter Ordnung fiir die Theorie 
der Combinanten dieser Formen hat, und sind denen analog, die aus Anlass 
einer Preisfrage Herr E. Stroh fiir drei Formen derselben Ordnung vorgenommen 
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(II) +art+ ba + c2?+ 1, 
wo ebenso wie in (I) nur die Anzahl 3 der wesentlichen Constanten 
einer Form sechster Ordnung auftritt. 

Die Factoren C und JU, in welche die Discriminante der Formen 
(1) und (II) zerfallt, werden besonders einfach fiir die Form (I). Setzt 
man in den Formeln fiir U und C des § 3.: 


B, = B; = 6, = 9, 


a=a,= 1; Q= a, = > p; a, = &e — *F5 a, = 4r, 


so wird: 
1 
4a 
Dy, = (p — vr? + (a — 1, 
D=p+r+qt+i, 
D,= —p—r+q+1 


= D,D,D,, 


wo: 


ist; ferner: 
1 


4 C=ret ros pr —De@tiy+ ts p?—4q) p 
= —* p+q- 
= 7 [(2ra+n@+ 1) e of - a)) ~¢-wbe— a] 


Die Discriminante von (1) zerfillt also in 4 lineare und einen 
Ausdruck sechsten Grades in den Coefficienten p,q,r. Es liegt nahe, 
diesen Umstand zu einer Discussion der Realitiitsverhiiltnisse der Wurzeln 
der Form (1) zu benutzen, wenn die Coefficienten p, q, 7 reell an- 
genommen werden. 

Wenn man nimlich, nach dem Vorgange von Kronecker und 
Sylvester, die Coefficienten p,q, r als rechtwinklige Coordinaten 
eines Punktes im Raum deutet und die Zahlen aufsucht, in die der 


(gt = 1 


und im Mai 1881 der allgemeinen Abtheilung der technischen Hochschule zu 
Miinchen eingereicht hat. Da nach dem Satze des § 1. die Combinanten von 
zwei und drei Formen vierter Ordnung identisch sind, so mussten beide Unter- 
suchungen, wie es sich in der That gezeigt hat, zu denselben Resultaten fiihren. 


{In den Comptes Rendus der Pariser Akademie vom 1. Mai 1882 ist ein 
Referat iiber neuere Untersuchungen des Herrn Stephanos abgedruckt, welche 
mit den Entwicklungen, wie sie Herr Brill hier im Texte giebt, auf das Engste 
verwandt sind. Wir glauben daher erkliren zu sollen, dass sich das Brill’sche 
Manuscript bereits in unseren Hiinden befand, ehe jene Mittheilung in den Comptes 
Rendus erschien. 


Die Red. d. math, Ann.] 
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Raum durch die Flichen C—0, D, =0, D, =0 zerlegt wird, so 
gehért jedem Punkt eine (oder vielmehr jede linear in diese trans- 
formirbare) Gleichung 6. Ordnung zu, deren Wurzeln ihre Realitiits- 
verhiltnisse nur beim Uebergang von einer Zelle zur niichsten andern. 

Ich stelle kurz die Kigenschaften zusammen, welche eine Discussion 
der Fliche C = 0 ergeben hat. 

Ist O der Ursprung eines rechtwinkligen Coordinatensystems, sind 
P,Q, R die Axen, denen parallel die Liingen p, g,r aufgetragen 
werden, so geht die Fliche 
C durch Drehung um die 
Axe Q um 180° in sich 
selbst tiber. Der Schnitt 
der Ebene PQ mit der 
Fliche ist eine unicursale 
Curve 6. Ordnung, die 





schematisch gezeichnet die é 7 Sere > P 
beifolgende Form hat = S 
(OD =O0K =1), / itt UN, Tan ‘3 
wo die Zweige A, A; B,B | \ J 
je dieselben Asymptoten B 


haben; die C,Chabeneine 4 = 
parabolische Asymptote. c' 
Die Fliche erhebt sich a 
iiber der nebenyezeichneten Curve beiliufig in Cylinderform mit gegen 
die P@Q-Ebene geneigten Erzeugenden, welche, in Ebenen parallel zur 
Ebene PR, ungefaihr die Form von unpaaren Ziigen einer Curve 
dritter Ordnung haben. Die riumlichen Partien, die an das Flichen- 
stiick y anschliessen, sind nach oben hin von der Riickkehrkante der 
Fliche begrenzt, nach unten hin erstrecken sie sich ins Unendliche. 
Das Gleiche gilt von den an 0 angrenzenden Partien, nur oben mit 
unten vertauscht. Ueber die Riickkehrkante hinweg, deren Projection 
in die PQ-Ebene die Parabel HOJ ist, communiciren die Raum- 
partien A mit einander. Man bemerke noch, dass die Fliche C in dem 
Punkt D der PQ-Ebene- von den Ebenen D, = 0, D, = 0 beriihrt 
wird, wo D,, D, die beiden reellen linearen Factoren der Discriminante 
von (I) sind, ferner, dass jede dieser Ebenen stationiire Schmiegungs- 
ebene der Riickkehrkante in dem iiber H bez. unter J gelegenen 
Punkte ist, und in diesen Punkten zugleich die in der Ebene g = 1 
gelegene Doppelcurve dritter Ordnung bertihrt, welche zwischen ihnen 
isolirt (ausserhalb mit reellen Tangentialebenen) verliuft. 

Durch die Fliche C = 0 wird der Raum in 5 mit einander nicht 
communicirende Zellen zerlegt, von denen die an schraffirte Partien 


Ve 
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der PQ-Ebene angrenzenden negativem Vorzeichen von C entsprechen. 
Wegen der Transformirbarkeit der Flaiche in sich kann man sich auf 
positive Werthe von p beschriinken und den Raum é unberiicksichtigt 
lassen. Die vier Raume «a, 6, y, A werden nun durch die Ebenen: 


D,=0, D,=0 


weiter zerlegt. Es sind jedoch im Ganzen uur 10 Zellen zu unter- 
suchen, weil mehrere Méglichkeiten nicht auftreten. Denn aus: 


D,<90; D,<90 folgt: q<—1, 
D,>9; D,>090 folgt: gq>—1. 


Ebenso liegen die Riume y und é ganz in dem Raum D, >0, D,>0, 
denn sie werden von den Ebenen D, und D, in den Punkten H, J 
nur beriihrt. Fiir die wirklich vorhandenen Zellen wird nun die 
Realitét der Wurzeln am einfachsten durch passend gewihlte Zahlen- 
beispiele festgestellt, was um so leichter geschieht, als es sich immer 
nur um die Entscheidung handelt, ob 2 oder 6, ob O oder 4 reelle 
Wurzeln auftreten. Denn das Vorzeichen der Discriminante entscheidet 
bereits iiber diese beiden Hauptfille. 

® Die Ergebnisse lassen sich in folgender Tabelle vereinigen: 


Vorzeichen von: C D, D, Zahl der reellen Wurzeln: 


hs Soe Sb eto 
i 
ee eee 4 
— a a 4 
+ —- — 4 
++ 4+ = ---+ Ooder 4 
4 + — ome 2 
+ — + «+++ 2oder 6. 


5. 


An die linearen Transformationen des vorstehenden Paragraphen 
kntpft sich noch eine weitere Bemerkung, die auf den Zusammenhang 
zwischen den Wurzeln jener Gleichung fiinften Grades (§ 3) Bezug 
hat, von der die Reduction einer biniren Form 6. Ordnung F(x) auf 
die Form W(z) abhiingt. 

Wenn man F(z) in eine Form mit verschwindendem zweiten und 
vorletztem Glied zu transformiren verlangt, so ist fiir die zugehdrige 
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Form W’(x) — deren es fiinf giebt — wegen der Relationen (1) des 
§ 3 zugleich entweder a, = a,—=a, =O oder a, =a, = B, = By = 0. 
Sei eine Wurzel der Gleichung fiinften Grades, vermége deren 
F(x) in die Form W(z) iibergefiihrt wird, bekannt. Um nun jene 
transformirte Form W(x) zu erhalten, denken wir uns irgend eines 
der zu W(x) gehérigen Systeme der Functionen f,/,f, gefunden (etwa 
indem man die Elemente einer der Determinanten der a; in der oben 
§ 1 angegebenen Weise in 0 bez. 1 iibergefiihrt voraussetzt). Nun 
wenden wir auf die f entweder eine der im vorigen Paragraphen an- 
gegebenen vier linearen Transformationen an, durch die eine Form 
W’(x) mit verschwindenden «@, «, B, 6, erhalten wird, oder eine der 
sogleich anzugebenden, durch die «,@,e, zu Null gemacht werden. 

Setzt man namlich in der Gleichung (T”) des vorigen Paragraphen, 
die aus der Matrix (T) hervorgeht, «, = a, = a, = 0, so werden zwei 
Wurzeln der Gleichung fiir s zu Null, wihrend der zugehérige Werth 
fiir p unbestimmt oder vielmehr aus einer quadratischen Gleichung 
bestimmbar wird. Man erhiilt also zwei Werthepaare s, p, fiir die s Null 
ist, und demnach bilden zwei Werthepaare x, y harmonische Paare 
zu dem Verschwindungs- und dem Unendlichkeitspunkt von x (wenn 
man sich diese Gréssen den Punkten einer Geraden zugeordnet denkt). 
Umgekehrt wird eine Wurzel der Gleichung fiir s Null, wenn: 

4a,a, — a,* = 0 
ist. Sollen hierzu aber zwei Werthe von p gehéren, so muss, weil p 
sich aus: 

2pa, +a, =—0 
bestimmt, a, = @, = 0 sein, was wiederum a, = 0 nach sich’ zieht. 

Man schliesst daraus wie friiher, dass die Ueberfiihrung der Form 
W(x) in eine andere, fiir die a, = a, = a, =O ist, immer und nur 
durch Adjunction eines Werthepaars méglich wird, das zu zweien der 
Matrix (T) entsprechenden Paaren harmonisch conjugirt ist. Solcher 
-Paare giebt es sechs; sie sind die Wurzelpaare der Functionaldeter- 
minanten , die man aus je zweien der vier quadratischen Formen bilden 
kann, deren Wurzelpaare der Matrix (T) entsprechen. 

Eine Form W(x) mit verschwindendem zweiten und vorletzten 
Term — und also eine biniire Form 6. Ordnung von der gleichen 
Kigenschaft — lisst sich nach dem Vorstehenden durch lineare Trans- 
formation auf zwei wesentlich verschiedene Arten aus einer anderen 
Form W(a) — und also aus der allgemeinen biniren Form 6. Ordnung 
F(«) — herstellen: 1. Indem man eines der vier der Matrix (T) ent- 
sprechenden Werthepaare benutzt. 2. Indem man eines der sechs 
Werthepaare adjungirt, die zu je zweien dieser Paare harmonisch 
sind. 


Mathematische Annalen XX. 24 
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Andere lineare Transformationen mit dem Erfolg A, = A, = 0 
kénnen nach dem oben Gesagten nicht existiren. Wenn man zu 
der Form F(x) eine andere als die benutzte Wurzel der Gleichung 
5. Grades adjungirt, also durch eine andere Form W(z) hindurch zu 
der transformirten Form zu gelangen sucht, indem man hierfiir eine 
der ihr entsprechenden 10 Transformationen benutzt, so kann diese 
nur wieder eine der obigen 10 sein und die transformirte Form nur 
wieder eine der bereits erhaltenen. 

Beim Uebergang also von einer Wurzel der Gleichung fiinften 
Grades zur Anderen geht die Gesammtheit jener 10 Werthepaare in 
sich selbst iiber. Ob und in welcher Weise dabei eine Vertauschung 
der Paare unter sich stattfindet, kann entweder ein Beispiel entschei- 
den, oder besser die Betrachtungen des niichsten Paragraphen iiber 
quadratische Formen. Vorgreifend fiihre ich das Resultat an: 

Jene zehn Werthepaare, nimlich die vier Werthepaare, welche der 
Matrix T entsprechen, und die sechs harmonischen 2u je zweien derselben 
vertauschen sich dabei in der Art, dass eines der ersteren ungedndert 
bleibt, wiihrend die drei anderen sich gegen die drei paarweise harmo- 
nischen auswechseln. 

Eine neue Seite erhalten diese Beziehungen, wenn man die 
Forderung, dass vier Werthepaare x, y das einer Matrix (T) ent- 
sprechende Liésungssystem bilden, in eine andere elegantere Form bringt. 

Die 4-reihigen Determinanten der Matrix (T): 


@, G, a ay? 
|b, 6, b; —2ay(@+ y) | 
| Cy Cy €; 2(ey + a? + y*) | 
djd,d, —2(x+y) | 
€, Cy Cy 1 1 





verschwinden (§ 4) immer und im Allgemeinen nur dann, wenn 2 y 
Wurzeln einer quadratischen Form sind, deren Quadrat als lineare Func- 
tion der f darstellbar ist. Nimmt man nun von den 4 Werthepaaren 2, y, 
welche jenen Gleichungen geniigen, drei in Gestalt von quadratischen 
Formen g, 9, 9;, deren Wurzeln sie sind, gegeben an, so miissen die 
Functionen f lineare Functionen der Quadrate der g sein, und man 
kann, da es sich nur um Combinanteneigenschaften handelt, die f 
direct durch die Quadrate der g ersetzen. Dem vierten Werthepaar 
x, y entspricht dann eine quadratische Form g,, deren Quadrat als 
lineare Form von 9,?, g,”, ,” darstellbar sein muss. Da aber an- 
dererseits zwischen 4 quadratischen Formen immer eine lineare Rela- 
tion besteht, so hat man die folgenden Beziehungen, wo a, - - + B, - - 

Constante sind: 
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0 Py” + & aH” + asH;" + apy =O 
- Bp, + B.9. +839; + Bp, =9, : 
1 
be aus denen sich umgekehrt gm, und die a, 6 — von Ausnahmefiillen 
- abgesehen, die sich im Folgenden ergeben werden — bestimmen lassen 
se miissen. 
- Jene zwei Gleichungen sind also der hinreichende und nothwendige 
Ausdruck der Bedingung dafiir, dass die Wurzelpaare der g ein der 
ws Matrix (T) entsprechendes Werthsystem darstellen. 
ies Ich werde nun zeigen, wie man von diesen vier Formen @ zu 
1g vier anderen gelangt, die einer anderen Wurzel der Gleichung fiinften 
ry Grades entsprechen. 
er 6. 
ley Das vollstiindige System der simultanen In- und Covarianten von 
- drei biniren quadratischen Formen: 
ert Pi (XX) = ax,” + BZhix, x, + Gx,?, 
- i=1, 2, 3, 
: besteht bekanntlich aus: 
ve 1. Den drei Functionaldeterminanten 9,5, 95,, Py.) WO: 
rt. =~ _ bes OO; OM, a) 
Pik — — Pei T\ Ga, Ot, 08 Om)? 
2. Der Combinante: 
a, 5, ¢, | 
R=/|a, b, t } 
ds 3 Cs | 
3. Den Invarianten D,,, D.., Dy;, wo: 
Di; = 2 (ae; sae b;*). 
cy ‘ 
nies 4. Den Invarianten D,,, D,,, D,., wo: 
YY Dx = Dye = aCe + Cay — 2jby 
“ ist. Aus den Formen 3. und 4. setzen sich die Resultanten d,,, dy), dss 
sak von je zweien der und drei Invarianten d,,, d,,, d;. zusammen, wo 
7 f dj, = d,; ist, und: 
var diy = Doo Ds3 — Ds; dog = Dgg Dy, — D3; dag = Dy, Dyy — Di; 
] - , 
er dyg = Dy, Dy, — Dog Dyy3 Ag, = Dy Dy, — Dy, Dy; 
la- dy, = D3 Dy — Diy Ds; 
Zwischen diesen Formen bestehen zahlreiche identische Relationen, von 
denen wir die folgenden hervorheben : 
24* 
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(1) R- gy, = Dybs + Dab: + Dobro; u. 8. w. 
2B + Pog = Ay GH, + dy GP. + dy Qs 5 U. 8. w. 
Dy Dy Dy 
2h? = D,, Dy» Dy, : 
| Dy, Dyy Das 
(2) 2R?-D,,=a,.d,3;— des; u.s.w; 2. R?-D,,—=d,,dg,—dy3d,,; u. 8. W. 
(3) Dy dyodys + Dyo dyads + D3 dys dog = 2B? - Dy. Dyg3 u. 8. w. 
endlich: 
(4) O = Qy?dyy + Mo? dq, + Py? yg +2 Py Py dog +2 Py Py dy, + 2H; Po yo 


6) O=psD,+---+ 2913 P12D3. + --*; 

wo die analog gebildeten Terme, bez. Gleichungen, weggelassen wurden. 
Wenn man die folgende lineare Function der drei Formen, die 

(bis auf einen constanten Factor) mit , bezeichnet werde: 


ZR + Py = My Ay2d,3 + Pedy; dy, + P55, dy. 

quadrirt, und von dieser Gleichung die Identitiit (4), mit d,, d,. d,, 
multiplicirt abzieht, so erhilt man: 

292 = Py dyads Dog + Hy? doy dog Dy, + Ys? dy; dyp D9. 
Man kann dem Ausdruck g, auch die Form geben: 

Ps = P23 Dy Dy, + G31 Dye Die + P12 D3 Dos; 

und wird dann ebenso auf die Relation gefiihrt: 

pe — p23 Dy, Dy3 dog + si Dy, Dog ds, + rz Dy, Dyy do. 
Um die Gleichberechtigung der Form gq, mit den Formen 9, 9, 9, 
besser hervortreten zu lassen, setze ich: 

D1 * Uy2yy = 3 Po + Iyy dog = Pos Py + Uy, dyn = Ys; 
Dann wird, indem man die Invarianten etc. der g’ wie die der » be- 
zeichnet und nur mit einem oberen Index versieht: 

dig = dy, = diz = diz dys ds. 
Ich will diesen Ausdruck mit «, bezeichnen. Die Combinante R’ wird: 
R = di dys ds - R. 


A. Britt. 


Ferner setzen wir: 

2R- 9, = — 9. 
Wenn man nun der Einfachheit wegen den oberen Index wieder weg- 
liisst, oder vielmehr, wo es néthig ist, durch einen solchen (4) ersetzt, 
wenn die betreffende Form simultane Invariante von 9,, 92, 9, ist; 
durch (3) solche von g, 9, 9, u. 8. wW., so treten zu den friiher an- 
gefiihrten Identitiiten (1) ---(5), die dann sowohl in dem oberen Index 
(4) wie in (1) (2) (3) geschrieben bestehn, die folgenden hinzu: 
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ae ere 
ag dgf) == diy = a, 
Hieraus folgt sogleich: 

Dyi + Doi t+ Dsi + Dai = 0; i= 1,---4; 


(6) 


ferner : 
A? am dg am df = i, = d, — «, 
(2) (2) 3 
(7) dis’ = ds’ = df) = a, = d,, — a, 
1 (1) 
dg) = dg = dy =a, =d, — %. 


Wendet man die Operation, die auf die lineare Beziehung zwischen 
den Quadraten der g gefiihrt hat, auf die transformirten gm an, so 
erhalt man: 


(8) Py? + Hq” + Oy Ps” + aH, = 0. 
Das vollig symmetrische Auftreten der Grossen (6) (7): @-++@, in 
dieser Formel gegeniiber gy, ---, ist eine Folge der Relationen (6). 


So oft also diese zwischen vier quadratischen Formen bestehen, existirt 
eine Relation von der Form (8). 

An Stelle der Functionaldeterminanten g,, der (transformirten) 
Y; P. ; fiihre ich fulgende Formen ein: 


VY, = Pog * %2 435 Yo = Py 3% 3 Vy = Pra» HM, 
und setze weiter: 
v,= 9, - Be. 
Driickt man das System der Invarianten fiir diese 4 Formen durch die 
der gm aus, so ergiebt sich, dass zwischen den w und deren In- 
varianten d;, wieder Relationen von der Form (6) bestehen. Hieraus 
folgt die Existenz einer Relation von der Form (8), und man hat also: 


WwtwH+%y+Y4,=—°9, 
By ¥y? + By v2” + Bs vy? + Byv,.? = 0. 


Wegen der Symmetrie der Gleichungen (6)—(8) in Bezug auf die vier 
Formen gm giebt es aber solcher Gleichungspaare zwischen einem der 
gm und den Functionaldeterminanten der drei anderen im Ganzen vier; 
also fiinf Gleichungspaare von der Form (8), jedes einem Quadrupel 
von Formen: g, +++ 9,3 ¥, °° + ¥y3 U. 8 W. entsprechend. 

In der folgenden Tabelle sind diese 5 Quadrupel, je mit den 6 
Functionaldeterminanten, die sich aus ihnen ableiten lassen (unter 
Weglassung eines constanten Factors) zusammengestellt. Es sind nur 
die Indices angegeben, also: 1 statt g,; 12 statt ,.; (12, 34) statt: 
Functionaldeterminante aus g,. und @,,: 
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1,2, 3,4 | 28, $1, 12,4 | 12,24, 41,3 | 41, 13, 84,2 | 34, 42, 23, 1 




















Ladin inginns ; , 
23 | (31,12)=—= 1 | (24, 41)— 4 | (13,34) — 3 | (42,23)— 2 





31—| (12, 23) = 2 | (41,12) — 1| (84,41) — 4 | (23,34) — 38 
12 | (23, 81) = 3 | (12, 24)— 2 | (41,13) — 1 | (34, 42)— 4 
14 | (23, 4)— 14 | (12, 3) — 43 | (41, 2)— 32 | (84, 1) = 21 
24 | (31, 4)— 24 | (24, 3) — 18 | (13, 2) — 42) (42, 1)—31 
34 | (12, 4) = 34 | (41, 3) = 23 | (34,2) = 12 | (23, 1) —41 





In jeder Columne dieser Tabelle treten dieselben 10 Functionen auf. 
Wendet man den Process der Functionaldeterminantenbildung auf eines 
der Quadrupel an, die durch denselben aus dem ersten entstanden, so 
wird man, wie man ohne Miihe erkennt, immer wieder zu einem der 
5 Quadrupel der Tabelle gefiihrt. Man vereinigt die vorstehenden Be- 
merkungen zu dem Satz: 

Zu drei quadratischen Formen mit nicht verschwindender Com- 
binante und fiir welche mindestens zwei von den Invarianten d;, von 
Null verschieden sind, ldsst sich immer und nur auf eine Weise eine 
vierte so finden, dass zwischen den Quadraten der vier Formen eine 
lineare Relation besteht. Ersetet man irgend drei der Formen durch 
die drei Functionaldeterminanten aus je zweien, so besteht zwischen 
den Quadraten dieser und der nicht benutzten Form wiederum eine lineare 
Relation. Man erhilt so fiinf verschiedene Formenquadrupel, welche 
insofern eine Gruppe bilden, als die Wiederholung des Processes nur 
immer wieder ein Quadrupel der Gruppe ergiebt. Die Gesammtheit 
der Operationen besteht aus 24-5 — 120 Substitutionen, indem der 
eben geschilderte Process mit dem der Permutation von vier Gréssen 
zu verbinden ist. 

Am Schlusse des vorigen Paragraphen war gezeigt worden, dass 
die vier Formen g zu Wurzeln die vier Werthepaare xy besitzen, 
welche einer Matrix (T) entsprechen. Die Formenquadrupel, zu denen 
wir von den g ausgehend gelangt sind, entsprechen wiederum je einer 
solchen Matrix. Einer Wurzel der Gleichung fiinften Grades, vermdge 
deren man zu der Form W(x) gelangt, entsprechen also vier Formen 
@, welche zusammen mit deren Functionaldeterminanten ein System 
von 10 quadratischen Formen bilden, die nach Friiherem in anderer 
Anordnung den vier anderen Wurzeln der Gleichung fiinften Grades 
zugehdren. Da es nun aber gleichgiltig ist, von welcher dieser Wurzeln 
man ausgeht, so kénnen diese Anordnungen zu Quadrupeln und 
Sextupeln nur immer solche sein, dass die Functionaldeterminanten der 
Quadrupel die Formen der Sextupel ergeben. Dies ist nun offenbar 
bei der oben angeschriebenen ‘T'abelle der Fall, deren fiinf Columnen 
hiernach den Wurzeln jener Gleichung fiinften Grades entsprechen 
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miissen. Da sich leicht einsehen lisst, dass diese Gruppirungen die 
einzig moéglichen sind, welche jener Forderung geniigen, so folgt der 
Satz a. E. des vorigen Paragraphen. 

Umgekehrt muss es hiernach auch mdéglich sein, die Form W(z) 
durch jedes der fiinf Quadrupel der Tabelle in derselben Weise auszu- 
driicken. In Function der (transformirten) Formen » lisst sich W(x) 
in der eleganten Gestalt anschreiben: 


P23 Ps * Dy + 3%. * Doy + PP: P2 + Dyx + F1 9293 * Dyy- 
Man kann in der That zeigen, dass diese Form bis auf einen con- 




































auf, 
aa stanten Factor mit der in den w geschriebenen identisch ist, was ich 
os indess hier unterlasse. : 
‘ae Obige Tabelle enthilt 30 Functionaldeterminantenbildungen, die 
Be- sich durch 10 Formen ausdriicken. Man kann aus den Letzteren im 
Ganzen a = 45 solcher Bildungen ableiten. Die 15 oben nicht 
— angefiihrten lassen sich zu einer Tabelle vereinigen, deren Columnen 
betas sich denen der friiheren eindeutig zuordnen: 
eine 
dies (23, 14) (1, 14) (4, 43) (8, 32) (2, 21) 
rch (31, 24) (2, 24) (1, 13) (4, 42) (3, 31) 
hen (12, 34) (3, 34) (2, 23) (1,12) (4, 41). 
“ss Um die Bedeutung auch dieser Functionaldeterminanten zu ermitteln, 
che wobei man sich auf die der ersten Columne beschriinken kann, driicken 
ome wir dieselben durch bekannte Gréssen aus. Man findet (wiederum bis 
~ auf Constante genau): 
er x 
sen (Pogr Ps) = P2 + Ps = 20,19, 
(Ps1> Pr) = Ps + YP, = 20, V9. 
ne (Dios P31) = Pi + P2 = 20; W933; 
od wo in der rechts beigeftigten Bezeichnung, die wir der Functional- 
ae determinante geben wollen, der Factor 0;; dieselbe Invariante der @ 
hes wie d;; der g ist. Durch Auflésung nach den » ergiebt sich: 
5 
ee - iia 8, Vy, + 0, V9 + 93 W935 
em . é Si y — N : a 
wer P2= 9, V9, — 9, W989 + 9; V 953 
des = 9, V9 + 8, V9» — 8; V'9;5- 
eln Fiigt man noch die Beziehung bei: 
and — _— ~ 
der 9,=— 9, V9, — 9, V8.9 — 6, V 933, 
bar und vergleicht diese Ausdriicke mit dem in § 6 meines Aufsatzes tiber 
nen rationale Curyen (Math. Annalen Bd. XIL) aufgestellten Gleichungs- 
system, so ergiebt sich — mit Riicksicht auf die geometrische Be- 











356 A. Brit, Biniire Formen und Gleichungen sechsten Grades. 


deutung, die man vermége der dort entwickelten Beziehungen den 


Werthepaaren beilegen kann, welche den Matrices (T) und (D) ent- ° 


sprechen — dass die Wurzeln der drei quadratischen Formen 0, 0, 0, 
die Determinanten der in § 4 aufgestellten Matrix D simmtlich zum 
Verschwinden bringen. Hieraus folgt weiter durch Vergleichung der 
beiden obigen Tabellen: 

Wenn man die 6 Formen g;; eines Sextupels, das einer Wurzel 
der Gleichung 5. Grades entspricht, zu je zweien gruppirt und deren 
Functionaldeterminante sucht, so sind 12 der so entstehenden ae 
Formen wieder solche des zugehérigen Quadrupels, welchem sich eine 
Matrix (T) zuorduen lisst. Die 3 tibrigen ordnen sich dann in gleicher 
Weise der zu T gehérigen Matrix (D) zu. 

Die hier betrachteten Beziehungen zwischen vier quadratischen 
Formen sind einer eleganten geometrischen Deutung fahig, die ich 
zum Gegenstand einer anderen Mittheilung zu machen beabsichtige. 


Miinchen, im April 1882. 
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Untersuchungen wtiber geodatische Curven. 
Von 


Sorpnus Lie in Christiania. 


In der nachstehenden Abhandlung behandle ich ein allgemeines 
Problem, das sich auf die geodiitischen Curven der Flichen bezieht, 
Dasselbe steht in einem gewissen Zusammenhange mit einigen schénen 
Untersuchungen von Beltrami (Annali di matematica Serie I, t. VII) 
und von Dini (Annali die matematica, Serie II, t. III), welche ich 
zuniichst besprechen werde. 

Beltrami machte zuerst darauf aufmerksam, dass die geodiitischen 
Curven einer Fliche constanter Kriimmung sich immer darstellen lassen 
durch eine solche Gleichung zwischen den krummlinigen (Gaussischen) 
Coordinaten x, y und den beiden arbitriiren Constanten a und b, die 
linear hinsichtlich @ und b ist und somit die Form 

aX(xy) +bY(ey)—1=—0 
besitzt. Interpretirt man die Gréssen X, Y als Cartesische Punkt- 
coordinaten in einer Ebene, so erhilt man eine Abbildung der Fliche 
auf die Ebene, bei der jeder Punkt xy der Fliiche dem Punkte X Y 
der Ebene zugeordnet ist, und bei der die geodiitischen Curven der 
Fliche den geraden Linien der Ebene entsprechen. Beltrami fand 
ferner, dass die Flichen constanter Kriimmung die einzigen sind, die 
sich in dieser Weise auf eine Ebene abbilden lassen. Indem er nun 
bemerkte, dass die geraden Linien der Ebene gleichzeitig geodiitische 
Curven derselben sind, wurde er dazu gefiihrt, das folgende allgemeine 
Problem zu stellen: Man soll in allgemeinster Weise zwei zusammen- 
gehérige Flichen finden, die nicht auf einander abwickelbar sind und 
welche nichtsdestoweniger sich derart auf einander abbilden lassen, 
dass jedem Punkte der einen Flaiche ein Punkt oder einige Punkte der 
zweiten zugeordnet sind, und dabei den geoditischen Curven der ersten 
Fliche ebensolche Curven der zweiten Fliche entsprechen. Eben dieses 
anscheinend sehr schwierige Problem behandelt nun Dini in der eben 
citirten ausgezeichneten Abhandlung und findet dabei den Satz, dass 
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die Bogenelemente der beiden zusammengehdrigen Flichen die analogen 
Formen 


ds? = {¥,(e+y)+¥,(¢—y)} dady, 
ds,? = { wb, (a+ y)+ ¥, (« — y)} da dy 


besitzen miissen; y, und Y, sind hier arbitriire Functionen ihrer Argu- 
mente, wihrend ~, und ¥, durch einfache Rechnungen bestimmt wer- 
den. Bei dem Beweise dieses Satzes setzt Dini, wenn ich nicht irre, 
voraus, sowohl, dass die betreffenden Flichen reell sind, wie auch, 
dass die Abbildung durch reelle Gleichungen zwischen den Cartesischen 
Punktcoordinaten der Flichen vermittelt wird. Lisst man alle der- 
artige Beschriinkungen hinsichtlich der Realitit fallen, so findet man 
noch weitere Resultate, wie ich in einer Note am Schlusse dieser Ab- 
handlung (Note 1) zeigen werde. 

Indem ich mich jetzt zur Formulirung der Hauptprobleme dieser 
Arbeit wende, schicke ich die Bemerkung voraus, dass ich die Operation, 
bei der jeder Punkt einer Fliche in einen infinitesimal benachbarten 
Punkt derselben tibergefiihrt wird, eine infinitesimale Verschiebung der 
Fliche in sich nennen werde. Es ist einleuchtend, dass eine jede 
Flache unbegrenzt viele infinitesimale Verschiebungen in sich gestattet. 
Dabei ist klar, dass eine solche Verschiebung im Allgemeinen mit 
einer Dehnung verbunden sein wird. Nach einem von Bour herriihren- 
den Satze sind die auf Rotationsfliichen abwickelbaren Iliichen die ein- 
zigen, die eine infinitesimale Verschiebung in sich ohne Dehnung 
gestatten. 

Ich suche zuerst die Form des Bogenelementes einer jeden Fliche, 
die derart in sich infinitesimal verschoben werden kann, dass dabei jede 
geodiitische Curve der Fliiche in eine benachbarte geodiitische Curve der- 
selben Fiche iibergefiihrt wird. Jede Rotationsfliiche oder Schraubenfliiche 
wie iiberhaupt jede auf eine Rotationsfliiche abwickelbare Fliche erfiillt 
diese Forderung, und zwar ist in diesem Falle die betreffende Verschiebung 
von keiner Dehnung begleitet. Ebenfalls wird unsere Forderung erfiillt 
von jeder Fliiche, die unendlich oft mit sich selbst aihnlich ist, wie 
auch von jeder auf eine solche Fliiche abwickelbaren; dabei ist indess 
die Verschiebung der Fliiche in sich von einer Dehnung begleitet. Es 
giebt, zeige ich, noch weitere Flichenfamilien, die unsere Forderung 
erfiillen, und welche wahrscheinlicherweise zuerst von mir bemerkt 
worden sind. 

Ich bestimme sodann das Bogenelement einer jeden F'liche, die 
mehrere infinitesimale Verschiebungen in sich gestattet, bei denen geo- 
diitische Curven in ebensolche Curven iibergehen. Unter den wichtigen 
Flichenfamilien, die ich in dieser Weise finde, verdient méglicherweise 
eine ganz besondere hervorgehoben zu werden: sie wird gebildet von 
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den Centrafliichen aller Flichen, deren Hauptkriimmungshalbmesser 
in constantem Verhiiltnisse stehen. 

Ich erhalte in dieser Weise eine rationelle Classification aller 
Flichen, die eine infinitesimale Verschiebung in sich gestatten, bei der 
geoditische Curven in ebensolche Curven iibergehen. Diese Classification 
ist, wenn ich nicht irre, gianzlich verschieden von der von Christoffel 
(Abhandlungen der k. Akademie d. W. zu Berlin 1868) gegebenen 
Eintheilung der Flichen, welche ebenfalls auf das Verhalten der 
geoditischen Curven begriindet ist. In Christoffel’s schénen und 
umfassenden Untersuchungen spielen metrische Betrachtungen eine 
wesentlichere Rolle als bei mir. Meine Classification scheint insofern 
zweckmissiger als Christoffel’s, als es mir grésstentheils gelungen 
ist, die Form des Bogenelementes derjenigen Flichen anzugeben, welche 
meinen verschiedenen Classen und Unterclassen angehéren.*) 

Um den Zusammenhang zwischen dem von Dini und dem von 
mir behandelten Probleme méglichst klar hervortreten zu lassen, sage 
ich mit Dini, dass zwei Flichen geoditisch auf einander abgebildet 
sind, wenn sie derart auf einander bezogen sind, dass jedem Punkte 
der einen Fliche ein Punkt der zweiten zugeordnet ist, und dabei den 
geoditischen Curven der ersten Filiiche ebensolche Curven auf der 
zweiten Fliche entsprechen.’ In dieser Terminologie deckt sich das 
von Beltrami gestellte und von Dini behandelte Problem mit der 
allgemeinsten Bestimmung je zweier Fliichen, die sich auf einander 
geoditisch abbilden lassen. Demgegeniiber besteht das von mir im 
Folgenden behandelte Problem in der Bestimmung einer jeden Fliiche, 
die wnendlich oft auf sich selbst geodiitisch abgebildet werden kann. 

Am Schlusse der folgenden Abhandlung habe ich einige Noten 
hinzugefiigt. In der ersten Note vervollstiindige ich Dini’s soeben 


. besprochenen Untersuchungen, indem ich das Bogenelement aller imagi- 


niiren wie reellen Flichen bestimme, welche eine durch imaginire oder 
reelle Gleichungen vermittelte geodiitische Abbildung auf eine andere 
Fliiche gestatten. In der zweiten Note entwickele ich einige Sitze iiber 
die durch Differentiation auszufiihrende Bestimmung der geodiitischen 
Curven**) auf Flichen, welche den von mir aufgestellten Flaichen- 
classen angehéren. In der dritten Note bestimme ich alle méglichen 
Gleichungsformen der geodiitischen Curven fiir eine jede Fliche, die 
eine infinitesimale Verschiebung in sich von der friiher besprochenen 


*) v. Mangoldt und Weingarten zeigten neuerdings, dass von den 
Christoffel’schen Classen nur die allgemeine und diejenige, welche den Flichen 
constanter Kriimmung entspricht, existiren. Siehe Berichte der Freiburger Gesell- 
schaft, bez. der Berliner Akademie von 1882. [Juni 1882,] 

**) Diese Siitze stehen, wie ich spiiter zeige, im Zusammenhange mit 
Jacobi’s und Liouville’s beriihmten Untersuchungen tiber geoditische Curven, 
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Art gestattet. In der vierten Note behandle ich die Frage nach der 
Form des Bogenelementes 


ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv? 


einer jeden Fliche, deren geodiitische Curven durch eine Gleichung 


gegebener Form 
Q(uvab) =O 


bestimmt werden. Ich zeige, das eine solche Frage im Allgemeinen 
durch Differentiation, und jedenfalls durch Integration von gewdhnlichen 
Differentialgleichungen erledigt werden kann. Endlich in der fiinften 
Note bestimme ich alle Minimalflichen, die eine infinitesimale Ver- 
schiebung der besprochenen Art in sich gestatten. Ausser der von 
Bour entdeckten Minimalflichen, die auf Rotationsflichen abwickelbar 
sind, finde ich nur die von mir bei einer friiheren Gelegenheit be- 
sprochenen Minimalflichen, die unendlich oft mit sich selbst ahn- 
lich sind. 

Die in der nachstehenden Abhandlung entwickelten Theorien stehen 
im genauen Zusammenhange mit meinen Untersuchungen iiber Trans- 
formationsgruppen (Math. Ann. Bd. XVI), die ich indess bei der Re- 
daction dieser Arbeit nicht als bekannt vorausgesetzt habe. Nur in 
meiner dritten Note habe ich es als zweckmiissig erachtet, mich auf 
die soeben citirte Arbeit zu beziehen.*) 

Der Zweck dieser Abhandlung ist einerseits, die Theorie der 
geodiitischen Curven zu férdern, andererseits an einem einfachen und 
wichtigen Beispiele eine allgemeine Untersuchungsmethode zu entwickeln, 
die sicher mit Erfolg auf viele Classen von Differentialgleichungen 
angewandt werden kann. Wenn ich im Uebrigen die zu Grunde liegen- 
den Ideen in meiner Darstellung nicht stiirker hervortreten lasse, so 
ist die Ursache nur die, dass ich das Verstindniss meiner Arbeit nicht 
zu erschweren wagte. 


*) In der Abhandlung: ,, Classification der Fliichen nach der Transformations- 
gruppe ihrer geodiitischen Curven,‘‘ die im Anfange des Jahres 1879 in Christiania 
als Universititsprogramm erschien, habe ich schon verwandte Untersuchungen 
iiber geodiitische Curven verdffentlicht. Der Unterschied zwischen jener und 
meiner jetzigen Arbeit liegt einerseits darin, dass letztere mehrere neue Resultate 
enthilt, indem u. A. die erste, dritte, vierte und fiinfte Note neu sind, dann 
aber darin, dass meine neue Arbeit einen wesentlich elementaren Charakter besitzt, 
insofern ich eine selbstiindige und einfache Begriindung einiger Hiilfssitze gebe, 
die ich in meinem Universitiitsprogramm aus meiner Theorie der Transformations- 
gruppen entlehnt hatte. 
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Geodiitische Linien. 


§ 1. | 
Ueber Differentialgleichungen, die infinitesimale Transformationen 
gestatten. 


1. Die Operation, bei der das Gréssensystem zy in das infinitesimal 
benachbarte System: 


a+ da=a+ E(xy)dt, y+ dy—y+ n(xy) dt 
iibergefiihrt wird, nenne ich eine infinitesimale Transformation der 
Grossen xy, und o Symbol derselben benutze ich die Gleichungen: 


= E(xy) dt, dy=n(ay) dt. 

Betrachten wir x a y als Gaussische Coordinaten der Punkte einer 
Fliiche, so besteht die infinitesimale Transformation, wie wir sagen 
hbnnen, in einer infinitesimalen Verschiebung der Fliiche in sich, bei der 
alle Punkte x, y die infinitesimalen Strecken dx, dy durchlaufen. Jede 
auf der Flaiche gelegene Curve erhalt eine neue Lage, indem sie in 
eine benachbarte Curve derselben Fliiche iibergeht, und hierbei wird 
im -Allgemeinen die Bogenliinge der betreffenden Curve geiindert. Die 
infinitesimale Verschiebung der Fiche in sich ist daher im Allgemeinen 
mit einer Dehnung verbunden. 

Bei dem ersten Lesen der folgenden Entwickelungen dieses Para- 
graphen ist es méglicherweise zweckmiissig, die Gréssen x und y als 
Cartesische Coordinaten eines Punktés in einer Ebene aufzufassen, 
unsere Betrachtungen bleiben indess noch giiltig, wenn wir die allge- 
meinere geometrische Interpretation anwenden und x y tiberhaupt als 
Gaussische Coordinaten der Punkte einer beliebigen Pliche betrachten. 

Zwei einander im Punkte x, y beriihrende Curven gehen bei der 
infinitesimalen Transformation 

dx — E(ay) dt, dy—n(xy) dt 
in zwei benachbarte Curven iiber, die sich ebenfalls beriihren. Bei der 
Transformation geht daher jedes Linienelement [, y, y'], wo 
dy 
dz y 
gesetzt ist, in ein benachbartes Linienelement x-+ 02, y+ dy 
y + dy’ tiber. Wir miissen das Increment dy’ berechnen. Ks ist: 
od ddz 
a ge See eee 
os ”:6hUM Ue dx* 4 
woraus durch Vertauschung der Symbole 6 und d: 


oy dx 


dy __ ot _ du-dy—dy-dé 


“ét aa was da 
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und durch Ausfihrung 
ay’ dn fan dt . é 

(1) eo atv — a)-—s'5, -t- 

2. Wir wollen jetzt eine gewohnliche Differentialgleichung erster 
Ordnung 

y = ¥(xy) 
- mit ihren einfach unendlich vielen Integralcurven betrachten. Diese 
Gleichung gestattet, sagen wir, die infinitesimale Transformation 
Ox=E(xy) dt, dy = y(ay) dt, 
wenn jede Integraleurve durch die Transformation in eine infinitesimal 
benachbarte Integralcurve tibergefiihrt wird. Hierzu ist nothwendig und 
hinreichend*), dass jedes Werthsystem 2 y ¥, das die Gleichung 
y = (xy) erfillt, durch die infinitesimale Transformation in ein be- 
nachbartes Werthsystem x + dz, y+ dy, y + dy’ iibergefiihrt wird, 
das ebenfalls die Gleichung y’ = w befriedigt, dass also die Gleichung 
y + dy = ¥(@ + Ox, y + dy) 
durch die Substitution 
da=—Edt, dy—ndt, dy — Edt, 
und iibrigens die Relation : 
y¥ = ¥(zy) 


in eine Identitit umgewandelt wird. Unser Verlangen fiihrt somit auf 
die Bedingungsgleichung 


d d d d 
(2) se + wv (3 ees at) — v5 § ous se ¥e44 s , 
so dass wir den folgenden Satz ene kénnen: 

Satz. Soll die Differentialgleichung y = (xy) die infinitesimale 
Transformation dxa=§dt, dy=ndt gestatten, so ist hierzu nothwendig 
und hinreichend, dass die Relation (2) identisch stattfindet. 

Um der soeben gefundenen Bedingungsgleichung eine elegantere 
und zweckmiissigere Form zu geben, substituiren wir: 


fe + ¥ gl = a(n, 
bo tn Go = BIN 


und ersetzen unsere Gleichung sodann durch Einfiihrung einer Hiilfs- 
groésse A(xy) durch die seen Gleichungen : 


eis f= A(i)—4, 


*) Mehr eingehend behandelte ich dee Theorie in den Mathem. Annalen 
Bd. XI, p. 487 ff. « 
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Geoditische Linien. 


d a 
die sich wisdihaans in die einzige iets: 
A(B(f)) — B(A(/)) =4 ACA) 
zusammenziehen lassen. Dies giebt 


Satz 2. Soll die Differentialgleichung y = (xy) die infinitesimale 
Transformation da = Edt, dy = not eo so ist, wenn wir 


ty sem, Ego tn gl— BN 


setzen, nothwendig und hinreichend, dass eine Bedingungsgleichung der 
Form 


A(B(f))— B(A(f)) = A(ey) ACP) 
stattfindet. 
3. Fiihren wir nunmehr die infinitesimale Transformation 
dx—=E(xy)dt, dy— (xy) ot 
aus auf beliebig vielen Curven, die drei consecutive Punkte gemein haben, 
so erhalten wir benachbarte Curven, die ebenfalls drei consecutive 


Punkte gemein haben. Bei unserer infinitesimalen Transformation er- 


hilt daher die Grésse 
dy  _ @y 
hums de = at 
einen infinitesimalen Zuwachs dy’, der nur von 2, y, y’, y” und d¢ ab- 
hiingt. Wir werden dy’ berechnen. Es ist: 
é , , oO 

ee. £ &.. os 5, — a¥ — 

| | | da® ” 
oder durch Vertauschung der Symbole d und @: 


Oe) y’ , 0x 
by” wet Mniit — . -- © 2 
dt wer dx? Vad: dz : 
und durch Ausfiihrung, — indem man sich erinnert, dass die Grosse 
f= sy eine Function von 2, y, y’ ist, wiihrend § und y nur von 2 
und y abhingen, — 
by” -e dy go aé € 
—* a ae 7 )y' + 3 ¥+4 


Ich will jetzt eine beliebige Differentialgleichung zweiter Ordnung 
y= v(eyy) 

mit ihren zweifach unendlich vielen Integraleurven betrachten. Wir 

sagen, dass diese Differentialgleichung die infinitesimale Transformation 

da = Edt, dy = Ot gestattet, wenn jede Integraleurve durch die Trans- 
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formation in eine benachbarte Integralcurve oder auch in sich selbst 
tibergefiihrt wird. Hierzu ist erforderlich und hinreichend, dass jedes 
Werthsystem z, y, y', y”, das die Gleichung y” = »(xyy’) erfiillt, durch 
die . infinitesimale Transformation in ein benachbartes Werthsystem 
a2+dz,---, y + dy” iibergefiihrt wird, das ebenfalls die Gleichung 
= ¥w befriedigt, dass also die Gleichung: 
y + dy" = o(a + dz, y+ dy, ¥ + dy) 
durch die successsive Ausfiihrung der beiden Substitutionen 
da=Edt, dy=—not, dy —fdt, dy’ =—8- dt 
und 
y = v(ryy) 
in eine Identitit umgewandelt wird. Unser Verlangen fthrt somit auf 
die Relation: 


d 3 d d dy 
8) (a —2-45 —3y Se )ot ey + sem e+ et os 
sodass wir ri uniaitin Satz aufstellen kénnen: 

Satz3. Soll eine Differentialgleichung zweiter Ordnung y” = (xyy) 
die infinitesimale Transformation da = Edt, dy = Ot gestatten, so ist 
erforderlich und hinreichend, dass die Bedingungsgleichung (3) identisch 


stattfindet. 
Setzen wir 


d , a d , 
aty +¥ ay 40 


sot age +650 — BN, 


so kann Gleichung (3), wie jetzt a werden soll, auf die ein- 
fache Form 


A (B(f))— BA) =4@, 9, 9) AT, 
wo A eine arbitriire Function von 2, y, y bezeichnet, gebracht werden. 
Die letzte Gleichung oe sich niimlich in die drei folgenden 


by ay =A, 


(3) 4 “f- y 4 —{f=—Ay, 


d a dg d 

ae t¥ dy + ¥ ay dy — vay Says ae 

unter denen die erste die Grésse 4 bestimmt, die zweite durch Sub- 
stitution der Werthe von 4 (und €) in eine Identitit iibergeht, und 
endlich die dritte sich durch dieselbe Substitution in die Bedingungs- 
gleichung (3) verwandelt. Unser Satz 3 kann somit folgendermassen 
ausgesprochen werden: 
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Satz 4. Soll die Differentialgleichung y" = wv(xyy) die infini- 
tesimale Transformation da =£§dt, Jy = Ot gestatten, so ist, wenn wir 


1 , ad l ve 
ae ty Go + 0h =4¢, 


dy 
df df df , 
tz +9 dy + § dy’ = Bf 


setzen, erforderlich und hinreichend, dass eine Relation der Form 


A'(B (f))— BA (f)) =Aleyy) AP 
identisch stattfindet. 

Anstatt zu sagen, dass eine Differentialgleichung y’ = » (xyy’) 
eine gewisse infinitesimale Transformation gestattet, ist es, wie ich 
beiliiufig bemerke, zuweilen zweckmiissiger zu sagen, dass die Integral- 
curven jene Transformation gestatten. 

Zu bemerken ist ebenfalls, dass eine Reihe infinitesimaler Trans- 
formationen 


Ox = E,0t, dy—7,0t;---dra = £,0t, dy = 7,0t 
als unabhiingig autzufassen sind, wenn es unmdglich ist, + solche Con- 
stanten ¢,¢,---+¢, aufzufinden, dass die beiden Relationen 


¢,§& +o8& +---+e,§& =—0, 
C1 HN. ++ > + ot = 9 


gleichzeitig identisch bestehen. 


Absechnitt IL. 


Formulirung zweier allgemeiner Probleme und Zerlegung 
derselben. 


4. Die geodiitischen Curven einer beliebigen Fliiche sind die In- 
tegralcurven einer gewdhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
y= v(ryy) 
zwischen den Gaussischen Punktcoordinaten xy der Fliche. Eine 
infinitesimale Verschiebung der Fliche in sich findet in der eingefiihrten 
Terminologie ihren analytischen Ausdruck in einer infinitesimalen Trans- 
formation da = §dt, dy = dt der Gréssen 2 und y. Wird nun bei 
einer solchen infinitesimalen Verschiebung einer Fliche in sich jede 
geodiitische Curve in eine benachbarte geodiitische Curve derselben 
Fliche tibergefiihrt, so heisst dies in der eingefiihrten Terminologie, 
dass die Differentialgleichung y’ = # der geodiitischen Curven die be- 
treffende infinitesimale Transformation gestattet, oder anders ausge- 
sprochen, dass die geodiitischen Curven unserer Fliiche jene Trans- 
formation gestatten. Die Aufgabe die Form des Bogenelementes einer 


Mathematische Annalen, XX. 25 
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jeden Flache zu finden, die eine infinitesimale Verschiebung in sich 
zulisst, bei der jede geoditische Curve der Fliche in eine ebensolche 
Curve tibergeht, liisst sich hiernach auch folgendermassen formuliren: 

ProblemI. Es wird verlangt, die Form des Bogenelementes einer 
jeden Fliche zu bestimmen, deren geodiitische Curven eine infinitesimale 
Transformation gestatten. 

Dieses Problem zerlegt sich, wie wir am Schlusse dieses Para- 
graphen zeigen, naturgemiiss in drei Unterprobleme. Denken wir uns 
das Bogenelement der gesuchten Fliche, wie bekanntlich erlaubt, auf 
die Form 

ds? = O(a y) dx dy 
gebracht, so werden die betreffenden Unterprobleme charakterisirt durch 
die hinzutretende Forderung, dass unter den Gréssen 
rT und = 
keine, eine oder beide verschwinden sollen. 

Die Bemerkung, dass es Filiichen giebt z. B. die Flichen con- 
stanter Kriimmung, die mehrere infinitesimale Verschiebungen in sich 
gestatten, bei denen geodiitische Curven in ebensolche Curven iiber- 
gehen, fiihrt uns zur Aufstellung des folgenden allgemeinen Problems: 

Problem II. Man soll die Form des Bogenelementes einer jeden 
Fliiche bestimmen, deren geodiitische Curven mehrere infinitesimale Trans- 
formationen gestatten. 

Auch dieses Problem zerlegt sich naturgemiiss in eine Reihe von 
Unterproblemen, die wir successive in den Paragraphen 5—8 behan- 
deln werden. 

5. Indem wir jetzt das Problem I angreifen, miissen wir zuniichst 
nach Gauss die Differentialgleichung der geodiitischen Curven einer 
Fliche aufstellen. Dabei ist es zweckmiissig nach Liouvilles*) Vor- 
gange das Bogenelement der betreffenden Fliche auf die Form 


ds =) F(ay)dydx =/F'-y dz 
gebracht zu denken. Dann sind die geodiitischen Curven bekanntlich 
bestimmt durch die Gleichung 
0 YF-y dx =0 
oder durch die aquivalente Differentialgleichung 


aVFVy) a4 aVFVy) _ 9 
dy dz dy Tress 


die durch Ausfiihrung die Form 


*) Siehe Liouville’s Ausgabe von Monge’s: Application de l’analyse a 
la géométrie, Paris 1850, p. 571. 
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y" dlog F Pe dlog F org 


dx “dy 
annimmt. Um die folgenden Rechnungen zu vereinfachen, setzen wir 
log F = w, 
und also wird 
ds=e* Vy¥ du 


unsere Form des Bogenelements und 
y= 2 y ae yr 
dx dy 
die entsprechende Form der Differentialgleichung der geodiitischen Curven. 
6. Sollen daher die geodiitischen Curven einer Fliche, deren 
Bogenelement durch die Gleichung 
ds* = eda dy 
bestimmt wird, die infinitesimale Transformation da = & (xy) dt, 
dy = y(xy)dot my so ist, wenn wir wie friiher in Gleichung (1) 


oy dyn dé ro GE 
re +y¥ dy ~— dx ~y dy a: 
und 
» dw, dw ftLn 
Y~ac’—ay=* 


setzen, hierzu erforderlich und hinreichend (Satz 3), dass die Be- 
dingungsgleichung 


dy - dg Sy dé dé dé dw Fs 
dx« ?" Ty¥t ay ¥ + = at E+ a+ 





dy dx dy ay § 
oder die ene 
2 as ad? é . S aé _., af? a gE 
=o. ty (2 ta a da) t+¥ (53 "wa y dy? 
dyn 9 dé 9, a dw y? dw (Pw ft 2. 
an Steel tities WY da 4 “dy an dat da dy 
Bw y? Ps -4 2 se dw 9, dw 
-a(V a5 inty— ¥° a) — (az +9 ‘F —~y dx ay dy 


identisch stattfindet. Da &, 1 und w nur von « und y pelt zer- 
legt sich die letzte Gleichung in die vier folgenden 





Ge _ ay Ge 
da de de ’ 
dw 
4) — oe £ +5 a = =0, 
2. dn até es. 42 9 a1 dw  da& dw _ 
da dy = dx? dx? "andy “dx dy dx dx 
aé aw dw 9 46 dw n dw 
2 get tag tt asa tn ay? dy ata dy 


mit deren allgemeiner Integration wir uns jetzt alain werden. 
25* 
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Sopaus Lie. 


Die Behandlungsweise dieser 4 Relationen wird eine wesentlich 
verschiedene, jenachdem die beiden Gréssen 

dg dy 

dy aa 
verschwinden oder von Null verschieden sind. Im niichsten Para- 
graphen erledigen wir den anscheinend speciellen Fall, der sich jedoch 
als der allgemeinste Fall ergiebt, dass 


dé __ dyn __ 
an” a= 


ist. Da x= Const. und y= Const. die beiden Integralgleichungen 
von ds* = 0 sind, so kann dieser Fall dadurch charakterisirt werden, 
dass die infinitesimale Transformation dz = Edt, dy = dt eine con- 
forme ist. 


In § 3. erledigen wir sodapn den Fall, dass die eine der beiden 


Groéssen s. =. gleich Null, die zweite von Null verschieden ist. 
y? dx 


und 


Und endlich in § 4. setzen wir voraus, dass diese beiden Gréssen von 
Null verschieden sind. 

Sollen die geodiitischen Curven einer Fliche mehrere, etwa 1, 
infinitesimale Transformationen 


Ox = §0t, dy = 9, 0t (¢—=1,2---9r) 
gestatten, so muss die Zahl rv, wie wir spiiter zeigen, gleich 2, 3 oder 
8 sein. Dabei kinnen eine Reihe von Unterfillen eintreten, jenach- 
dem die 2r Gréssen 
dé; d dn; 
_  & 
gleich Nuli oder theilweise von Null verschieden sind. Wir geben 


spiter eine rationelle und einfache Methode zur erschdpfenden Be- 
stimmung aller méglichen Fiille, 








§ 2. 
Flachen, deren geoditische Curven eine conforme infinitesimale Trans- 
formation gestatten. 


7. Bei der allgemeinen Integration der Gleichungen (4) erledigen 
wir zuerst und zwar in diesem Paragraphen den interessanten Fall, 
dass 

x an _ 9 


dy a dz 
ist, und dass in Folge dessen die infinitesimale Transformation der 
geoditischen Curven unserer Fliiche eine conforme ist. In diesem 
Falle sind die beiden ersten Gleichungen des Systems (4) an sich 
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tlich identisch erfiillt, waihrend die beiden letzten in die folgenden iiber- 
gehen: " is oe P 
d w ; w dw d& 
dat +5 age +4 dade * Ga te any 
@w dw dw dyn _ 
ara- a +& dxdy +4 dy? + “dy dy 
doch Diese a lassen sich auch folgendermassen schreiben 
dw dw 
H+ te + 1a = 0, 
rn st. dw\ 
™ +8 +n)=0, 
rden, und somit kommt pe Inert 
con- a 
4g ae 4g We _ yy), 
‘iden (5) 
ie in yy ie oe =f(@), 
und durch Subtraction 
von 
d l \ 
ae + f@) = 42 + ply) = B= Const, 
af, | 
sodass die Gleichungen (5) bind durch die einzige Gleichung 
, dw 
(6) set attest a 
oder 
cds ersetzen lassen. 
7 Hier kénnen wiederum verschiedene Fille eintreten, indem & 
und » entweder gleich Null oder von Null verschieden sein werden. 
Sind sowohl € wie 9 von Null verschieden, so fiihren wir statt 
«x und y zwei Functionen dieser Gréssen: a(x) und y'(y) als unab- 
sben Ditties Westatie eli lel rd 
Be- ingige Variable ein. sdann wir 
da’ dx’ dx La 
tt 606da 8” b= 6%, 
dy ay oy ay 
“ot = dy_—s Bt dy _— 9% 
‘als- setzt man daher 
, d , d 
da = — dy = 7 
= so wird &’=1 und ebenfalls 7 —1. In den Gleichungen (5) und 
‘all, (6) kénnen wir daher ohne wesentliche Beschrankung 
E —_ 1, = 1 
annehmen. Dies giebt 
der dw dw . ‘ 
te jet =* 9 (y) = f(x) = a = Const. 
sich und 
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Pe w = o(x —y) + ax, 
os e* D(x —y), 
womit der Fall, dass sowohl § wie y von Null verschieden sind, er- 
ledigt ist. 
Da §€ uud » nicht gleichzeitig verschwinden diirfen, indem sonst 
unsere infinitesimale Transformation alle Punkte der Fliche invariant 
liesse, so ist nur noch der Fall zu behandeln, dass die eine der 


Gréssen § und y verschwindet, wiihrend die zweite von Null ver- 
schieden ist, Sei z. B. 


Alsdann kénnen wir immer durch Einfiihrung einer zweckmiissigen 
8 
Function von y als neues y erreichen, dass y= 1 wird. In diesem 
? | 
Falle geben die Gleichungen (5) 


ae = 9(y) = f(a) =a 


und 
w—=ay+4X(z); = Y(y)X,(2), 
so dass die entsprechende Fliiche, deren Bogenelement die Form 
ds? = Y(y) X, (x) dydaz 
besitzt, developpabel sein muss und somit ein specieller Fall der durch 
(7) bestimmten Flichen ist. 
Wir erhalten somit den Satz: 


Satz 5. Sollen die geodiitischen Curven einer Fiche eine con- 
forme infinitesimale Transformation gestatten, so ist es erforderlich und 
hinreichend, dass ihr Bogenelement die Form 


ds? = e*D(x — y) dydz 


wo a eine beliebige Constante, eine arbitrére Function von « — y 
bezeichnet , erhalten kann. 


8. Die Gleichung (6) ist einer eleganten geometrischen Inter- 
pretation faihig, wie jetzt gezeigt werden soll. 


Wir fiihren unsere infinitesimale Transformation auf die Gleichung 
ds* = evdx dy 
aus, indem wir die Relation 
Fr (dst) = * (eda dy) 
bilden. Nun aber ist 


2 (dady) =a 5% + dy + as 1 da = dé dy + dyda, 
und i “aan 


a (ds?) = evda dy (= 544 ~ n+4 b44 a 
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oder (6): 


2. ds* = Bas? 


oder endlich 
2" (ds) = 4 ds, 


was sich folgendermassen aussprechen liisst: 

Satz 6. Gestatten die geodiitischen Curven einer F'liiche eine con- 
forme infinitesimale Transformation, so werden die Bogenlingen aller 
auf der F'liiche gelegenen Curven bei dieser Transformation nach con- 
stantem Verhiiltnisse gedndert.*) 

Wir wollen jetzt 

B=0 
setzen, was darauf hinauskommt, dass unsere Flache eine Verschiebung 
in sich ohne Dehnung gestatten soll, und iiberdiess, indem wir von 
den developpablen Fliichen absehen, die Variablen 2 und y derart 
wihlen, dass § = 1, 4 = 1 wird. Alsdann ist (7) 

e” = e* (x — y) 

und (6) , 

aw w 

0o=—= B= te are 
so dass unser Bogenelement die fiir alle auf Rotationsflichen ab- 
wickelbare Fliichen charakteristische Form 
ds? = O(a — y) dxdy 

besitzen muss. Dies giebt den folgenden Satz (siehe Bour’s Ab- 
handlung im Journal de lécole pol. t. XXII, p. 79): 

Satz 7. Sollen die geodiitischen Curven einer Fliiche eine infini- 
tesimale Transformation gestatten, die von keiner Dehnung begleitet ist, 
so muss die Fiche auf eine Rotationsfliche abwickelbar sein.**) 


*) Der im Texte aufgestellte Satz lisst sich leicht als Corollar aus einem 
von Dini angegebenen Satze (Ann, di matem, S. 2, Bd. 3, p. 276) herleiten. 
Derselbe wird folgendermassen synthetisch erwiesen, und gleichzeitig auf nm Di- 
mensionen erweitert. Durch unsere (inf.) Transformation werden alle durch einen 
Punkt gehenden geodiitischen Curven in eine ebensolche Curvenschaar tibergefiihrt. 
Und da die Transformation conform sein soll, so geht jeder geodiitische Kreis, 
der die vorgelegte Curvenschaar orthogonal schneidet, in einen geoditischen Kreis 
iiber. Hiermit ist unsere Behauptung erwiesen, und man erkennt nicht allein, 
dass unser Satz sich auf m Dimensionen erweitert, sondern zugleich, dass dies der 
Fall bleibt, wenn man das Wort ,,infinitesimale“ wegliisst, Kann daher eine 
Fiche eines n-fach ausgedehnten Rawmes derart auf sich selbst (oder auf eine 
andere Fliche dieses Rawmes) abgebildet werden, dass geodiitische Curven in eben- 
solche Curven tibergehen, wnd ist dabei diese Abbildwng conform, so werden alle 
Bogenlingen nach constantem Verhdltnisse gedndert. 

**) Kann eine Fliiche in sich ohne Dehnung verschoben werden, so ist sie 
abwickelbar auf eine Rotationsfliche. Aus diesem lingst bekannten Satze folgt 
der Satz des Textes natiirlich unmittelbar als Corollar, 
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9. In friiheren Arbeiten (z. B. Math. Ann. Bd. V, p. 204, 1872) 
beschiftigte ich mich gelegentlich mit Flichen, die in unendlich vielen 
Weisen mit sich selbst ihnlich sind. Diese Fliichen lassen sich auch 
dadurch charakterisiren, dass sie eine infinitesimale ‘Transformation 
gestatten, die gleichzeitig linear und conform ist. Ich fand, dass nicht 
allen die Haupttangentencurven*), sondern auch die Kriimmungs- 
linien derselben durch Quadratur bestimmt werden kénnen. Ich zeigte 
ferner, dass die Bestimmung der geodiitischen Curven dieser Fliichen 
nur die Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung verlangt. 

Es ist unmittelbar einleuchtend, dass die geoditischen Curven 
einer jeden Fliiche, die auf eine Fliche der besprochenen Art ab- 
wickelbar ist, eine conforme infinitesimale Transformation gestattet. 
Daher besitzt ihr Bogenelement die Form 


ds? = e** @(4 — y) dx dy. 

Andererseits ist auch nicht schwer zu erkennen, dass jede Fliiche, 
deren Bogenelement diese Form besitzt, auf eine andere abwickelbar 
ist, die in unendlich vielen Weisen mit sich selbst ihnlich ist. Diesen 
letzten Satz gab zuerst Herr M. Levy in einer interessanten Note in 
den Comptes rendus der Pariser Akademie vom 18. November 1878.*) 


§ 3. 
Die zweite Flachenclasse, deren geoditische Curven eine infinitesimale 
Transformation gestatten. 


Wir bestimmen jetzt die Form des Bogenelementes 
ds* = evda dy 


einer jeden Fliche, deren geoditische Curven eine infinitesimale Trans- 
formation der Form 
Ou =E(x) dt, dy = y(ary) dt 
— — . dn 
gestatten, wobei wir ausdriicklich festsetzen, dass |’ von Null ver- 


dx 
schieden sein soll. Durch EKinfiihrung einer zweckmiissigen Function 


z'(x) als neues x und einer zweckmiissigen Griésse y'(y) als neues y 

*) Vergleiche hierzu Klein’s und meine gemeinsame Abhandlung im vierten 
Bande p. 84 dieser Zeitschrift, 

*) In einer anderen Note in den Comptes rendus (t. LXXXVI, p. 463—466) 
lehrt Herr Levy zu entscheiden, ob eine quadratische Form von » Differentialen 
dz;, deren Coefficienten Functionen der Variablen x; sind, durch Transformation 
in eine andere solche Form iibergehen kann, deren Coefficienten nur noch 
n — k Variable enthalten. Sein hierauf beziiglicher Satz hiingt genau zusammen 
mit einem allgemeinen Theoreme iiber permutable inf. Transformationen in meiner 
Theorie der Transformationsgruppen, Das betreffende Theorem deutete ich 1872 
in den Verh. d, Gesellschaft d. W. zu Christiania an. 
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erreichen wir, dass die unbekannte Function e” keine arbitrire Func- 
tion, sondern nur gewisse arbitriire Constante enthilt. 

10. Die Bedingungsgleichungen (4) reduciren sich unter den ge- 
machten Voraussetzungen auf die drei Gleichungen 


























dx dx dz’ 
“ > ny ME »~ Ow, Sw gdw dn dw dg 
(9) ~ dady da s dat ” dady +2 dy dx” dx dx 


ay @w aw dw dn _ 
dy? +o andy +2 dy + dy dy me 


an dw dyn __ 0 


= 0, 


Die erste giebt durch ata 


(10) Y(y) 1 =e, 


wo Y eine von Null verschiedene Function von y bezeichnet. 
Ebenfalls giebt die dritte Gleichung des Systems (9): 

adn dw dw =: 

ae T*sG +4 "dy f(), 

wo f(x) eine gewisse Function von x bezeichnet. Um die zweite 

Gleichung (9) zu integriren, bringen wir sie auf die Form 











d (4 dy dé dw 2 dw dy __ 
dx {2 dy da ° dx ~ "dy +3 dy dx * 
Nun aber giebt Gleichung (10): 
, su Pn on dW _ yw dn dw, 
¥ +Y¥ dady © dy ~ du-dy 


Also kommt: 


d dn dé dw dw Par 4 <n 
dx 5 dy dau ~s da "dy +3 Y n| = 0, 


und durch Integration: 


- ay dé dw dw ~~ ee 
(11) ‘S - a = —"*e +3 y7=9ly), 
wo » von « unabhingig ist. 
Es ist modglich eine solche Grosse y'(y) als neues y einzufiihren, 
dass Y gleich 1 wird. Es ist in der That 


, dy’ 
ev = e” dy”? 
oy dy dy dy | 





Se dy t ~ dy 1» 


dyn _ dy dy 
dz «ay dz’ 


und also kommt (10) 
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y 44 dy coe ew 7 


dy. dx dy? 


dy \? dy _ ow 
(YY tee 


Bestimmen wir daher y durch Integration der Gleichung 


(12) dy =VY(y) dy, 
so kommt 


oder 


dy 
dx 


=e, 
Hieraus folgt ohne weitere Rechnung, dass man in den Gleichungen 
(10) und (11) ohne wesentliche Beschriinkung Y= 1 setzen kann. 


Also wird die gesuchte Flichenclasse bestimmt durch die drei Glei- 
chungen 


dn me pes' 
dx e", 
: dn dw “~ i 
(18) dy +ts— +9 dy =I), 
p an dé dw dw a 
9 ay — da — * ae — 9 ay PY) = *)> 


die wir noch einmal integriren werden. 
11. Durch Addition der beiden letzten Gleichungen kommt 


d . d , 

(14) 64) =f@) +3 +2 y); 
und durch Integration, indem wir &’ statt st schreiben: 
(15) 6yn=—(f+ 8) y+ 2+ F(a), 

Ger = (f+ &")y + F’ (a). 

Nun aber ist (13, 2. 

> dy F ow d »w , d a 

(16) (3 — Je +i gp +a ge ev =0, 


also kommt durch Einsetzung der Werthe von y und e”: 


(—5f +8 +7) (0 +8") y+ F]4+ 68 (fF +8") y+ FY 
+ (f+ 8)y+2a+ F) (f +8") =9, 


oder 
elf +e yt+ Pj t+af+i'i)+ —SsAlr+ivyt+ FI 
+6Ef° +8") y+ PF9O4+ (f+ 809+ Fl (f +8") =09, 


oder endlich 


dy (AU +8) y+ PY} + ylO8 — 4) (fF FE) + OR HED 
+ Fe’ — 5f) + GER” + F(f +8") =0, 











wora 


herv 


besil 


Nul 


erfii 
mit 


was 
von 


(17 
set 
ist. 


Fu 


wi 
Di 


di 


ze 









en 


ei- 








Geodiitische Linien. 


woraus durch Integration eine Gleichung der Form 
af +&")y+ F)] = y'O,(x) + y, (x) + % (2) 
hervorgeht. Hieraus folgt, dass a(y) jedenfalls die Form 
ay) = 49 ++ PE y EF 

besitzt. Dabei sind ¢, und ¢, Constante, wiihrend ¢(x) entweder gleich 
Null ist oder auch zwei Relationen der Form 

- F’ — 
c(a) 


a Const, = L, M 


c(x) 
erfiillt. Die Annahme, dass ¢c(#) von Null verschieden ist, giebt so- 
mit (15) 

Gee = c(x)(Ly+ MM), 
was nur developpable Fliichen liefert. Daher kénnen wir, indem wir 
von den developpablen Flichen absehen, 


m(y)= cy + ¢, 
(17) 6y = y(f +8 +4)+ F(a) +a, 
ber = y (f+ 8°) + F, 


setzen, und dabei annehmen ,. dass 


f+e" zo 
ist. Ueberdies kiénnen wir durch Einfiihrung einer zweckmiissigen 
Function von x als neues 2 immer erreichen, dass 
f+i+e¢=—2, f+é"=1, u(y) = cy. 
6ev=yt+ F(x), 6y=—yx+ F(a) 
wird. Es handelt sich darum die Functionen F(a) zu bestimmen. 
Durch Einfiihrung der gefundenen Werthe in (16) kommt die Gleichung 
(68 — 5a + 6c) (y + F’) + 6EF” + zy + F=0 
die sich in die beiden 
6§’ =—4¢4—6c, —«F’'+6EF”"4+F=0 
zerlegt. Also wird 
6§ = 22? — 6ex+ «x, 
und F(x) wird bestimmt durch die lineare Differentialgleichung 
(18) (2a? — 6ce~ + x) F” —aF’'+F=0, 
die das particuliire Integral F = x besitzt. Da es fiir uns wesentlich 
nur auf die Bestimmung von F’(x) ankommt, differentiiren wir die 
letzte Gleichung und bilden so die unmittelbar integrable Gleichung 


(19) (2a? — 6ca + x) F” + (3a — 6c) F” =0. 
Wir resumiren die vorangehenden Entwickelungen in folgendem 
Satze: 
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Satz 8. Sollen die geoditischen Curven einer Fiche eine infini-- 
tesimale Transformation der Form 


dx—= E(w) dt, dy—n(xy)dt, “7 >0 


dz 
gestatten, so kann das Bogenelement der F'liiche immer die Form 
ds? = [y + F’(x)| dxdy 


erhalten. Dabei wird F’ bestimmt durch die integrable Differential- 
gleichung 


(18) (2a? — 6ca + x) F” —vF’+F=0. 
Die entsprechenden Werthe von — und 9 sind 
(20) E=—2e?—6exr+u, yn=ary+ F(a). 


Die hiermit definirten Flichenfamilien enthalten grésstentheils 
nur imagindre Flichen. Beschrinkt man sich auf reelle Flichen, so 
erhilt man, wie wir spiiter zeigen, nur eine hierher gehdrige Flichen- 
familie, deren Bogenelement die Form 


1 
(v + 7a) dxdy, 
oder die aquivalente Form 
(ya + 1) dady 
besitzt. 
§ 4. 


Ueber die dritte Classe von Flachen, deren geoditische Curven eine 
infinitesimale Transformation gestatten. 


Jetzt suchen wir alle Flachen, deren geoditische Curven eine in- 
finitesimale Transformation der Form 


7o dé dn 
dxdt, dy = ndt, 4y <9 7 20 


gestatten. Ich zeige, dass man immer die Coordinaten x und y derart 
wihlen kann, dass e* die Liouville’sche Form: 


= (e+ y+ ¥(ie—y) 


annimmt. Dabei sind die Gréssen ~ und Y, deren jede nur von einem 
Argumente abhingt, bestimmt durch gewdhnliche Differentialglei- 
chungen, die ich allerdings nicht integrire, wihrend es mir doch 
gelingt eine Reihe bemerkenswerther Lésungen derselben aufzu- 
finden. 

12. Die Bedingungsgleichungen (4): 
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@n _ an dw _o 
dx dx dx °? 
até d& dw 


Ww -saao 


































4 
OO) an @t_g @w _, aw jo dn dw ab aw_y 
dady dx dat ~ " dady dx dy dx dx” ©? 
9 _ 2 5 oe Bw d& dw dn dw 
* oda ap eee * Oe See eee 


gestatten auch jetzt eine erste Integration. Die beiden ersten Glei- 
chungen geben nimlich 


dy _ ww dé 
(21) Y(y) — = X («) dy” 


wo X und Y, wie wir sogleich zeigen werden, ohne wesentliche Be- 
schrinkung gleich 1 gesetzt werden kénnen. 
Statt « und y fiihren wir neue unabhiingige Variable 2’(#) und 
y (y) ein. Es ist 
dx da dx ¢, 
$= Ge 8t — da’ ®? 
dy dy _ dy 


"= dy dt ~ dy’ 13 


also kommt: 


dx dé dy Y dn _ Yy dy dn’ dx 
dy  ~ dx dy dy’ de 

da’. dy 

dx dy’ 


ew == ew’ 


und also nimmt Gleichung (21) die Form an: 


dx dé’ dy _ 


da’ dy _ dy dy dx | 
da’ dy dy 


dx dy ~° dy dx dz 


w’ 





Wihlt man daher die Gréssen a’ und y' derart, dass ° 





(21’) dx =VYXdx, dy=VYdy, 
so kommt 
eg 
ae 


Daher kiénnen wir in (21) ohne wesentliche Beschrinkung X=1=—Y 
setzen, woraus 


(22) dé 


an = eva -—— 
dx dy? ‘ 


und durch Differentiation 


dw __ dn dw, CE e~ dw _ d& dw 


ay - =e ew ” astinanelts —_+— = 
dady | dy da dy’ da«dy 


dx dy dx” 





(25) 
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Hierdurch erhalten die beiden letzten Bedingungsgleichungen (4) 
die Form 


dp i- 1-1-0, 
Se ge seo, 
woraus durch Integration: 
(23) bay — ae — 8 Ge — Vay AO) 
5 ae — ay ~ 8 ae Vay HPO): 


Die vereinigten Gleichungen (22) und (23) sind fiquivalent mit den 
Gleichungen (4). 
Die Gleichungen (22) zeigen, dass wir 


(23) aU dU __ @U 


wo 


Po — —— e = 
‘- dx’? " dy? dx dy 
setzen kénnen, und zwar ist hierdurch die Bestimmung unserer Flichen- 


classe zuriickgefiihrt auf die Bestimmung der Function U. Durch Sub- 
traction der Gleichungen (23) kommt: 


6(42 — $F) =a) -1@) 


aU aU ee 
oe — SD) = 4) — 1. 


Folglich besitzt U die Form: 
U = g(x + y) + O(a — y) + X(x) + Y(y) 


und dabei ist: 
| E = yg + ® + x ? 


oder 


(24) y=g—%+4+ YF’, 

er = p(x + y) — O" (x — y). 

Wir haben somit nur noch die vier Functionen », ©, X und Y, deren 
jede nur von einem Argumente abhingt, zu bestimmen. Zu diesem 
Zwecke substituiren wir die Werthe (24) in iy wodurch kommt 


” ” ”" ” — i 
4(9”+0")4+5Y”"— xX” — (p'+-0'+X')(g” ete —9'+Y¥')(p"'+0") 2 Ay) 





@ eg 
woraus durch Subtraction: 
6Y" — 6X” = Ay) — f(x) 


und 
(26) 6Y"—=Aly) +A, 6X" =f(a) + A, 


27) 


4(9° +07) 4-5 X"— ¥" — STOLEN HO OE PAO) amfiah 
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wo A eine Constante bezeichnet, Hierdurch reduciren die beiden Be- 
dingungsgleichungen (23) sich auf die einzige Gleichung 





0=—A+4(g" + O")—X" — y"— 22 POO Ye 
welche die vier Functionen o(a+y), ®(7—y), X(x) und Y(y) be- 
stimmt. Um diese Bedingungsgleichung in allgemeinster Weise zu be- 
friedigen, hatte man nach der gewodhnlichen Regel (Vergleiche Abel’s 
Werke, Bd. 1, pag. 1 der neuen Ausgabe) so viele neue Gleichungen 
durch Differentiation zu bilden, dass es geliinge, zwei unter den vier 
unbekannten Functionen zt eliminiren. Ertheilt man darnach dem 
Argumente der einen unter den beiden zuriickgebliebenen Functionen 
einen constanten Werth, so hat man eine gewodhnliche Differential- 
gleichung mit einer unabhingigen und einer abhiingigen Variablen. 
Diese Methode fiihrt indess, wie es scheint, zu sehr complicirten Dif- 
ferentialgleichungen. Ich habe mich daher darauf beschriinken miissen, 
durch allerdings specielle doch aber rationelle Methoden, die ich spiiter 
auseinandersetze, eine Reihe von Particularlésungen, die ganz beson- 
ders interessant sind, zu bestimmen. In der niichsten Nummer finde 
ich einige solche Particularléisungen, indem ich X” = Y” = Const. 
setze; am Schlusse dieser Abhandlung (Note 2) zeige ich, dass die 
dieser letzten Annahme entsprechende Flichenfamilie eine wohl be- 
grenzte Unterabtheilung meiner dritten Flichenclasse bildet. In den 
Paragraphen 7 und 8 bestimme ich das Bogenelement aller Flichen, 
die nicht allein der dritten sondern gleichzeitig der ersten oder zweiten 
Flichenclasse angehéren. 

13. Eine ziemlich allgemeine Lésung von (27) erhilt man, indem 
man setzt 

X” = Y” = a = Const. 
oder 
X’'=az, Y'=—ay, 
wobei wir die Integrationsconstanten ohne wesentliche Beschriinkung 
weggelassen haben. Hierdurch erhiilt (27) die Form 
0=(A—2a)(p" — 0”)+4(g"?— 0"?)—29' 9" +20' 0" —a(z+y)Q” 
+ a(a—y)o" 
und zerlegt sich daher in die beiden Gleichungen 
» eee 
B+ (A—2«) 0" 4+40"?—.20'0”—a(xz—y) 0" =0, 

in denen B eine arbitriire Constante bezeichnet. 

Um diese Gleichungen, welche dieselbe Form besitzen, zu inte- 
griren, setzen wir: 


P+ @t+HN=¥, O+5@—-HN—Y, 
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woraus 





B—*A 4 20%4(A—6a) y+ 40"? 2 w” =0, 





(29) 
B— “A 420?+4(A4—6a)¥" +4¥"2—2Y'Y” = 0. 


Es handelt sich also darum eine Gleichung der Form 

L+ My" + 4y"? —2yy"=0 
zu integriren, Nach der gewohnlichen Regel setzen wir y’=2, =u 
du 


und betrachten u als eine unbekannte Function von 2. Es ist wy” =u = 


und also kommt 
L+ Mu + 4u? = 22u ~ 


und 
dz ae 2udu =" udu 
ec L+Mu+4e ~~ 2(u—y)(u— 8)’ 
woraus 
20-0 — K(u— y)-7(u— By 
oder 


yp 2b—-y) == K(p” — y)-1(y" — By 
oder endlich 


= fed 
30) w= Kv" — 7? -(w" — py =F"). 
Um diese Gleichung zu integriren, differentiiren wir sie hinsichtlich 
(«+ y): o 
, anf (él) = 
y —| f (wv ) d (a + ¥) 
und finden so die Integralgleichung: 


a+y -{ ry” dy’, 


welche die Grosse ~” als Function von x + y bestimmt. Gleichzeitig 
finden wir ¥” als Function von x — y und hiernach kommt durch 
Subtraction: 
v= gq — >" = y"— ¥", 

womit die betreffende Flichenfamilie bestimmt ist. Dabei ist zu be- 
merken, dass die Constante « chne wesentliche Beschriinkung gleich 
Null gesetzt werden kann, indem die Differenz og” — ©” ungeiindert 
bleibt, wenn eine jede der Gréssen gm” und ©” um eine Constante ver- 
mehrt wird. 


Setzt man z. B. L = 0, M = — 4, so erhilt man die Flichen- 
familie 
as 1 . 1 
~ cost(a+y) — cos®*(xw — y) * 


die wir spiiter wiederfinden werden. Setzt man andererseits M = 0, 
das heisst B = — y, so erhilt man eine andere bemerkenswerthe 
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Flaichenfamilie, deren Bogenelement von elliptischen Functionen (lemnis- 
catischen Functionen) abhingt. 

Zu bemerken ist, dass man eine beliebige Lésung wy’ von (29, 1) 
mit einer beliebigen Lésung ’ von (29,2) verbinden kann. Insbeson- 
dere ist es erlaubt ¥” — A = Const. zu setzen, indem diese Annahme 
wirklich die letzte Gleichung (29) befriedigt. Die entsprechenden Flichen 
sind auf Rotationsflichen abwickelbar, deren geodiitische Curven zwei 
verschiedene infinitesimale Transformationen gestatten. Auf diese in- 
teressante Fliichenfamilie kommen wir spiiter wieder zuriick. 


Absehnitt IT. 


Flichen, deren geodiitische Curven mehrere infinitesimale Trans- 
formationen gestatten. 


Wenn eine gewohnliche Differentialgleichung zwischen x und y 
mehrere unabhiingige infinitesimale Transformationen 
du = §,(x, y)dt,, dy = 9, (v7, y) Ot; --- dx = §,0t,, dy = 9,0, 
gestattet, so bestehen zwischen den & und » gewisse Differential- 
relationen, die wir jetzt entwickeln werden, indem wir uns dabei auf 
den fiir uns allein wichtigen Fall beschrinken, dass die betreffende 


i Differentialgleichung von der zweiten Ordnung ist. Dabei benutzen wir 
lich den Ausdruck 


_ 5 Gf af 
(31) Bif = & Ge + % ay 
als Symbol der infinitesimalen Transformation 
(32) dx=—§&.0t, dy= xy, St. 


Die Berechtigung dieser (von mir schon in einer Reihe von Abhand- 
lungen angewandten) Ausdrucksweise beruht darauf, dass bei Ein- 
itig fiihrung neuer Variabeln 2 und y’ einerseits die infinitesimale Trans- 
irch formation die Form 

Oa = Bx -dt, dy = By - dt 

annimmt, andererseits der Ausdruck B,f die entsprechende Form 


be- 
id d , d 
eich Bif = Bux £6 + Buy - af 
aan erhilt, was wieder heisst, dass & und », in derselben Weise trans- 
ver- 


formirt werden in der Gleichung (31) wie in den Gleichungen (32). 

Wir fiigen die Bemerkung hinzu, dass r infinitesimale Trans- 
eas formationen B,f, B,f,---, B,f nach unserer friher eingefiihrten 
Terminologie unabhiingig sind, wenn keine lineare Relation mit con- 
stanten Coefficienten von der Form 


= 0, > Byf+ OB f+-+-++¢Bf=0 
rthe identisch stattfindet. 


Mathematische Annalen. XX. 
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14. Setzen wir 
Lyf=' sot go +6 Sf, 
Inf = b Go +m Go + & a, 
Inf = §, 30 + Go +6 $f 


und lassen dabei vorliiufig die Gréssen &, y, und & beliebige Functionen 
der drei Variabeln xyz bezeichnen, setzen wir ferner wie gewdhnlich 


L; (Li(f)) — Lx (La(f)) = (LiL), 
so lehrt die sogenannte Jacobische Identitiit, dass die Gleichung 
((L,L,)L,) + ((L, 13) L,) + (ZL) Lp) = 0 


identisch stattfindet. Wir setzen dies Theorem, das in jedem nicht 
zu knappen Werke*) iiber partielle Differentialgleichungen 1. O. be- 
wiesen wird, als bekannt voraus, 

Vermége dieses Satzes liisst sich nun zeigen, dass, wenn eine 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 


y= v(ayy) 
zwei vorgelegte infinitesimale Transformationen , 


Byf = & (x, y) i + ny (a, 9) iv 


B,f = & (x, y) sf + 1 (%, y) a 


zulisst, sich eine dritte von ihnen unabhingige oder abhiingige infini- 
tesimale Transformation angeben lisst, welche die Gleichung y” = y 
ebenfalls gestattet. Um dies zu beweisen, setzen wir 


Af= So+y Sot gi iy 
makaaciese r) 


By f = &, aC ten a + & a5 


wobei wir die Ausdriicke 


dn; dn dé; dé; , 
a (su zt )— pe (¢ = 1, 2) 


*) Vergleiche z. B. Imschenetzky’s verdienstvolles Werk: Sur l’inte- 
gration des équations aux dérivées partielles du premier ordre, traduit pas 
J. Hoiiel, Paris 1869; p. 53—55. 
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wie in Nummer | zur Abkiirzung mit §; bezeichnet haben. Sodann 
bilden wir die Jacobische Identitat 


(38) ((4’B,) By) + (By BY) 4) +B, 4) B/) = 0 


Da die Gleichung y” = w die beiden infinitesimalen Transformationen 
B,f und B,f gestatten soll, so bestehen (Satz 4) Relationen der Form: 


(A’ By’) = 4, (zyy)- AT, 

(A’B,’) = 4,(ryy)- ATF, 
und also kommt durch Substitution dieser Werthe in (33) 
(34) (By By) A’) = (Bya, — BY) A'(f) = A(wyy) AP. 


Nun aber ist 
, , d d i i d 
(By By) =(B, &. —B,8,) + (Bi %.— Brn) 3h + (B,'& — B,’§;) a 


yw , , d 
—B,(B,(f)) —B,(B,(f) + (Bi & —By 6) 45 
und dabei hingen die beiden Gréssen 
B,&,— B,§, und Byy, — By, 


nur von 2 und yab. Daher zeigt die Gleichung (34) nach dem Satze 
4, dass die Differentialgleichung y” = w zugleich diejenige infinitesimale 
Transformation gestattet, deren Symbol ist: 


B, (B,(f)) — B,(B, (f)) = (By& — Be &) 45 + Byn—Byn) 40. 


Wenden wir daher wiederum den abgekiirzten Ausdruck (B,B,) an, 
so kénnen wir den folgenden fundamentalen Satz aussprechen: 

Satz 9. Gestattet die Differentialgleichung y” = (x,y, y') die 
beiden infinitesimalen Transformationen B,f und B,f, so gestattet sie 
ebenfalls diejenige Transformation, deren Symbol (B,B,) ist.*) 

Ist nun die neue infinitesimale Transformation (B,B,), die wir 
kurzweg mit B,f bezeichnen, von B,f und B,f unabhingig, so sind 
(B,B;,) und (B,B,) wiederum infinitesimale Transformationen, die 
moglicherweise von B,f, B,f und B,f unabhingig sind, und dabei 
jedenfalls die Gleichung y” = y in sich iiberfiihren. In dieser Weise 
kann man nun weitergehen. Gestattet y’ —y nur eine begrenzte 


*) In meiner Theorie der Transformationsgruppen beweise ich den allge- 
meineren Satz, dass eine Transformationsgruppe, welche die beiden infinitesimalen 





Transformationen B,f und B,f enthilt, immer die durch ihre Z ensetzung 
entstandene Transformation (B,B,) enthalt. Hier kann ich mich auf den im Texte 
bewiesenen Specialfall meines Satzes beschriinken. 


26* 
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Anzahl*) unabhingiger infinitesimaler Transformationen; so muss 
man zuletzt zu einem Ausdrucke (B; B,) kommen, der sich als Summe 
der friiher gefundenen B,f, multiplicirt mit Constanten ausdriickt. Wir 
kénnen daher den folgenden Satz aufstellen. 

Satz 10. Gestattet eine Differentialgleichung zweiter Ordnung r 
und nicht mehrere unahdngige infinitesimale Transformationen B,f - - 
-+ B,f, so driickt jedes (B;B,) sich als Summe der B,f multiplicirt 


r(r — 1) 


mit Constanten aus, das heisst es bestehen — + Relationen der Form 


(BB) = > ce Bef. 
s=1 

15. Unter den r infinitesimalen Transformationen B,f, welche 
eine vorgelegte Differentialgleichung y” — yw gestattet, nehmen wir 
eine beliebige heraus , etwa B,f; alsdann ist es, behaupten wir, immer 
mdglich + — 1 solehe, nicht siimmtlich verschwindende Constanten 
A,---4, zu wihlen, dass die infinitesimale Transformation 

Bf =1,B,f +---+4,B-f 
eine Relation von der Form 
(B, B) = aBf+ o,B,f (@; = Const.) 

befriedigt. Zum Beweise bilden wir die Gleichung 


(B,B) — (2, 5'aB.1) as Da, B) = Dy > met, 


as Bs Bf > Airis; 


s=1 t=2 
welche zeigt, dass unsere Forderung durch die r Relationen 
Chap be A C4343 + ++ + rp dr = @, 
Craadg + Cig243 ++ + Credr = Wy, 
Chaz ho + Cygn43 + +++ + Cyrg dr = @Ag, 


Cyarhg + grds t+ + + red, = @4,, 
ausgedriickt wird. Und da diese Gleichungen immer durch Werthe 


*) In meiner Theorie der Transformationsgruppen beweise ich, dass eine 
Differentialgleichung zwischen zwei Variabeln 


Flayy y” --- y)=0 
nie eine unbegrenzte Anzahl unabhiingiger infinitesimaler Transformationen ge- 
stattet. Hieraus folgt dann insbesondere, dass die geodiitischen Curven einer 


Fliche nur eine begrenzte Anzahl infinitesimaler Transformationen gestatten 
kdnnen, 
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der 4, befriedigt werden, die nicht simmtlich verschwinden, so kénnen 
wir, wie oben behauptet wurde, den folgenden Satz aufstellen: 

Satz 11. Stehen r unabhiingige infinitesimale Transformationen 
Bf --+B,f paarweise in der Beziehung 


(BBr) = >) cies Bef, 
sl 


so ist es, wenn wir eine beliebige unter diesen Transformationen, etwa 
B,f, wihlen, immer miglich r — 1 solche Constante 4, - - - 4, zu bestim- 
men, dass der Ausdruch 
Bf =A,B,f +--+ +4,B,f 
eine Relation der Form 
(BB) = oBf + o, Bf, 
wo o und w, constant sind, befriedigt. 
Und als Corollar fliesst hieraus der folgende Satz, der fiir die 
Entwicklungen dieses Abschnittes die Grundlage bildet. 
Satz 12. Gestattet eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 
y’ =v(a,y,y') r unabhiingige infinitesimale Transformationen B, f---B,f, 
so ist es immer méglich einen Ausdruck 
Bf= A, Byf+ +++ $A, Bf 
mit constanten Coefficienten A, zu bilden, der z. B. zu B,f in der durch 
die Gleichung 
(B, B) = a B(f) + @,B,(f) (@; = Const.) 
ausgedriickten Beziehung steht. 
§ 5. 
Flachen, deren geoditische Curven mehrere conforme infinitesimale 
Transformationen gestatten. 


16. Gestatten die geodiitischen Curven einer Fliche, deren Bogen- 
element die Form 
ds? = eda dy 
besitzt, mehrere conforme infinitesimale Transformationen 
PR if if 
Byf = &(2) Gh + my) Go, 


so kann man nach dem Vorangehenden unter ihnen immer zwei, etwa 
Bf und B,f, wihlen, die durch eine Gleichung der Form 


B, (B,(f)) — B, (B,(f)) = 0, B, f+ o,B,f 
verbunden sind. Dabei kénnen wir von dem Falle absehen, dass die 
beiden Constanten w, und @, gleichzeitig verschwinden. Denn in 
diesem Falle bestinden Relationen der Form: 
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dé dy dy 
E = KS ab 0, 2 eae 


sodass die Gréssen &, und t (und ebenfalls die Gréssen y, und y,) im 
constanten Verhiltnisse stehen wiirden: 

&,=aé, (a = Const.). 
Dann aber gestatteten die geodatischen Curven unserer Fliche eine 
infinitesimale Transformation 


B,f — aB,f = (&, — a&,) ae + (% — a) sf, 


deren €, niimlich die Grésse §, — a&, identisch verschwiinde, und dann 
wiire unsere Fliche (Nr. 7) developpabel. Wir kénnen daher, indem 
wir von den developpablen Flichen absehen, immer ohne Beschrinkung 


annehmen, dass z. B. die Constante @, von Null verschieden ist. 
Setzen wir dann 


B/f=o,B,f+o,B,f, Bf= = B,f, 
so ist 
(By By) = (B, B,) = 0, B,f + o,B,f = By f. 

Wenn daher die geoditischen Curven einer nicht developpablen 
Fliche mehrere conforme infinitesimale Transformationen gestatten, so 
kénnen wir immer unter ihnen zwei wihlen, etwa B,’f und B,’f, oder 
kurz B,f und B,f, die in der Beziehung (B, B,) = B,f stehen. Dieses 
vorausgesetzt, kénnen wir nach den Entwickelungen der *Nummer 7 
immer annehmen, dass die Variabeln x und y derart gewiihlt sind, dass 
—, = 1, 4, = 1 sind und dass B,f in Folge dessen die Form 


ee eS 
annimmt, wihrend e” die Form 
e” = e**O(x — y) 
besitzt. Alsdann zerlegt die Gleichung (B, B,) = B,f sich in die beiden 


dg, ane __ 

ae) Go: 

sodass § und », die Werthe &, = «+ a, », = y + b besitzen. Ueber- 

dies kann man durch Einfiihrung von 2+ a als neues x und von 

y +} als neues y erreichen, dass 

&2=%, h=y 

wird. . : 
Es handelt sich jetzt also darum das Bogenelement e” = e** 0 (x— y) 

in allgemeinster Weise zu bestimmen derart, dass die geoditischen 

eo v0 betreffenden Fliche ausser der infinitesimalen Transformation 


+56 F noch die Transformation x — st + y- 3 gestatten. Wir 
aii ie in die Gleichung (6): 
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dw 
oe 4 at 4 ge dx +7 a ee 
die Werthe § = x, y = y einsetzen, und finden so die Relation 
dw dw 
da TY dy 
Nun aber hat w die Form 
w==axz-+ log O(x — y), 


-=<= B— 2 = m = Const. 


und also wird 
—yO@—y) 
O(“ — y) 
so dass @ gleich Null ist, wihrend © die Form A(x — y)” besitzt. 
Hierdurch erhalten wir den Satz: 
Satz 13. Die Rotationsflichen, deren Bogenelement die Form 


ds? = (x — y)"da dy 


Gx + is 


= mM, 


besitet, und die auf sie abwickelbaren Flichen sind die einzigen Flichen, 
deren geoddtische Curven mehrere conforme infinitesimale Transformationen 
gestatten. 

Die hiermit definirte interessante Flichenfamilie gestattet eine 
sehr schéne geometrische Definition, wie ich in der letzten Nummer 
dieses Paragraphen im Anschlusse an bekannte Untersuchungen von 
Weingarten und Dini zeigen werde. 

17. Jetzt fragen wir nach allen Flichen, deren geodiitischen 
Curven mehr als zwei conforme Transformationen gestatten. Das Bogen- 
element der betreffenden Flichen hat nach dem Vorangehenden jeden- 
falls die Form 

ds? = (x — y)"da dy. 
Zur niheren Bestimmung der Constante m substituiren wir in die 
Gleichung (6) den Werth ev = (# -—— y)”, und erhalten so die Relation 


oe oy : + =% -(§ — 4) = B = Const. 


Durch successive fore derselben hinsichtlich x und y folgt 
die Gleichung 
d d 
etm — See) 0, 


79 


oder da die Annahme m==0 nur developpable Flachen liefert, und somit 
ausgeschlossen werden kann, die iiquivalente Gleichung 


dé dyn 2 og 
ate sxe Oars, 
die mit der niachstvorangehenden Gleichung ‘verbunden , die Relation 


mt? g_q)—a 


a—y 
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liefert. Ist nun m-+ 2 von Null verschieden, so haben — und " die 
lineare Form hinsichtlich x und y: 


E=ar+b, n=cy+t+d. 
Bezeichnet man die betreffende infinitesimale Transformation 


(ax +) Go + (cy +a “f 
mit B,f und erinnert sich dabei, dass B,f und lore die Form 


—_ if af if 
Bf =- + of +y rs 


dx dy’ 
haben, so ergiebt sich, dass die geodiitischen Curven unserer Fliche 
eine infinitesimale Transformation, nimlich 


B,f — a B,f— bByf, 
gestatten, deren & gleich Null ist. Die Annahme m + 2 = 0 liefert 
somit (Nr. 7) nur developpable Flichen. Es bleibt daher nur die An- 


nahme m + 2 =), die bekanntlich auf die Flachen constanter Kriim- 
mung fiihrt. Dies giebt den Satz: 


Satz 14. Wenn die geodiitischen Curven einer Fliiche mehr als 
zwei conforme infinitesimale Transformationen gestatten, so hat die 
Fliche constante Kriimmung. Ihr Bogenelement hat die Form 


Bf =x 


ds? = (« — y)-*dzdy, 
und die dret zugehdrigen conformen infinitesimalen Transformationen 
sind die — 


df a Sf df = af df 
5 + dy? pee: dy’ +y° dy 


18. Diejenigen im phendhti betrachteten Fliichen, deren 
geoditische Curven zwei und nur zwei conforme infinitesimale Trans- 
formationen gestatten, lassen sich in einer anderen merkwiirdigen 
Weise definiren. Nach Weingarten’s bekannten Untersuchungen 
(Journal fiir die reine und angew. Math. Bd. 59) iiber Flichen, deren 
Kriimmungshalbmesser 9, @ durch eine Relation 


¢ =f(e) 
verkniipft sind, kénnen niimlich die Centraflichen dieser letzten 
Flichen auf Rotationsflichen abgewickelt werden, Das Bogenelement 


der betreffenden Centraflichen besitzt in der That die fiir Rotations- 
flachen charakteristische Form 


dg 
(35) ds? = dg? + ¢ ‘Je=e dv’, 


Ich will nun mit Dini insbesondere annehmen, die Relation 9’ —/(¢@) 
sage aus, dass g und 9’ im constanten Verhiltnisse stehen, dass also 
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o =ke (k == Const.) 
ist. In diesem speciellen Falle geht die Gleichung (35) tiber in 
2 
ds? == dg? + 9 ~*dv? 
oder in 


ds? = ood? a av] : 
Setzen wir daher 
1 1 
, odo + idv = dé, ode —idv =dy 
. 
ode ¥ . 
“= f+ iv, —— of '—iv=a, 
so wird: 
2 


2 

(36) dst = (*F=*)F E49) * aban, 
wobei die Fille k = 1, und k = 0 ausgeschlossen sind. Setzt man hier 

E=—2, n=—y, — : =m 
und sieht dabei von einen unwesentlichen constanten Factor ab, so 
geht die Formel (36) iiber in die friiher betrachtete Gleichung 

ds* == ( — y)"dz dy, 

wobei m alle méglichen endlichen constanten Werthe mit Ausnahme 
von —2 annchmen kann. Hiermit ist der folgende schéne Satz er- 
wiesen : 

Satz 15. Fldchen, deren geodiitische Curven zwei und nur zwei 
conforme infinitesimale Transformationen gestatten, lassen sich auch de- 
finiren als Centraflichen von Flichen, deren Hawptkriimmungshalbmesser 
in constantem Verhiiltnisse stehen. 

Wir zeigen spiiter, dass die Annahme, dass k = — 2 und also 
m == 1 ist, ganz besonders bemerkenswerth ist. In diesem Falle ge- 
statten die geoditischen Curven der betreffenden Centralfliiche ausser 
den beiden schon besprochenen conformen infinitesimalen Transfor- 
mationen noch ein dritte infinitesimale Transformation, die nicht con- 
form ist. 

§ 6. 


Flachen, die sowohl der ersten wie der zweiten Flachenclasse angehéren. 


In diesem Paragraphen bestimmen wir das Bogenelement aller 
Flichen, deren geodiitische Curven zwei (oder noch mehrere) infini- 
tesimale Transformationen gestatten, unter denen eine die Form 


g(x) 46 + ny) 45 
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aufweist, wihrend eine andere die Form 





d bie? a ad 


besitzt. Die betreffenden Flichen gehéren somit gleichzeitig unserer 
ersten und zweiten Flachenclasse an. 


19, Da die gesuchten Flichen der zweiten Flaichenclasse angehdren 
sollen, so kénnen wir 


w=y + (2) 
setzen, und dabei soll es méglich sein, solche durch die Gleichungen 
y= Y(y), « = X(a#) 
bestimmten, neue Variabelen x, y einzufiihren, dass e” die Form 
ev = e* V(x —y) (a = Const.) 
annimmt. Dies giebt die Bedingungsgleichung 
[¥ + (X)] ¥’(y) X’(a) = ¥(e— y) = W, 
wobei W die Relation 
at Wy =—aW 
erfiillt. Setzen wir daher 
X' = f(x), O(X)X' = F(x), 


so erhalten wir zur Bestimmung der drei unbekannten Functionen Y, 
f und F die Relation: 


i , ’ =F , , = 

ae YYP+ YP) + (YY + YP) =a(¥¥f+ YP) 
oder die fiquivalente: 
(37) YY’f + YR'+(YY"+ Y?—aYY’)f+(Y"—aY’)F=0. 

Wir geben zuerst die allgemeinste Lésung der Functionalgleichung 
(37) und bestimmen daher zuniichst alle Flichen, deren Bogenelement 
sowohl die Form ev = e** ¥(a — y) wie die Form ec” —y + (z’) 
erhalten kann. Durch Particularisation der gefundenen Lésung erhiilt 
man sodann alle Flachen, die sowohl der ersten als der zweiten Classe 
angehéren, Wir zeigen spiter (Note 1), dass auch die allgemeine 
Lésung von (37) Interesse darbietet. 


Bestiinde keine oder nur eine lineare homogene Relation mit con- 
stanten Coefficienten zwischen f’, F’, f und F, etwa: 


(38) Af + BF’ + Cf+ DF=90, 
so verschwinde jedenfalls ein Ausdruck der Form Y’ (a + 6 Y), sodass 
Y constant sein miisste, was indess mit der Gleichung y’ = Y im 


Widerspruche steht. Also finden jedenfalls zwei Relationen der Form 
(38) statt. Dabei bemerken wir, dass f und F nicht im constanten 
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Verhiltnisse stehen kénnen, indem das Bogenelement ce” = y'f+ F 
sonst einer developpablen Fliche entspriche, und dieser Ausnahmefall 
von uns immer ausgeschlossen wird. Hieraus folgt, dass nicht mehr 
als zwei unabhingige Relationen der Form (38) stattfinden kénnen, 
indem sich sonst immer eine Gleichung der Form Cf + DF = 0 her- 
leiten liesse. 

In dieser Weise erkennen wir die Existenz zweier Relationen 


der Form 
f=ef+ pF, F’=7f+oF. 
Durch Einfiihrung dieser Werthe in (37) kommt: 
(39) pipe Y’?+(«@—a)YY'’+yY'=0, 
Y"+ BYY'+(é—a) Y’ =0, 
woraus durch Elimination von Y” 
Y?+yY'+(a—0)YY'—£fY?Y'’=0 
oder da Y’ von Null verschieden ist: 
Y'+y+(a—0)Y—fpY?=0. 
Durch Differentiation kommt 
Y” + (@— 0) Y’—2p6YY'=0 
und durch Vergleichung mit (39) folgt 
a—d=d—a, a=2d—a, p=0. 
Bei der weiteren Discussion werden wir die beiden Fille é Zz a 
und d =e getrennt behandeln. 
20. Sei zuniachst 0 Z a. Alsdann werden die drei Gleichungen 
(40). f—ef, F=yftoF, Y's(@-aY—y 


in allgemeinster Weise befriedigt, wenn man setzt 


(41) f= Ber, F= Me*+ 7 


ee", 


Y= zt> + A eld—a)y, 


Die entsprechende Form des Bogenelementes ist: 
(42) eo = e@0—-m2/ 42 B(d — a) eC-au-2 4. 4 M(d—a)e?-a-2)], 


sodass die betreffenden Flichen wirklich, wie vorauszusehen war, 
unserer ersten Flichenclasse angehéren. Um zu entscheiden, -ob sie 
zugleich der zweiten Classe angehéren, kehren wir zu den Variabeln 
«,y zuriick, indem wir setzen: 


da’ , , 
1g ~X =f= Be, y=. 


Ist dabei « 2 0, so wird 
’ 
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, B 
I= 
a 


ewe + It, et? = a (a —k) 


B 
und 
. e F(x) , M eS y 
oder 
Ml J—a Jd—a 
fee MeV e po ge y 
wm¥yt+e(s)° @-)* +4, 


oder endlich durch Einfiihrung dreier neuer Constanten a, b und « 
e = y +a(e —kt+b. 
Es fragt sich (Satz 8), ob die Grosse 
a(v’ — ky + b, 
die wir in Uebereinstimmung mit dem im citirten Satze angewandten 
Symbole mit F’ = te bezeichnen werden, durch passende Particulari- 
sation der Constanten die Differentialgleichung 
(2°? — 6ex' + K)F” + (32 — 6c) F” =0 


befriedigt. Indem wir von der, nur developpable Flichen liefernden 
Annahme: ¢=0 absehen, ist hierzu, wie wir finden, erforderlich 
und hinreichend, dass 


gan— +, cask, Kum — 4}? 


sind. Unser Bogenelement erhilt also die Form 


1 
ew = y + a(x —k) 74 5, 
oder wenn wir ik = b = () setzen, was erlaubt ist, die aquivalente Form 


1 
e=ytaz * 


Die entsprechende infinitesimale Transformation 


~: @ a ee 
E(x’) gh + ala'y) gh 


hat nach Satz (8) die Form § = 22'?, » = 2’ y' + F(z’), wo die Grosse 
1 


F (#’) = 2ax’* + L die Gleichung 

2a/2?F” —a7’F’+F—=1 
befriedigen soll, sodass die Integrationsconstante L gleich Null ist. 
Ausser der hiermit bestimmten infinitesimalen Transformation 
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gestatten die geoditischen Curven unserer Fliche noch eine Trans- 
formation und zwar die conforme infinitesimale Transformation *) 
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i -_ 
pat OF ie 
“2 aa ¥ ay”? 
1 

indem die Werthe § = 22°, n—=—y', ec” =y+axz * die Glei- 
chung (6 

g (6) dé dyn +£ dw’ aw Const 

— ay” ax + dy” = Vonst. 


identisch erfiillen. 
Fiihren wir die Grésse //x’ = x” als neues & ein, so erhiilt unser 
Bogenelement die bemerkenswerthe Form 
en ay’ + a™), 
die hinsichtlich 2’ und y” = y' symmetrisch ist. Zu den friiher ge- 
fundenen infinitesimalen Transformationen, die in den neuen Variabeln 
die Form 


” d "wo ” d 
Bf = x . + + («# “y + 2a0") 31, 


aay ” _df LS od ” df 
B,f = « dx” Y “ay” 


besitzen, kénnen wir wegen der Symmetrie des Bogenelementes hin- 
sichtlich 2” und y” die dritte Transformation 


” "4 ” d a d 
Bef = (ey? + 2ay’) gi +9"? ae 


fiigen. Zwischen ihnen bestehen, wie man durch Ausfiihrung findet, 
die Relationen 
(B, B,) = —2B,, (B,B;)=—2B;, (B,B;) = 4a,B,. 
Wir beweisen spiiter, dass die hiermit bestimmten drei infinitesimalen 
Transformationen die einzigen sind, welche die geodiitischen Curven 
unserer Flachen in sich iiberfiihren. 
Setzen wir 
ey df 
: Bf + Bf=et gh taf, 
so ist 
dg dy > 
dy” Zz 0, “da” < 0, 
sodass unsere Fliichen auch der dritten Fliichenclasse angehéren. 


*) Wir haben friiher gefunden, dass die Grésse «= 2—s gleich — ; ist, 


und dass daher 28 — a =0 ist. Also zeigt Formel (42), dass unsere Fliichen auf 
eine Rotationsfliche abwickelbar sind. 

**) Flichen mit dem Bogenelemente ds* = (wy + a)dady haben nur wenn 
a verschwindet, eine constante Kriimmung, und sind dann gleichzeitig develop- 
pabel, Ist a von Null verschieden, so kann man ohne wesentliche Beschrinkung 
= 1 setzen. 
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Diejenigen Fliichen, deren Bogenelement die Form 


ew =2zy+a setzel 
besitzt, gestatten drei unabhdngige infinitesimale Transformationen. Sie 
gehiren gleichzeitig der ersten, der zweiten und der dritien Fliichen- zeigt 
classe an. zu el 
Ich will jetzt annehmen, dass a =O ist, wahrend d von Null wir 2 
verschieden ist; die Differentialgleichungen (40) 
f=0, F =7f+eéF, Y’=dY—y esies 
werden dann in allgemeinster Weise befriedigt, wenn wir 
f=B, F=Mer—*4?, Yo™ 4 Ae und 
setzen. Die entsprechende Form des Bogenelementes alee 
ev = 2 { 42 Bd 290-2) 4+. A MS eiv-»} 
ist, wie wir sehen, nur ein specieller Fall der Formel (42). Um zu oder 
entscheiden, ob die betreffenden Flichen zu der zweiten Classe ge- 
héren, kehren wir zu den urspriinglichen Variabeln x’, y' zuriick, Es { 
indem wir F 
dx’ , , 
setzen. Alsdann wird Bx = x — k, und 
, , F , M i 
way pO ay 4 Bert a 
oder : 
- Di die 
w=y¥+>5 e* —t 
oder endlich durch Einfiihrung dreier neuer Constanten a, b und «: oe 
ew = y +ae* +b. en 
Es fragt sich (Satz 8) ob die Grésse 
die Differentialgleichung 
(22°? — 6ex' + K)F” + (32 — 6c) F” =0 a 
nach einer passenden Particularisation der Constanten befriedigt. Dies 
ist, wie wir finden, nur der Fall, wenn a=O ist. Die Annahme a 
«=0, 820 liefert daher jedenfalls nur developpable Fliichen, welche a 
gleichzeitig der ersten und der zweiten Classe angehiren. sie 
21. Ich will ferner annehmen, dass « = 0 ist und dass sie beide liel 
von Null verschieden sind. Dann werden die Gleichungen (40) 
f=ef, F=yf+eF, Y'=—y 





in allgemeinster Weise befriedigt, wenn wir 
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f= Be, F=yBee*+ Det, Y=—yyt+E 
setzen. Die entsprechende Form des Bogenelementes 

ev =e {y B(x — y) + EB+ D} 
zeigt, dass unsere Flichen wirklich der ersten Classe angehéren. Um 


zu entscheiden, ob sie ebenfalls zu der zweiten Classe gehéren, kehren 
wir zu den urspriinglichen Variabeln 2’, y’ zuriick, indem wir 


4g ~ Bet, ym 
setzen. Dann wird 
, ay 1 (a’ — k) 
" x — ko — e*, “= — log “Fr 
und 


, , F , D 
my pa my terete 





oder 4 

ew == yf + t log a8 + 2 
oder endlich durch Einfiihrung zweier neuen Constanten a und b: 

e =y +a log (x —k) +b. 
Es fragt sich (Satz 8), ob die Grésse 
a log (&” —k)+b=F’ 
die Differentialgleichung 
(2a? — 6ex’ + K)F” + (32° — 6c) F” = 0 

fiir passende Werthe der Constanten befriedigt. Man sieht durch Aus- 


fiihrung, dass dies nur geschieht, wenn a = 0 ist, das heisst wenn 
die betreffenden Flachen developpabel sind. 


Die Annahme 6 = «20 liefert somit nur developpable Flichen, 


welche gleichzeitig der ersten und der zweiten Classe angehoren. 
22. Es bleibt jetzt nur noch die Annahme zu erledigen, dass 
«== 6-0 ist, Dann werden die Gleichungen (40): 


f=0, F=7f, Y'=—y 
in allgemeinster Weise befriedigt, wenn wir 
f=B, F=yBe+C, =—rvy+D 


setzen. Die entsprechende Form des Bogenelementes 
ev = yB(e—y)+BD+C 

zeigt, dass unsere Fliichen auf Rotationsflichen abwickelbar sind, und 
dass sie somit der ersten Classe angehéren. Um zu entscheiden, ob 
sie ebenfalls der zweiten Classe angehéren, kehren wir zu den urspriing- 
lichen Variabeln 2’, y’ zuriick, indem wir 

m3, yar 
Dann wird z — k= Bx und 





setzen. 
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, ’ F , Cc 
omy po my tyet y, 


oder 
‘ , , Cc 
wmy¥y te e—h+ 3, 
oder endlich durch Einfiihrung zweier neuer Constanten a und b 


ew=y+axr+bd. 
Nun aber verificirt man leicht, dass die Grésse az’ +b=—F 
der Differentialgleichung 


(22? — ea + K) F” + (32 — 6c) F” =0 

nicht geniigt, ausser wenn a = 0 ist. 

Die Annahme 0 = a =O liefert daher nur developpable Fliichen. 

Wir resumiren die obenstehenden Entwickelungen im folgenden 
Satze: 

Satz 16. Gestatten die geoditischen Curven einer Fliiche eine 
conforme infinitesimale Transformation und daneben eine Transfor- 
mation der Form 


d d d 


so kann das entsprechende Bogenelement auf die Form 
a 
ew == 4 
y + Va ? 
oder auf die dquivalente Form 


ev =azy+a 

gebracht werden. Die betreffenden Flichen gehiren nicht allein der 
ersten und der zweiten, sondern zugleich der dritten Fliichenclasse an. 

Es giebt indess, haben wir gefunden, noch weitere Flichen- 
familien, deren Bogenelement sowohl die Form e” =y(«%-+-y)+¥ (a—y) 
wie die Form e” = y' + ®(2’) erhalten kann. 

23. Jetzt suchen wir alle Flachen, deren geodiitische Curven zwei 
oder noch mehrere infinitesimale Transformationen der Form 


1 d dn, 
§. (x) sf + Hx(xy) af ? 20 


gestatten. fiir jede solche Flaiche kénnen wir 


’ d 
e=yt Fa), GH’, Ya 


setzen. Wir werden zuniichst zeigen, dass Y(y) eine Constante sein 
muss. Fiihren wir eine neve Variable y’ ein, indem wir 


dy =VYdy 
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setzen, so soll der Ausdruck e” = e” ay die Form y'y(x) + O(z) 
annehmen: 
(y+ F) 5% =y' 9@) + 0). 
Setzen wir daher: 
= =y7, . =, y= Y,(y), 
so kommt durch Differentiation 


d , d , 
ay (iN) b+ ae (Yi) - Y= 1, 


und wenn man hier der Variable y’ successiv verschiedene constante 
Werthe ertheilt, so erhilt man jedenfalls eine Relation der Form 
ay+bY¥ =—1. 
Bestiinden nun mehrere solche Relationen, so miissten y(#) und 
Y(x) im constanten Verhiltnisse stehen, und die betreffenden Flaichen 


in Folge dessen developpabel sein. Sehen wir daher von den deve- 
loppablen Flichen ab, so kénnen wir 


d - ’ d , 
dy (Y, Y,') =a, dy (Y,') =6 
und 


Y,Y;=ay+a,, Y;=—by +4, 
und also 
, , dy 
y= Yrey +o, Gyre 
setzen. Hiermit ist erwiesen, dass die Grésse /Y und also auch Y 

constant ist. Und also wird 


dn sin alli ane d(ny — ng) 6, 


wo k eine Constante bezeichnet, sodass die geodiitischen Curven 
unserer Fliiche eine conforme infinitesimale Transformation, nimlich 


* 1 , a 
(&, — ké,) of + (m — kz) of 
gestatten. Dann aber kann das betreffende Bogenelement die Form 


ew=axy+ta 





Satz 17. Gestatten die geodiitischen Curven einer Fliiche zwei 
oder noch mehrere infinitesmale Transformationen von der Form 


df df d 
5(2) Ge tay) —Gy> ae 2% 
so kann das zugehirige Bogenelement immer die Form 


w= aya 
erhalten. 


Mathematische Annalen. XX. 



































Sopnus Ltr. 


§ 7. 
Flachen, die gleichzeitig der zweiten und der dritten Classe angehdren. 


In diesem Paragraphen bestimme ich das Bogenelement aller 
Flichen, die gleichzeitig meiner zweiten und meiner dritten Classe 
engehicen. 

Dieselben sind dadurch charakterisirt, dass ihre geodiitischen 
Curven eine infinitesimale Transformation der Form 

g(a) 9 + a(zy) $, S2>0 
und eine andere der Form : 
5(xy) ae - + n(ry) ts ’ > < 9, ze <* 
gestatten. 

23. Da die gesuchten Flaichen der zweiten Classe angehdéren 
sollen, so kann ihr Bogenelement die Form 

ev =y + O(z’) 
annehmen, und da sie gleichzeitig der dritten Classe angehdren sollen, 
so muss es méglich sein, solche neue Variable x und y einzufiihren, 
dass eine Relation der Form 


d d 
— a = v(x + y) + ¥(@ —y) 


stattfindet. Setzen wir 


ew = ew’ 


, ax’ . la’ 7 
7 = Y(y), qe = [(z), o a. sa F(a), 
so kommt 
YY’ f(z) + ¥'F(2) = v@+y)+¥(e—y), 
woraus: 


® _(YY' f(a) + YF) — —“ (yY'f+Y'F)=0 
aye (F YF) ))—- ja (YY ¢+Y¥'F)=0, 
oder entwickelt: 
(43) (¥¥"+3Y'Y")f+Y"F-—YY'f’—Y'F’=0. 

Wir geben zuerst die allgemeine Lésung dieser Functionalgleichung 
und bestimmen daher zuniichst alle Flichen, deren Bogenelement so- 
wohi die Form e” = y(a-+-y) + ¥(a—y), wie die Form e” = y+ (z’) 
erhalten kann. Durch Particularisation finden wir sodann alle Flichen, 
die sowohl der zweiten wie der dritten Classe angehéren. Wir zeigen 
spiter (Note 1.), dass auch die allgemeinere hier erledigte Frage ein 
wirkliches Interesse darbietet. 

Bestiinde in (43) keine oder nur eine lineare homogene Relation 
mit constanten Coefficienten zwischen /, F', f” und F” von der Form 
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(44) af+bF+cf"+dF” =0, 
so wire Y constant, was mit der Gleichung y’ = Y(y) im Wider- 
spruche steht. Bemerken wir nun ferner, dass mehr als zwei Rela- 
tionen der Form (44) nicht bestehen kénnen, indem f und F dann 
im constanten Verhiiltnisse stiinden und somit die betreffende Fliche 
developpabel wiire, so kénnen wir schliessen, dass sicher zwei Rela- 
tionen der Form 





(45) 
stattfinden. 
Durch Kinsetzung dieser Werthe in (43) folgt eine Gleichung, 

die sich in die beiden folgenden zerlegt: 

p¥y¥Y"+3Y'Y"+yYY'+aY’=0, 

{ Y"+daYY’ +£6Y' = 0. 
Durch Elimination von Y” folgt 

y’(3Y" —dY¥?+ (y—f) Y+ «)=0, 
woraus durch Division mit Y’ und Differentiation 

3Y¥” —20YY'+(y — 6) Y' =0, 

so dass durch Vergleichung mit (46, 2) hervorgeht, dass d= 0 


y = 46 ist. Die Gréssen f, F und Y werden hiernach bestimmt durch 
die Gleichungen 


é + af + pF=0, 
f’ + rf +3F =0 


(46) 


| f"=—46f, FP" ——af—6F, 


| y”=—pY—, 


(47) 


bei deren Integration verschiedene Fiille eintreten kénnen, 
24. Ich will zuniichst annehmen, dass B Z 0 ist. Alsdann werden 


die Gleichungen (47) in allgemeinster Weise befriedigt, wenn wir 
Y= — 38 + Gsin(y/B +), f= Lsin(2«< yp +4), 
F= ge LE sin(@Q2 6 + 4) + Msin (aVB + u) 


setzen. Die entsprechende Form von e” ist: 


e° = {GL sin (2a YB + 4) sin (y/B + 7) 
+M sin (VB + u)} cos (y/6 + 7), 


oder 
@? == Ss. sin (2a /B + 4) sin(2y WB + 2y) 
: + M cos w- sin x YB - cos (yVB + y) 
+ M sin w- cos x YB -cos (yVp + »), 


27* 
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Soravs Lre. 


und dabei sieht man unmittelbar, dass diese Grésse die Form w(a + y) 
+ W(x — y) erhalten kann. 

Um zu entscheiden, ob die entsprechenden Flichen der zweiten 
Classe angehéren, kehren wir zu den urspriinglichen Variabeln 2’, y’ 
zuriick, indem wir 


dx 
dx 


y = Y(y), = f = Lsin(22/p + &) 


setzen. Dies giebt: 


2 = — = cos (2x //B +Aa)+k 


und 
roe F(a) _ Msin (2 VB + w) ‘ 
ew = y + a y in de a? L siv (2aVB + 2) 
dz 


Um die Grésse « zwischen den beiden letzten Gleichungen zu 
eliminiren, setzen wir beiliufig 


a 
“VB + —— 
Alsdann erhalten die betreffenden Gleichungen die Form 
cos 22” = — 2 V6(e —h) 


m ? 
wnt + mae + waa” + d, 


wo a, b und d drei neue Constante sind. Driicken wir sin 2” und 
cos x” zuerst durch cos 22”, und sodann durch 2’ aus, so erhiilt e”’ 


die Form: 
1 


1 
e =o tale +A) >40(—2 +B) * +44 
und dabei bemerken wir, dass die Summe der Constanten A und B 


von Null verschieden ist. 
Es fragt sich (Satz 8), ob die Grésse 


1 1 
a,(z + A) *+b,(—2 +B) * +d, 
die wir nach der Ausdrucksweise des citirten Satzes mit F’(2’) be 
zeichnen, bei passender Particularisation der Constanten die Diffe- 
rentialgleichung 


(22'* — 6ea’ + K)F” + (82° — 6c) F” =0 
befriedigt. Schreiben wir diese Gleichung folgendermassen 


5 5 


F” 3 a(e’+A) ?+40,(—2 +B) ? = 3a —6e 


8 _ 8 ek. 2a”? —6ea’+K 
—a,(@’'4+A) > +b,(—a+B) * 
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Ly) und schaffen sodann die Irrationalitiiten des zweiten Nenners in der be- 
kannten Weise weg, so ergiebt sich, dass die Griésse 
iten ci pa 
sy ayb,(a + A) ® (—o + B) * {e+ 44 (—2 + BP} 
eine rationale Function von w sein muss, was, da A+ B von Null 
verschieden ist, das Verschwinden des Productes a,b, verlangt. Da- 
her muss entweder a, oder b, z. B. b, gleich Null sein, und somit 
das Bogenelement unserer I'lichen die Form 
1 
e=y +a (2et+b) *+4d, 
die wir schon in dem vorigen Paragraphen mehreremal trafen, besitzen. 
Dass die betreffenden Flichen wirklich sowohl der zweiten wie der 
dritten Classe angehéren, ist uns schon von friher bekannt. 
- 25. Sei jetzt 6 =O. Alsdann werden die Gleichungen 
f’=0, F’=—af, Y"=—<= 
in allgemeinster Weise erfiillt durch die Integralgleichungen 
(48) 
F= —4 2 no Se “2+ Cr+ D. 
wiih Setzen wir dabei voraus, dass A von Null verschieden ist, so 
a kénnen wir Ax + B= Ax” und also 
f=Az’, F=— as a3 + Cx + D, 
setzen, Das entsprechende Bogenelement 
d B 
A oF Se 
owt Aa" (— Gy +Bytr)— G2 +C,0" + Di (— y+) 
kann, wie man leicht verificirt, unmittelbar auf die Form 
v(a" + y) + ¥(2" — y) 
he gebracht werden. 
fe. Um zu entscheiden, ob die betreffenden Fliichen meiner zweiten 
Classe angehéren, kehren wir zu den urspriinglichen Variabeln zuriick, 
indem wir 
, dx’ 
y¥=YY), ge =f@) 
und also 
r| F ” , A Ue J 
jer = An’, ee Tar +tk 
: setzen. Dann wird 











Sornus Liz. 
2» ’ , F ) 
e=my t+ O@—yxyt Fa 
—y— Gat t Bey SG, 
oder durch Wegschaffung von x”, wenn wir gleichzeitig drei neue 
Constante a, b und d einfiihren: 


e—y tale —k)+b(¢ —b P42. 


Es fragt sich ob die Grosse 


1 
a(z —k)+ bia’ —k) * +4, 
die wir wie gewohnlich F’(x’) nennen, die Differentialgleichung 
(22°? — 6cx' + K) F” + (32 — 6c) F” =0 
durch passende Particularisation der Constanten befriedigt. Hierzu 


ist, finden wir, nothwendig, dass a verschwindet, so dass wir wiederum 
nur die Form 


1 
ey +b(2’—k) * +d 
erhalten. 


26. Ich will endlich annehmen, dass in den Integralgleichungen 
(48) die Grésse A verschwindet und dass also 


9 ’ eB .. . 
f=B, Y=—Gy¥t+byt+y, FH=—-“2+Cr4+D 
ist. Das entsprechende Bogenelement 


e = {B(—--y'* + By + v)—“S 2 + Co + Di(—- y + 8) 





kann auch jetzt auf die beiden Formen 
v=vrty+¥a—y), w=y¥ + Ov) 
gebracht werden. 
Um zu entscheiden, ob die betreffenden Flichen meiner zweiten 
Classe angehéren, kehren wir zu den urspriinglichen Variabeln 2’, y/ 
zuriick, indem wir 


da’ 


y= Y, ae = f(x) = B, z=Be+k 


setzen. Dann wird 


, ’ F , 9 
em tay —fettbete 
und 
ew=y +ar?+ ba +e. 
Es fragt sich, ob die Grosse ax? + ba’ +c, die wir wie ge- 
wohnlich mit F‘(z’) bezeichnen, die Differentialgleichung 
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(2a'? — Gea’ + K) F” + (32 — 6c) F” =0 


bei passender Particularisation der Constanten befriedigt. Hierzu ist, 
finden wir, erforderlich, dass a = b = 0 ist, und dass daher die be- 
treffenden Flichen developpabel sind. 

Wir fassen die vorangehenden Entwickelungen in folgendem Satze 
zusammen. 

Satz 18. Es giebt mehrere Familien von Fliichen, deren Bogen- 
element sowohl die Form ev = p(x + y) + V(x — y), wie die Form 
ec’ = y' + O(a’) erhalten kann. Verlangt man, dass dieselben sowohl 
meiner zweiten wie meiner dritten Classe angehdren sollen, so muss ihr 
Bogenelement die Form e” = xy + a erhalten kinnen. 

27. Die Entwickelungen dieses Paragraphen geben unmittelbar 
die Lésung einer anderen fiir uns wichtigen Frage. 

In der That, fragen wir nach allen Filichen, deren geodiitische 
Curven nicht allein eine infinitesimale Transformation der Form 


neue 


ierzu 
rum 


ry lf l d 
Byf=8(@) Gr tuey Ge. Ge zo, 


sondern zugleich eine Transformation der Form 
igen 


H af df d 
Bef =%(ay) Go + my) Go, 420 


D gestatten, so ist klar, dass die betreffenden Curven zugleich eine in- 
finitesimale Transformation der Form 
— ,__» Of df dé dy 
B) Bf + B,/ =& dx +} y dy’ dy 20, 7 0 
gestatten, und dass daher die aufgestellte Frage sich unter das in 
diesem Paragraphen erledigte Problem subsumirt. Hiermit erhalten 
wir also den Satz: 
; Satz 19. Sollen die geodiitischen Curven einer Fiche eine infini- 
iten tesimale Transformation der Form 
3 
df d 
(2) 66 + (zy) St, Sm 20 
und eine andere der Form 
d df dé, ~ 
E,(cy) i+ mW) Gr, GE 20 


gestatten, so muss thr. Bogenelement die Form ev = xy + a erhalten 
kénnen. 








~ Soraus Lie. 


§ 8. 
Flachen, die gleichzeitig der ersten und der dritten Classe angehéren. 


Indem ich mir jetzt die Aufgabe stelle, alle Fliichen zu fiyden, die 
gleichzeitig der ersten und der dritten Classe angehéren, kann ich 
von denjenigen friiher gefundenen Fliichen, die zugleich der zweiten 
Classe angehéren, absehen. Ebenfalls sehe ich vorliufig von denjenigen 
schon bestimmten Fliichen ab, deren Bogenelement die Form e” = (x — y)™ 
besitzt, und welche zwei conforme infinitesimale Transformationen 
gestatten. 

28. Ich suche also alle Fliichen, deren geodiitische Curven eine 
und nur eine conforme infinitesimale Transformation, etwa: 

> df d 
B f= of + ao 
und gleichzeitig eine oder mehrere Transformationen der Form: 


d l l U 
Ee(wy) 9 + nx(xy) aos 2 <% G20 


gestatten. Unter den letztgenannten Transformationen giebt es dann 
(Satz 12) jedenfalls eine, z. B. 


' Bf=' oo +04 


dx dy’ 
die mit B,f durch eine Relation der Form 
(49) B, (B,(f)) ~~ B,(B, (f)) = ¢B f+ ¢,B,/ 


mit den constanten Coefficienten c, und c, verbunden ist. Hier sind 
drei verschiedene Fille méglich. Der erste Fall ist, dass c, und ¢, 
beide gleich Null sind. Der zweite Fall ist, dass ¢, verschwindet, 
wahrend ¢, von Null verschieden ist; in diesem Falle kann man durch 


Einfiihrung von < B,f als neues B,f erreichen, dass die Relation (49) 


die Form 

B, (B,(f)) — B,(B,(/)) = Byf 
erhalt. Der dritte und letzte Fall ist, dass c, von Null verschieden 
ist; in diesem Falle fithren wir B,f + 2 B,f als neues B,f und 


ferner — B, f als neues B,f ein, und erreichen dadurch, dass die 
2 
Relation (49) die Form 


B,(B,(f)) — B, (B, (f) = Bf 
annimmt. 


29. Ich will annehmen, dass die zwischen B,f und B,f bestehende 
Relation die Form 
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B, (B,(f)) — B, (B,(f)) = eByf 
besitzt, wobei wir unentschieden lassen, ob die Constante ¢ gleich 
Null oder von Null verschieden ist. Unsere Bedingungsgleichung zer- 
legt sich in die beiden 

dé ag dn dn 

oT ‘dy ~ * da + dy 

die durch Integration und Wegwerfung der unwesentlichen Integrations- 
constanten die Formeln 


geben. Da die conforme infinitesimale Transformation B,f nach Voraus- 


setzung die Form $f “f besitzt, so hat das Bogenelement der 
5 dy ? 


= 6é, 


gesuchten Fliichen in wf Variabeln x und y die Form e”®=c**-4(a—y), 
wo @ eine Constante, 4(a—y) eine Function von 2 — y bezeichnet. 
Aber andererseits besteht nach (21) eine Gleichung der Form 


1é d 
X(a) dy a a= Fig) Gp 


die in die folgende iibergeht: 

— Xf’ («@—y) = e* A(a—y) = Yq'(w—y). 
Hieraus erhalt man, indem man mit K und ZL zwei Constanten be- 
zeichnet, die folgenden Werthe der Functionen X, Y,/f und 9: 


X= Ke**, Y= Le, 
Aa—y) = — Kf’ (e—y) = Leo g' (wy). 


Hiermit ist Alles zuriickgefiihrt auf die Bestimmung der Constanten 
e« und der Function 4. 
Wir fiihren neue Variable «’, y’ ein, indem wir vermége (21’) 


da =VX dx =YVK eda, dy=VY-dy=/L- e “dy 


setzen. Durch Integration kommt, wenn a von Null verschieden ist: 














a a 
ts 2” pe SEE * Ie 
a+p= he. 
oder wenn wir 2 + B=2", y +y=—y" setzen: 
— a ‘eal a 
” 2 K ch ” 2 L 2” 
pe VE 3 oe V ee 


a a 


und durch Auflésung: 
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Die Grésse e” wird bestimmt durch die Gleichungen: 
dx dy e? A(x—y) 


wo ~ 5 @+y 
ew == ev —, Bc POEM — en = u(x — y) 
dx dy VEL VEL 


(z—y) 





und erhilt daher in den neuen Variabeln 2’, y’ (oder x”, y”) die Form: 
4 2 VL ° a” a” 
lars ( log )=0 (2) =e 
OG 8 VK. y" ¥ (@), 
wo wir +, =@ gesetzt haben. Bemerken wir nun, dass 9 («.) 
: y 


sicher auf die Form »(x” + y”) + V(x" — y”) gebracht werden kann, 
so erhalten wir zur Bestimmung von 0 die partielle Differentialglei- 
chung a 

2 20 
(50) “dat ~ dy"? 
die wir in eine’ gewohnliche Differentialgleichung zwischen © und @ 
iiberfiihren werden. Es ist: 


== (), 


dO __ 1 #@0 i ee 
én” ly’ hw” ay” y? dw’ 
o-. .% 2 eo 2 xz” dO + xv’? &O 
dz’? yy’? dwt’? dy’? ~~ y"3 da y'* da’? 


und also erhalten wir durch Einsetzung in (50) die lineare Differen- 
tialgleichung 


ao do d do 
ar oe ee ee (1 — wet 
eee a a - , , 


deren allgemeine Lésung die Form 
1 
©=Mlg ®t iN 


besitzt. Setzen wir hier M—1, wie wir ohne Beschriinkung thun 
kénnen, und andererseits @ = <. » so wird: 
© = log (w” + y") — loge" —y) + N 
oder (§ 4, Formel (23’)) 
ew = log (2” + y") — log (2 —y")+ N= aay" 
Dabei sind die Gréssen §’ und x nach den Entwickelungen des soeben 
citirten Paragraphen bestimmt durch die Formeln: 
: x — av ,_ aU 


da” . — dy” ? 





welche 
F = (2 +y") log (a +y") + (#" —y’) log (2 —y") + Ny"+ Xi (#"), 
y= (x"+y") log (a +y") — (a —y’) log (a” —y”) + Na’+ Y,(y’) 


ergeben. 
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Zur Bestimmung der noch unbekannten Functionen X,(x”) und 


Y,(y”) benutzen wir die Gleichungen: : 
4 > d e d ” 
” B= ' 8 T= (fey) +2) 5 2 
rm: , dy’ U 
— =1 $f =n YF =(9@—w+en) Sy’ 


Die erste giebt durch Division mit 2”: 


SYP 4%) tog (14%) + (1-4) tog (1%) + 20g a” 4+ WY + “Fr 
ann, 


glei- =F (f@—y) + ex)=F Q(* “) + log —** ae 


und wenn der Grosse y, ein constanter Werth ertheilt wird, folgt: 


ad @ 2 log x” + 2) 


oder 


- log = + P (P= Const.) 


X, (@”) = (e—2) a” log x” + P,x”. (P, = Const.) 
Kine ganz analoge Rechnung giebt: 
¥, (y") = (e—2) y” log y” + Ry” - (Ry = Const.) 
eren- Indem wir jetzt zu den Bezeichnungen des Paragraphen 4 zuriick- 
kehren, finden wir 


” ” ” ” N ” ” 
= (a +y") log (a+ y")+ = @'+9"), 

” ” ” ” N ” ” 
= (#"—y’) log (@"—y")— = (@"—-y’), 
, N 


9? 


” ” ” N ” ” ” 
gp =lgat+y)+1+ >, O =log(@’—y)+1- 
thun 


id 1 , ” ” ” 
gq = a +y”? x’ = (e—2) x log x + Pix ? 
”" 1 ’ ¢ ” ” ” 
® ade ea a Y’ = (e—2)y" logy’ + Ry’. 


Diese Werthe setzen wir in die Fundamentalgleichung (27) ein und finden 
hierdurch eine nicht identische algebraische Relation zwischen x”, y’, 
eben log (a"-+-y"), log (w’—y"), log a’, logy’. 
Da eine solche Relation indess unmdéglich ist, so schliessen wir, dass 
die Annahme «20 keine Flache liefert, welche gleichzeitig meiner 
ersten und meiner dritten Classe angehdrt. 

Nichtsdestoweniger werden wir spater finden (Note 1), dass die 
(x"), Flichenfamilie 
(y’) e* = log (x”+y”) — log (a&” —y") + N 
bei Untersuchungen iiber geodiitische Curven Interesse darbietet. 
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Ich will nunmehr annehmen, dass « = 0 ist. Alsdann wird: 


E=/(t«—y)+ ex, y= Qp(a—y)+ ey, 


pO = x(x) 4& — dn 
e” = A(e@ —y) = X(x) i Y(Y) aa a 
und i 

X (x) = K? = Const., Y(y) = L? = Const. we 

Wir fiihren wiederum neue Variable x’ und y’ ein, indem wir setzen: Coef 
dx’ =Kdz, dy —Ldy den 
und dass 

2 =4¢ + p= Kz, y =y+p=Ly. 

Es ist Als 
ow -» 2 Gay i  A&e-—y A oe 2 
ware Ls a a ee a (ie ae ), 
und da e” die Form o(a"+ y") + ¥ (a —y”) besitzen soll, so muss und 
A die Gleichung 

ah ah 1 1 ” 

dx’? —_— ay"? = 0 = ( KR? _ ie)? = Q Nw 
befriedigen, was in zwei verschiedenen Weisen geschehen kann, je- sod: 
nachdem K* — L? gleich Null oder von Null verschieden ist. Ist 
K? — L?20, so wird: und 

w! a y" PU 
e“ge= C+ D(Z — y-) = da’ ay setz 
und sO 

’ 1U 1 D 4 « D _» ” 

B= oe KON + ee — sy? t+ KO), 
Ps dU ee. ? ” D ae D Jt aft Y ®,,. : 
t= ag — C%.+ oR Tey t+ Xy"). a 
Andererseits ist: stit 
ge — KE=—Kf (e—y) + Kea, 
, dy od 
1 =1-Gy = Ly = Lo (x—y) + Ley. 
Also wird: 
CLy + DLay — 2 Ly? + X,(@) = Kf (a—y) + Kez, ~ 
CKa+ > Kx? —DKay+ Y,(y) =Lo(w—y) + Ley on 
an 
und 
x DL .s ’ - 
»p=——,- + (Ke —CL)r#+A4, In 

Y= Ah yt (Le—CK) y+ B, 

und endlich 
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. DL e Ke— va ” 
ga — PE (Gye ye toy’ +4, 


, DK a” L pes ” ” 
is 2 (% — St 45 "Fv se 


Diese Werthe substituiren wir in die Bedingungsgleichungen (23), die 
wir zuerst mit e” multipliciren. Indem wir sodann bemerken, dass der 


Coefficient der Grosse (= —_ £. * in beiden Gleichungen verschwin- 





den muss, erkennen wir, dass die Constante D gleich Null ist, und 
dass daher die betreffenden Flichen developpabel sind. 

Sei jetzt K7—L?=—0, und K=4+L2.BK=+L=1, 
Alsdann wird, wenn wir A(~a#—y) = w' (a—y) setzen: 


l l , 
ev = A(t—y)= | Hf = Sh =u (w@—y) 


da 
und durch Integration: 
b=—e(e—y) +X, y=u(e—y)t+ Y. 
Nun aber ist, wissen wir, 


E=f(e—y) tex, y=v(e—y) ey, 
—ex+e, Y'—ey+e, 
=— w(e—y) + ex+ &, = w(a@—9) + ey + & 


setzen kénnen. Kehren wir jetzt zu den Bezeichnungen des § 4 zuriick, 
so wird 


9’=0, ¢=0, 0” =—w'@—y), &—-p(e—y), 

=o +04 X', of =q—O+ 1"; X’—ex+e,, Y—eyt+e, 
und, wenn wir diese Werthe in die Bedingungsgleichung (27) sub- 
stituiren, so erhalten wir die Gleichung: 


(2u — e(a—y) — (& —s,)) uw’ + (A—2e)w’ — 4’? = 0 
oder, da ’ — — yw ist, die iiquivalente Gleichung 


(20 + e(a@—y) + &, — &) &” + (2e—A)O” —40"2 = 0, 


die wir schon in Nummer 13 getroffen und integrirt haben. In dieser 
Weise finden wir eine interessante Familie von Fliichen, die einerseits 
auf Rotationsflichen abwickelbar sind, andererseits unserer dritten Classe 
angehoren. 

30. Jetzt erledigen wir den Fall, dass die zwischen den beiden 
infinitesimalen Transformationen 


3 d 
Bf=Ge+ Gh, Bf = bev) 7h +a 4 


bestehende Relation die Form 


sodass wir 


und 


dy 
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B, (B,(f)) — B,(B, (1) = Bef 4 
soll, 
besitzt, und dass daher die Gréssen — und y die Gleichungen 
dé ag dyn Ce 
ia T os dx + dy" 
dere 
erfiillen, und somit die Form 
(51) E=—ef(e—y), 1 =e o(x—y) 
besitzen. Da die geodiitischen Curven unserer Fiiichen die infinitesimale die 
Transformation B,f = sf + vf gestatten, so hat das entsprechende = 
Bogenelement die Form ec” = e** 4(x—y); und da die betreffenden (68) 
Fliichen iiberdies der dritten Classe angehédren sollen, so bestehen dabe 


Relationen der Form 


1 , 1 
X (x) i =e” = Y(y) ae 


a= 
und 
— Xef' (a—y) = e*4(a—y) = Ye g'(x—y). 
Daher kann man schliessen, dass X und Y die Form 
x = K2ee—vs, Y = [?ee—vy 
besitzen, und dass dabei K* und L? gewisse Constante bezeichnen. Nu 


Wiinschen wir das Bogenelement auf die Form (a + y’) + ¥ (a —y) 
zu bringen, so miissen wir nach (21’) 


a—1 a—1 
(52) dz =Ke* dz, dy=Le’* " dy 
setzen. Ist hier « — 1 von Null verschieden, so wird: unt 


a—1 —1 


2K 2 - , ” 2L 2 y ’ ” 
Peet att par, Sect my t pay 
und wo 
ie (a—1) 2” <b (a —1)y” 
—— 7 ae tt OP 5 
Ks ist 


ene iS nT one 9 
und also besteht eine Relation der Form: 
2 p 2 
ev == g”*-"® (>)= a”*-*@(@), 


” : , Di 
wo zur Abkiirzung a = gesetzt ist. Zur Bestimmung der Function 

OQ(@) bilden wir die Gleichung : 

d? w’ d? w" ( 
qt  — ay oO = 9, 


dy ul 
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die stattfinden muss, da e” die Form ("+ y") + ¥(a" —y”) besitzen 
soll, und finden hierdurch die gewodhnliche Differentialgleicaung: 






























3 


(w?—1)0” — 22=* we 4+ —*_ .2-* 90, 


a—l 
deren allgemeines Integral 
2 2 
Li+o)*'+ M1 —o)* 
die beiden Constanten Z und M besitzt. Dies giebt: 


2 
53) L(2"+y"* T4 Ma" i) ae 
(de tle y) y dx’dy”? 
dabei ist & = ww + o= i . Schliessen wir daher den Fall, dass 
a = — 1 ist, aus, so kommt durch Integration: 
ort a+1 
, a— —1 ” “\a— , 
B= SS Le ty) -— SS Mey + x. 
atl att 
, 2 1 ” "\a— 1\a—1 rr 
t= oa E+ 9") 4 oe Mey" + Y’. 
Nun aber ist: 
a+ 
da’ 


, . e—1 wa y” 
o=7, § = ef (e—y) = 2" F(%), 


a+1 


’ dy’ a—1l1 =», na & y” 
a dy a 2 y eo p(x—y) = ¥ ” o() 
und also besitzen X’ und Y’ die Form: 
at a1 


meee Rx wv a— Y’ = Sy"*"', 


wobei R und S zwei Constanten ih 
Jetzt kehren wir zu den Bezeichnungen des § 4 zuriick, Es ist 








2 2 
gp" a L(a’+y")'," o” eae M(z" a ie ; 
; a1 ‘ ett 
y= pega ™ O = — a Ma" —y")~ 
3—a@ e 3—a 
gp” cai sa os o” Ea: —+ M(x” — ys : 


Diese Werthe substituiren wir in die Bedingungsgleichung (27) 
0 = A(y"— 0") + 4(y"2— 0") — (X"F ¥")V(y"—0') 
eS 29’ “yr ao 20’ we on (X’+ Y’) g” + (xX’— Y’)o” . 


und erhalten hierdurch eine Gleichung, deren Glieder mit Ausnahme 
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- 


von A (g” —®”) hinsichtlich 2”, y” homogen von der Dimension aa 


sind; wiihrend das ausgeschlossene Glied A(g”—®”) von der Dimen- 





sion ——_ ist. Also kénnen wir zuniichst schliessen, dass die Con- 
” 


stante A gleich Null sein muss. Es ist, wenn wir wie frither s.. = @ 


setzen: 
4 4 
( 49" 29'9"):0" = M8 Tf 0), 
1g 4 
(—40°24.20'0") : a”! = — ep Me (1—2)" ay 


4 


‘.. 
X"g” —X‘9""):2" *'=— RL at Mpa) 4 . ms 1+)*"'f, 
sang 


4 = 
rr als i a ” a - > ‘4 1 \" - 2 a— 
( XO 4X0"): anal ‘4+? (1-@) 7 


4 2 a+1 3a 

( Y"g” : Y'9’”) of? @- 2 oo al p? i ar S140) 1 + — ao! (1 +a 0) y 

a+ 3—a 

( Y"o” Tre ‘ g” a = a SM {et} oi 1 a—1 (i— a eit ‘ es (i— ) =I 
jim : a—tl 


und da die Summe der links stehenden Glieder gleich Null ist, so ver- 
schwindet ebenfalls die Summe der rechts stehenden Glieder. Setzen 


2 . *)* . 
wir jetzt zuniichst voraus, dass qu y keime ganze positive oder negative 


Zahl ist , so erkennen wir durch Reihenentwickelungen, dass die Summe 
der beiden letzten rechtsstehenden Glieder verschwindet und dass in 
Folge dessen 
S(L+M)=0, S(L—M)=0 
ist; da L und M nicht gleichzeitig verschwinden diirfen, schliessen 
wir, dass S = 0 ist. Und durch Vertauschung der gleichberechtigten 
Gréssen 2”, y” schliessen wir unter den genannten Voraussetzungen, 
dass auch } = 0 ist. Unsere Bedingungsgleichung reducirt sich hier- 
durch auf die beiden ersten Glieder, deren Summe nur dann ver- 
schwindet, wenn « = () ist. 
Die Annahme « = 0 liefert die Flichenfamilie 
L M 
wry Tey) 
die entsprechenden F lichen sind auf Rotationsflichen abwickelbar und 
gehiren zugleich meiner dritten Classe an. Ich zeige spiiter, dass die 
betreffenden geodétischen Curven drei unabhdngige infinitesimale Trans- 
formationen gestatten. 


tc 
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_ Ist andererseits ——— eine ganze negative Zahl, so erkennen wir, 
oa = 
nen- indem wir von der Annahme = ~=-!1 absehen, die auf den schon 
Con- friiher ausgeschlossenen Fall « = — 1 fiihren wiirde, dass auch jetzt 
io R= S =O sein muss. In Folge dessen miisste wiederum a = 0 sein, 
es was indess jetzt ausgeschlossen ist. 
Setzen wir endlich voraus, dass — eine ganze positive Zahl 
ist, so werden wir zunichst annehmen, dass a > 2 ist. Alsdann 
erhalten wir jedenfalls die sechs folgenden Relationen zwischen L, M, 
R,S und a: 
Ae. sre . a 
apy (Lt — M*) — “+3 RIL + M)=0, 
2a 9 9 1 Ds 
zee (L? + M*?)—. _, R(L— M)=0, 
Se 9 2 3—a gn, Ly 
4 aa (L? — M*) — ~_, R(L + M)=0, 
fo) . . . . . . . . , 
= aq (l?— MY) — 2=“58 (u 4 (uy M) =0, 
a . 
2a (L? + M*) —~,4(1 To 1" M) =0 
ver- a+ . a—l ” me 
tzen . +43 2 
a 2 2 a . Y ue a—1 alk 
ative ati (L ae M ) wins ——*7 6 ( + ( 1) m) = 0. 
mme Ilier combiniren wir die erste Gleichung mit der dritten, und anderer- 
3s in seits die vierte mit der sechsten, und erhalten hierdurch die beiden 
Relationen: 
2 
3(e+l) » MA 3(a+1) ¢ tie’ a 
al CHU RL4+M)—0, 20+ s(L+¢ 1) M)=0, 
igten die sich, da die Annahme a+ 10 den ausgesehlossenen Fall 
ris + == — 1 geben wiirde, auf die Gleichungen 
ver- ) a 
R(L+M)=0, S(L4+(-1)'M) = 
reduciren, 
Wiire R =O, so giiben die beiden ersten unter den sechs oben- 
stehenden Relationen die Gleichungen 
ol a(L? — M*)=0, a(L?+ M*)=0, 
3 die so dass sowohl LZ wie M verschwinden miissten, was indess absurd 
way wire. Kin analoges Raisonnement zeigt, dass auch S nicht verschwin- 
den darf. Also wird: 
Mathematische Annalen, XX. 28 ¢ 
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° 2 
L+M=0, L+(—1)'M=0 


und 


2 
(— 1)" = 1, 


2 ° ° ° 
so dass ———- eine gerade Zahl sein muss, und dabei unter den ge- 





machten Voraussetzungen jedenfalls grésser als 3. In Folge dessen 
kénnen wir zu den sechs obenstehenden Relationen sicher noch weitere, 
insbesondere die nachstehende, fiigen: 
4a (5 — a) 
a+i1 
In dieselbe substituiren wir den Werth M— — LZ und zugleich den 


aus der zweiten unter den sechs obenstehenden Relationen hervorgehen- 
den Werth 


(L? + M?) — C=) O~—«) R(L— M)=09. 


ae Qala i L 


a—l 





und erhalten hierdurch die Gleichung 
a? — 3a —4, 
. 2 j 
deren Wurzeln —1 und 4 der Grisse -~—- die ausgeschlossenen 
9 


2 » . 2 . 
Werthe —1 und ~ geben wiirden. Die Annahme, dass ——; eine 


ganze positive Zahl, und dabei grdésser als 2 ist, giebt somit nichts. 


2 


Ich will sodann annehmen, dass“; = 2 und also « = 2 ist. 


Dann erhalten wir die Relationen: 
% 
3 


5 4(L?+ M?) — 8R(L — M) =0, 


(L? — M*) —5R(L+ M) =0, 


16 (L? — M*) — 3(R+S)(L+M) =0, 
7°4(L?+ M2) — 88(L — M) =0, 


8 


> (L?— M?)—58(L + M)=0, 


aus denen 
(R — S)(L+ M) =0, (R — 8) (L— M)=0 
hervorgeht, sodass wir R = S setzen kénnen. Also wird 
+ (L? — M*) —5R(L+ M) =0, 
16(L? — M*)—6R(L+ M)=0, 


und 


L?—M?=0, R(L+M)=0. 
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Wire nun R = 0 =§, so ergiiben sich wie friiher die absurden Werthe 


L=M=0. Also ist L-+ M=0O, sodass unser Bogenelement die 


Form 


ew’ wile L(x" + y”)* Pear. Lia” — y”)? anb 4La"y" 
annimmt. Dieser Fall fiihrt somit nur auf developpable Flichen. 


Ich will endlich annehmen, dass are = 1 ist. Dann werden 


‘. M, R und S bestimmt durch die Gleichungen: 
DT? — M?— R(L+ M)=0, 

6(L? + M*) —2R(L — M) — 28(L+ M)=0, 
I? — M?— S(L— M)=0, 


welche uns, da die Annahme ZL -+- M =O nur developpable Flichen 
liefert und somit ausgeschlossen werden kann, die.folgenden Werthe 
giebt: 
M=iL, R=L(1l—i), S=L(1+i). 
Durch Weglassung von unwesentlichen constanten Factoren kénnen 
wir hiernach oie OS 
ew =X% —tty, 

B32"? 4 in"y” $y", of in"? + 2a"y” + Biy”? 
setzen. Die betreffenden Fliichen gehéren, wie man sieht, zu den- 
jenigen, deren geodiitische Curven zwei conforme infinitesimale Trans- 
formationen naimlich 

d . af n af » a 
rs = iP ieee rt +y 5h ’ 
gestatten. 
Die geodiitischen Curven der F'lichen e”° = x — iy gestatten somit 
drei infinitesimale Transformationen, némlich: 


we df . af . df df 
Bf= aa * dy? B,f = « dx +9 Gy: 


ie taiias , » af , ial le 
Byf = (3a? + ivy +?) GE + (ia? 4 Qzy + Biy?) GE 
Dieselben sind, wie man sieht, verbunden durch die Relationen: 


(B, B,) wa Bf; (B, B;) ia oa 8B,f, (B, B;) a B; 


Ich will nun annehmen, dass in den Gleichungen (52) die Grosse 
« = 1 ist; dann sind die neuen unabhiingigen Variabeln «’ y’ bestimmt 
durch die Gleichungen : 
da’ = Kdx, dy =Ldy, 
die durch Integration 
Ka=a+p=2", Ly=y¥+r=y’ 
geben. Also wird: 
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2 P a 
K ,(# y 


dx dy KL pe KL ? 


dx dy ewl(a—y) 


und dabei ist die unbekannte. Function 4 bestimmt durch die partielle 
Differentialgleichung : 


a a’ . 2" 


oder durch die aiquivalente gewohnliche Differentialgleichung: 

(L?— K*)4°+ 22°77 + D1=0, 

deren allgemeines Integral, da wir von der, nur developpable Flichen 
lhiefernden Hypothese L? — K? = 0 absehen kénnen, die Form 


oe 2 y" a zy 
Ae ree (x r) + Be ia (% r) 
besitzt. In Folge dessen kénnen wir 
ote ae rU 
ae L+K iz. 
an ae + Be da’ dy” 


setzen. Durch Integration erhalten die Gréssen 


y — 4U » au 
aa"? § = ay’ 
die Werthe: 
x” + y" ka i 
= A(L+Kje*t* + B(L—K)e *~*4 Xx’, 
pre ay 


y= A(L+K)e*** — B(L—K)e *-* + Y’, 
und da & und 7 andererseits (51) die Form: 


e dx’ . x(x” y" 
pat dt ape ef (% — %), 


y’ 
. d ’ a” a” 


besitzen ‘sollen, so erkennen wir, dass X’ und Y’ in die Form gesetzt 
werden kénnen: a : 
z" y" 
X’=Re*, Y'=Se" 
wobei K und ZL Constante sind. 
Kehren wir jetzt zu den Bezeichnungen des vierten Paragraphen 
zuriick, so wird 


? 


e+e oe 

gp =A(L+K)e*t*, & =B(L—K)e *~*. 

Setzen wir diese Werthe wie auch die soeben gefundenen Werthe von 
X’ und Y” in die Bedingungsgleichung (27) ein, und sehen dabei von 








der . 
werd 


Hyp 


chur 


und 


unc 


wo 
Au 
zu 


dig 


w 


€ 



























Geodiitische Linien. 





417 





der Annahme 4B = 0, die nur developpable Flichen liefert, ab, so 
werden wir auf Widerspruch gefiihrt, und erkennen somit, dass die 
“ Hypothesen « = 1 keine nicht developpable Fliche dritter Classe liefert. 
‘tielle 


Ks bleibt noch die Annahme zu erledigen, dass in den Glei- 


chungen (53) die Grésse a = — 1 ist. Dann wird: 
of ¥ 3 MM wil. . @U 
Os py t Pay” ~ ae ay” 
und 
ad dU = ’ 
ichen 5 = ag? = L log (x” + yy’) — M log (a” — y") + X’, 
, dU i i 2 ‘ ‘ 
1 = Gy = L log (2 + y") + M log (x" — y") + Y’. 


Nun aber bestehen (51) Gleichungen der Form: 
, lx’ . 3 
g—§ =f (e—y —0(%.), 


’ Ly’ a 
y= * = 9(t@—y)=2 (%-), 

und also haben X’ und Y’ die Werthe: 

X’= (M—L)lbge2"+R, 

Y' = — (M+ L) logy’ +5, 
wo I und S gewisse Constante bezeichnen. Setzen wir die gefundenen 
Ausdriicke in die Bedingungsgleichung (27) ein, so werden wir wiederum 
zu Widerspruch gefiihrt, und erkennen somit, dass auch die Annahme 
« == — 1 keine Flache dritter Classe liefert. 

31. Um die Untersuchungen dieses Paragraphen zum _ vollstin- 
digen Abschlusse zu bringen, miissen wir schliesslich alle der dritten 
Classe gehérigen Filiichen suchen, deren Bogenelement die Form 
e” = (x — y)” besitzt. 

Unser Verlangen fiihrt auf die Functionalgleichung: 
setut (X+ YX VY =—y(e+y+¥e—y), 
und also zugleich auf die Differentialgleichung: 


* ios a ; a oo win 

(4) (X+¥" (4, —4-)4+3m(X+4+ ¥)(X"— Y" 
+ m(m — 1) (X’? — Y”) =0, 

yhen die durch die Substitution 

X=2, X*=w, Y=, Y’?—=o 


die Form 
3m 2m n (m — tg 


von w" — w" + e+e (w’ — 6a’) = G+? (w — w) = 0 


bine annimmt. Durch Differentiation hinsichtlich ¢ kommt die Gleichung: 
° 
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’ 4m(m — 1) ‘ei i Pn 3m ” 


2m(m—1) __, 


3m w 
ae 


oder die iiquivalente: 

3m(w’ — a’) + — (w —@) +” (e+ 62+ 3ma" (e+ 
+ 2m(m — 1) a’ = 0, 

und durch neue Differentiation hinsichtlich ¢: 


~_ ae (w — wo) — ines aw + 2m(m— 1) w” 
+ (3m + 2) (2+ So” + (+ fo = 0. 


Wenn wir endlich mit (¢ + £)? multipliciren, und sodann hinsichtlich 
€ differentiiren, so erhalten wir die Relation: 


(2m?-+7m-+46)(2-+ §)?0” + (3m + 6)(2 + 6) 0 + (2 +8)'o =0, 
welche zeigt, dass die Grésse w) sicher verschwindet, und dass o” 
nur, wenn 2m?-+ 7+ 6 verschwindet, von Null verschieden sein 


kann. In dieser Weise erkennen wir, dass X(xz) und Y(y) immer 
zwei Differentialgleichungen der Form 


X?=a+bX+cX?+dX', 

Y? =a+f6Y+yY?+0Y3 
mit constanten Coefficienten erfiillen. Setzen wir diese Werthe in die 
Bedingungsgleichung (54) ein, so erkennen wir, dass m gleich — 2, 
0 oder 1 sein muss. Die beiden erstgenannten Hypothesen liefern nur 
F'liichen constanter Kriimmung. Die Annahme m=\1 liefert die wichtige 


Flichenfamilie e° = x +- y, die wir indess schon friiher gefunden und 
discutirt haben. 


Hiermit kennen wir das Bogenelement einer jeden Fliiche dritter 
Classe, die gleichzeitig entweder der ersten oder der zweiten Classe 
angehért. Dagegen ist es mir nicht gelungen, alle Fliichen zu be- 
stimmen, die in mehrfacher Weise der dritten Classe angehéren. Ich 
weiss nur, dass Fliichen mit dem Bogenelemente 

A B 
= ety + ew 

in zweifacher Weise dieser Classe angehéren (Note 1). Ob es Fliachen 
giebt, die in dreifacher Weise der dritten Classe angehéren, ist mir 
nicht gelungen, definitiv zu entscheiden; ich betrachte es indess als 
ausserordentlich wahrscheinlich, dass dies bei den Flichen 

Cc? == (Game ee ee | 7) ( dw oe — 
w+ Mw Kk v'+ Mw+ K/ \w'+Me+K v'+Me+K y 
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die ich in der nachfolgenden Note 1 betrachte, der Fall ist. In der 
dritten Note zeige ich, dass Flichen, deren Kriimmung nicht constant 
ist, nie mehr als drei infinitesimale Transformationen ihrer geodiitischen 
Curven gestatten kénnen. 


Note 1. 


Ueber die allgemeinste geoditische Abbildung einer reellen oder 
imaginaren Flache. 


In einer schénen Abhandlung der Annali di Matematica, Serie II, 
t. 3, beschiiftigt sich Dini, wie schon bemerkt, mit der allgemeinsten Be- 
stimmung zweier Flichen, die sich derart auf einander abbilden lassen, dass 
zu einem gegebenen Punkte der einen Fliche ein Punkt oder einige Punkte 
der zweiten Fiche zugeordnet sind, und dabei den geodiitischen Curven 
der ersten Fliiche ebensolche Curven der zweiten Flaiche entsprechen. 
Zwei solche Fliichen sind, sagt Dini, geodédtisch auf einander abge- 
bildet. Verlangt man mit Dini sowohl, dass die betreffenden Flichen 
reell sind, wie dass die Abbildung sich durch reelle Gleichungen 
zwischen den Cartesischen Punktcoordinaten der beiden Flichen aus- 
driicken lassen soll, so geben Dini’s Entwickelungen die allgemeinste 
Erledigung des gestellten Problems. Liisst man dagegen alle Be- 
schriinkungen hinsichtlich der Realitiit fallen, so erhailt man, wie ich 
in dieser Note zeigen werde, noch weitere Resultate. 

32. Dini nimmt seinen Ausgangspunkt in dem folgenden von 
Tissot herriihrenden Satze: Sind zwei reelle lichen durch eine ganz 
beliebige reelle Punkttransformation auf einander abgebildet, so giebt 
es immer auf der einen Fliiche ein Orthogonalsystem von Curven, 
deren entsprechende Curven auf der zweiten Fiche ebenfalls ein 
Orthogonalsystem bilden. Um einen naturgemiissen Ausgangspunkt 
fiir die Erledigung unserer allgemeineren Fragestellung zu gewinnen, 
werden wir zunichst die Beschriinkungen suchen, unter denen sich 
Tissot’s Satz auf imaginire Flichen ausdehnen lasst. 

Wir wollen annehmen, dass zwei Strahlenbiischel (t) und (r) pro- 
jectiv auf einander bezogen sind, und dass dabei t und t entsprechende 
Gerade sind. Wir setzen ausdriicklich voraus, dass die Ebenen dieser 
Strahlenbiischel den Kugelkreis nicht beriihren, vielmehr ihn in resp. 
verschiedenen Punkten schneiden. Seien m, und m, die beiden ge- 
trennten Geraden des ersten Biischels, die den Kugelkreis schneiden, 
und seien m,’ und m,' diejenigen Geraden desselben Biischels, deren 
entsprechende Gerade u,', uw. im zweiten Biischel den Kugelkreis 
schneiden. Setze ich nun zuerst voraus, dass weder m, noch m, mit 
m, oder m, zusammenfallt, so giebt es immer im ersten Biischel ein 
und nur ein Geradenpaar t, und t,, das sowohl hinsichtlich m,m,, wie 
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hinsichtlich m,'m,' harmonische Lage besitzt. Dass aber t, und t, hin- 
sichtlich m,m, harmonisch liegen, heisst eben, dass t, und t, senk- 
recht auf einander stehen. Und dass t, und t, hinsichtlich m,’m,' 
harmonisch liegen, sagt ebenfalls, dass die beiden zu t, und t, zu- 
geordneten Geraden rt, und rt, senkrecht auf einander stehen. 

Wenn daher zwei Strahlenbiischel projectiv auf einander bezogen 
sind und dabei diejenigen Geraden des cinen Biischels, die den Kugel- 
kreis” schneiden, solchen Geraden des zweiten Biischels zugeordnet 
sind, welche den Kugelkreis nicht schneiden, so gicbt es in 
jedem Biischel ein und nur ein Paar getrennter und _ senkrechter 


Geraden, deren entsprechende Gerade ebenfalls senkrecht auf einander 
stehen. 


Wir wollen ferner, indem wir die oben eingefiihrten Bezeich- , 


nungen m,, m,, m,, m,, w,, @, festhalten, annehmen, dass m, mit 
m, zusammenfallt, wihrend m, und m, unterschiedene Gerade sind. 
Sollen jetzt zwei Gerade t, und t, sowohl hinsichtlioh m,m,, wie hin- 
sichtlich m,'m,' harmonisch liegen, so miissen t, und t, mit einander 
und gleichzeitig mit m, zusammenfallen. 

Sind daher zwei Strahlenbiischel projectiv auf einander bezogen, 
und ist dabei die eine und nur die eine Gerade des ersten Diischels, 
die den Kugelkreis schneidet, zu einer Geraden des zweiten Biischels 
zugeordnet, die ebenfalls den Kugelkreis schneidet, so gicbt es keine 
zwei getrennte und senkrechte Gerade im ersten Biischel, deren ent- 
sprechende Gerade im zweiten Biischel senkrecht auf einander stehen. 

Fallen endlich m, mit m,’ und gleichzeitig m, mit m,' zusammen, 
so liefert jedes Paar senkrechter Geraden im ersten Biischel zwei 
orthogonale Geraden im zweiten Biischel. 

33. Die vorangehenden Entwicklungen zeigen fast unmittelbar, 
unter welchen Beschriinkungen Tissot’s Satz sich auf die allgemeinste 
analytische Abbildung zweier reellen oder imaginiren Flichen aus- 
dehnen lasst, Zieht man nimlich alle Tangenten in einem willkiir- 
lichen Punkte der einen Fliiche, und ebenfalls alle Tangenten in dem 
zugeordneten Punkte der zweiten Fliche, so erhilt man zwei Strahlen- 
biischel, deren Gerade durch die Abbildung nothwendig projektiv auf 
einander bezogen sind. Es sind hierbei drei wesentlich verschiedene 
Fille denkbar, jenachdem die auf unseren Fliaichen gelegenen Curven, 
deren Bogenlinge gleich Null ist (die sogenannten Minimalcurven) 
bei der Transformation in ebensolche Curven iibergefiihrt werden oder 
nicht werden. Jede Fliche enthalt zwei Schaaren Minimalcurven. 
Gehen bei der Transformation beide Schaaren Minimalcurven der einen 
Flache in Curven der zweiten Fliche iiber, deren Bogenlinge von 
Null verschieden ist, so giebt es nach dem Vorangehenden in jedem 
Punkte der ersten Fliiche zwei und nur zwei unterschiedene und senk- 
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rechte Fortschreitungsrichtungen, denen ebenfalls auf der zweiten 
Fliche senkrechte Fortschreitungsrichtungen zugeordnet sind. 

Wenn daher zwei F'liichen in solcher Weise auf einander abgebildet 
sind, dass den beiden Schaaren Minimalcurven der einen Fliiche auf 
der anderen Fiche Curven zugeordnet sind, deren Bogenlinge von Null 
verschieden ist, so giebt es auf der ersten Fliche immer zwei (und nie 
mehrere) Schaaren von Curven, die einander orthogonal schneiden und 
deren zugeordnete Curven ebenfalls ein Orthogonalsystem bilden. 

Setzen wir sodann voraus, dass bei der gegenseitigen Abbildung 
zweier lichen die eine und nur die eine Schaar Minimalcurven der 
einen Fliche ebensolchen Curven der zweiten Fliche zugeordnet sind, 
so giebt es nach dem Vorangehenden in einem willkiirlichen Punkte 
der einen Fliche keine zwei distincte und orthogonale Fortschreitungs- 
richtungen, denen auf der zweiten liiche orthogonale Fortschreitungs- 
richtungen zugeorduet sind. 

Geht daher die eine und nur die eine Schaar von Minimalcurven bei 
der Abbildung in ebensolche Curven itiber, so giebt es auf der ersten 
Fliche kein Paar von Curvenschaaren, deren einzelne Curven einander 
orthogonal schneiden, wiihrend die zugeordneten Curven ebenfalls ein Ortho- 
gonalsystem bilden. 

In diesem Falle bleibt also Tissot’s Satz*) nicht mehr giiltig. 
Dieser Ausnahmfall kann offenbar eintreten, wenngleich die beiden 
Fliichen reell sind, vorausgesetzt dass die Abbildung durch imagindre 
Relationen zwischen den Cartesischen Punktcoordinaten der betreffenden 
Flichen vermittelt wird. 

Sind endlich zwei Fliichen in soleher Weise auf einander ab- 
gebildet, dass beiden Schaaren Minimalcurven der einen Fiche eben- 
solche Curven der zweiten Fliiche entsprechen, so ist die betreffende 
Abbildung bekanntlich eine conforme, und daher liefert jedes Ortho- 
gonalsystem der einen Fliche ein ebensolehes Curvensystem auf der 
zweiten Fiche. 

34. Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir unser Problem an- 
greifen. Ich will zunichst annehmen, dass zwei Fliichen in solcher 
Weise geodiitisch auf einander abgebildet sind, dass es miglich ist 
auf der einen Fliche zwei Schaaren orthogonaler Curven anzugeben, 
deren Bildeurven ebenfalls ein Orthogonalsystem auf der zweiten Fliche 
bilden. In diesem Falle fiihrt die von Dini (Annali di mat. Ser. II, 
t. Ill, p. 276—279) entwickelte Methode zum Ziele. Reproducirt man 
seine Entwickelungen und Rechnungen |p. 276—279 seiner Abhand- 

lung], indem man nur diejenigen Betrachtungen weglisst, in denen 


*) Ich kann nicht bezweifeln, dass die im Texte angegebene Beschriinkung 
in Tissot’s Abhandlung, die ich nicht kenne, beriicksichtigt worden ist, 
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Beschriinkungen hinsichtlich der Realitaét implicite enthalten sind, so 
erhilt man den folgenden Satz: 

Satz 20. Sind zwei Fliichen geodiitisch auf einander abgebildet, 
und giebt es dabei auf der einen Fiche ein und nur ein System ortho- 
gonaler Curven, deren entsprechende Curven ebenfalls ein Orthogonal- 
system bilden, so ist es immer méglich, das Bogenclement der einen 
Fliche auf die Form 


ds? = {U(u) — V(v)} (U, () du? + V,(v) dv?)*) 
und gleichzeitig das Bogenelement der zweiten Fliche auf die Form 
1 1 U; : V. 
(ra m4 04) warty dw’ + [avy b) dv’) 

zu bringen. Dabei sind U(u), U,(u), Vv), V,(v) arbitriire Functionen 
ihrer Argumente, wihrend a und b beliebige Constante bezeichnen. 

Wiinscht man alle Fliichen zu finden, auf denen sich eine vor- 
gelegte Fliche vermége dieses Satzes geodiitisch abbilden liisst, so 
muss man zuniichst das Bogenelement der gegebenen Fliche in all- 
gemeinster Weise auf die Form 


(U(u) — V(w))(U, (w) du? + V,(v) dv®) 
bringen; sodann giebt Dini’s Satz die Form des Bogenelementes der 
gesuchten Fliichen. Ich fiihre spiiter die Anwendung dieser Theorie 
auf ein interessantes Beispiel vollstiindig durch. 

35. Ich suche jetzt die allgemeinste geodiitische Abbildung einer 
vorgelegten Fliiche, bei der ihre Minimaleurven der einen Schaar in 
Minimalcurven der neuen Fliiche iibergehen, wiihrend die Minimal- 
curven der zweiten Schaar in geodiitische Curven, deren Bogenlinge 
von Null verschieden ist, sich umwandeln. 

Ist das Bogenelement der gegebenen Fliiche auf die Form 
(55) ds* = 2F (xy) dxdy 
gebracht und ordne ich dabei jedem Punkte der neuen Fliiche die- 
jenigen Coordinatenwerthe xy zu, welche dem entsprechenden Punkte 
der vorgelegten Fliche zukommen, sodass die Abbildung durch die 
Gleichungen 

Game kl, YY 
vermittelt wird, so kann ich annehmen, dass das Bogenelement der 
neuen Fliiche die Form 


(56) ds,? == Eda? + 2Fdxdy 


*) Man kann im Texte ohne wesentliche Beschrinkung U,;=1, Vi;=—1 
setzen. Die betreffenden Flichen lassen sich iibrigens auch dadurch charakteri- 
siren, dass ihr Bogenelement die Form 


ds? = [p(w +y) + ¥(@—y)] dady 
erhalten kann. : , ; 
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besitzt. Die eine Schaar von Minimalcurven wird auf jeder Fliche be- 
stimmt durch die Gleichung dz = 0; die zweite Schaar Minimalcurven 
wird fiir die erste Fliche durch dy = 0, dagegen fiir die zweite Fliche 
durch die Differentialgleichung: Edx + 2Fdy =0 bestimmt. Da die 
geodiitischen Curven beider Flichen durch dieselbe Relation zwischen 
z und y bestimmt werden sollen, so miissen die Differentialgleichungen 
der geodiitischen Curven unserer beiden Fliichen identisch sein. 

Die Differentialgleichung der geodiitischen Curven der Fliiche (56) 
hat nach Gauss die Form 








ae dat +29” dudy = 2ds-q Pet Pay, 
woraus durch aenaeiaian die oe 
7 y” ’ di , ’ dk dF , 
9 2 yn © 2 rae. 7 
2 Ey’ + 2F ay + (GF dy — 2F Ga) 9 
aE ’ ar a 
ia 95 — 2B ao +! <) =0 


hervorgeht. Dementsprechend bestimmt die Differentialgleichung 


a¥ wo 
’ . 2. OW an 0 

dy ¥ 2K z¥=' 
die geodiitischen Curven der Fliiche (55). Und da unsere beiden Diffe- 
rentialgleichungen identisch sein sollen, so findet das vorliegende 
Problem seinen analytischen Ausdruck in den Relationen: 


2R%y” 4+ 2K 


—_ 4 


(“ log # aan d log K E dK aed 2K dik +- F ele 0, 
7) 


(5 dy dy ? dy dx 
“Rp 1 (3 dE 9 A 2 dF 
TV a 7 <a Meee 


die wir jetzt integriren werden. Die erste Gleichung zeigt, dass I’ 
die Form 
F=F. X(z) 
besitzt. Hierdurch nimmt die letzte Gleichung (57) die Form an: 
oer 
3 dy 2k dz 
Um die Formeln zu vereinfachen, fiihren wir die Grésse X(z) 
als neues ein. Dann wird 


, dK 


Fe=zF, 3 = = 2F, 
und die zweite Gleichung (57) liefert die partielle Differentialgleichung: 
= } @2 08 4» OF 
88 +34 ~ 794 meee 


die durch die sitatibiatn 
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E=2 *E 


die einfachere Form 
on CE 7c dk dk 
2K dx dy dz dy 
annimmt. Also ist: 

‘ EK = (X, + Y,)’, 
wo X, eine arbitriire Function von «, Y, eine arbitrire Function von 
y bezeichnet, Durch Substitution kommt: 

y 4 4 
’ 3 » ry) « 3 ba \ re 
Bemaxz *(X,+ Y,%, Fede °(X,+ Y,) Y;, 
1 


Fo=3s *(X,+ Y,) YN, 


wo Y, wie gewodhnlich die derivirte Function von Y,(y) hinsichtlich 
y bezeichnet. 
. Die Bogenelemente unserer beiden zusammengehdrigen Fliichen 
besitzen somit die Form 
4 1 


ds? =a *(X,+ Y,*dat?+6x *(X,+ Y,) Y; dxdy, 
4 


ds? = 6a °(X,4+ Y,) ¥, dady. 
ie 1 

Durch Einftthrung von Y, als neues y und von — x © als neues 
z und durch Weglassung eines unwesentlichen constanten I actors er- 
halten wir daher die allgemeine Erledigung des vorliegénden Problems 
in folgendem Satze: 

Satz 21. Sollen zwei F'liichen sich in solcher Weise geodiitisch 
auf eimander abbilden lassen, dass die eine und nur die eine Schaar 
von Minimaleurven der einen F'liiche einer Minimaleurvenschaar auf der 
zweiten Fliche entspricht, so kann das Bogenelement der ersten F'liche 
die Form 


ds? = (y ao X(z)) da dy 


und gleichzeitig das Bogenelement der zweiten Fliiche die Form 


ds? =1 ay + X)? da? — a(y + X)dady 
erhalten. 
Man sieht, dass die hiermit gefundene allgemeine Fliichenkategorie 


meine sogenannte zweite Flichenclasse als speciellen Fall umfasst. 
Kann das Bogenelement einer reellen Fliiche die Form 


ds* == (y+ X)daudy 


erhalten, so muss dasselbe ebenfalls die Form 
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ds? = (a’ -f v(y’)) da dy 
annehmen kénnen. Setzt man daher 


y= Y(y), $5 =X, 
so werden die betreffenden Flichen bestimmt durch die Bedingungs- 
gleichung 
(Y+X) YX, =a + v(y), 
die durch Differentiation nach 2 die iiquivalente Relation 
YY’X, + Y'(XX,! =1 
liefert. Giebt man hier der Grésse 2 successiv verschiedene constante 
Werthe, so darf man nur eine Relation der Form 
aYY’+bY’=1 
erhalten, indem die Fliiche sonst developpabel wiire. Daher findet 
man zur Bestimmung der drei unbekannten Functionen Y, X, X, 
die einfachen Gleichungen 
X, =a, (XX,=—b, aYY’+0dY'=1, 
die durch Integration 
X,=axe+e, XX,—ba+d, aY?+20Y=—2y+khk 
geben, wobei a, b, c, d und & arbitriire Constante sind. Hier treten 
zwei wesentlich verschiedene Fille ein, jenachdem a gleich Null oder 
von Null verschieden ist. In dieser Weise erhalten wir den Satz: 
Satz 22. Soll das Bogenelement 


dst =(y + X()) dxdy 
durch Einfiihrung neuer Variabeln xy’, bestimmt durch y= Y(y), 
«2 = F(a’), die Form: 


ds? = (a’ +¥ (y’)) da dy 
erhalten kinnen, so sind zwei wesentlich verschiedene Fille méglich, 


b 
— gesetet werden kann. 


Vy . 

Die beiden soeben gefundenen Fliichenfamilien haben bekanntlich 
schon in den vorangehenden Untersuchungen eine wichtige Rolle ge- 
spielt. Wir wissen, dass jedes unter den betreffenden Bogenelementen 


auf die Form 
v(x +) +¥@ —y) 
gebracht werden kann. Und also kénnen wir durch Verkniipfung der 
vorangehenden Entwickelungen den folgenden Satz aussprechen: 
Satz 22. Gestattet eine reelle Fliche eine geoditische Abbildung 
auf Flichen, auf welche sie nicht .abwickelbar ist, so kann ihr Bogen- 
element sicher die Form 


indem w entweder gleich by’ oder gleich - 
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ds? = (w(« +y)+ ¥(«e#— y)) dzdy 


erhalten; dabei wird die betreffende Abbildung im Allgemeinen durch 
Dini’s Formel geliefert. Wenn jedoch das betreffende Bogenelement 
entweder die Form 


ds? = {(x + y)?— (# — y)?+ 1} drdy 
oder auch die Form 
ds* = {ala +y)+ b(a — y)} dx dy 
erhalten kann, so gestattet die betreffende Fliiche nicht allein solche 
.geoditische Abbildungen, die durch Dini’s Formel geliefert werden, 
sondern noch weitere geodiitische Abbildungen, die sich indess nie durch 


reelle [elationen zwischen den betreffenden Punktcoordinaten aus- 
driicken lassen. 


36. Zur Illustration der vorangehenden Theorien werden wir die 
allgemeinste geodiitische Abbildung der wichtigen Flichenfamilie 
ds* = (y + 2) da dy 
bestimmen. 
Wir setzen y = Y(y), w = X(x) und verlangen, dass die 
Relation : 
(¥+ X) ¥'X’= we +9) + Ve — y) 
in allgemeinster Weise befriedigt werden soll. Dies giebt die Be- 
dingungsgleichung: 
YY’X" + Y'(XX’)’—(YY')’X'— Y" XX’ =0, 
oder die fiquivalente: 
F (X X")” _ (YY’)” Dn "2 
(58) x’ ao _— ae . —-y~ X=—0, 
und durch zweimalige Differentiation hinsichtlich X: 
@  (Xx’y" a & Si, 
dX? ( x’ )+ dX? x) ¥=0. 


Da Y keine Constante und noch weniger eine Function von z 
sein darf, so wird 


a (S5r) age 2 (4) ax 0 





“aX? a -@a°\=x 
und 
aAxy 
Sam =a,+ bX, 
(59) x” 
| x7 Hath, X, 


wo 4), 4,,6,,6, constant sind. Durch Einsetzung dieser Werthe in 
(58) erhilt man die analogen Gleichungen: 









(60 


die 
sti 


unc 


unt 


wit 


od 
Ge 


an 


so 








urch 
nent 


ache 
den, 
urch 
aus- 


- die 


die 


Be- 


On & 


(62) ds? = . s 





Geodiitische Linien. 


(YY")” 
’ y= 4+4,%= 


i goad 
. piers by + b, Y, 


yy" +3s3Y’ 1 fad 
y’ , 





(60) 






















die zusammen mit (59) die unbekannten Functionen X und Y voll- 
stiindig bestimmen. Durch Elimination von Y” kommt: 

3Y” =a, + (a, — b)) Y —b, Y? 
und durch Differentiation hinsichtlich y: 


Seay — ye BAF 


und endlich durch Vergleichung mit (60): 
a,=4b,, b, = 0. 
Durch analoge Behandlung der Gleichungen (59) ergiebt sich, dass 
b =4a,, b, =—0 
wird, was wieder heisst, dass 


b, = a, aS b, = () 
ist. Also wird: 
3Y”" =a, 3X” =a, 
und 


(61) Y= y+pbyty, X=Par+dr+e, 


wo ein wesentlicher Unterschied eintritt, jenachdem a, gleich Null 
oder von Nuil verschieden ist. 

Ist a, von Null verschieden, so kénnen wir ohne wesentliche 
Beschrinkung a, = 6, 6 = 0 = O setzen, so dass unser Bogenelement 
die Form 


di =4(yY+ae+y+e«)rydaudy, 


oder durch Wegwerfung eines unwesentlichen Factors die aiquivalente 
Gestalt 


ds? = {(@ + y)'+ M@+y) — («#— y)'— M(a — y)*} dady 
annimmt. Setzen wir hier 


za+y=u, L—y=v2, 
so wird 


ds? = i (ut + Mu? — vt — Mov?) (dw? — dv’), 


und also lehrt Dini’s Satz (21), dass unsere Flichen sich geodiitisch 
abbilden lassen auf -jeder Fliiche, deren Bogenelement die Form 





wo 21s eign dit ots du? rot > AL od 
u+Me+K eRe E| oped o+ Mv+ K 
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besitzt. Wir bemerken beiliiufig, dass dieses neue Bogenelement durch 
Einfiihrung der elliptischen Functionen sich wesentlich vereinfachen 
liisst*). 
Der einfachste Fall ist, dass die Grisse u' + Mu? + K ein voll- 

stiindiges Quadrat 

uit Mw+ K =(w’-+ a’) 
ist. Setzen wir in diesem Falle 

du dv 
wu? + a® e+a 


so kénnen wir, wenn @ von Null verschieden ist, ohne Beschrinkung 


= du,, = dv, 


to ae te v me 
are tg = att, are tg —- = av, 


annehmen; und folglich wird 

(cost au, — cos'av,) (du,? — dv,?), 
oder 

(cos! at “1 __ cost a ) daz, dy,, 

oder endlich 

sin x, siny, (1 + cosa, ecosy,) da, dy, 
das entsprechende Bogenelement. Dasselbe erhilt bei der Substitution 
cosa, = 2", cosy, = y” die Form 

(l+ a2’y’) daz” dy’, 

die wit friiher so oft angetroffen haben. 

Fliichen mit dem Bogenelement ds* = (ax + y) dxdy lassen sich 
daher geodiitisch abbilden auf einer jeden Fliiche, deren Bogenelement 
die Form ds* = (xy + 1) dx dy besitzt. 

Jetzt miissen wir annehmen, dass in der Formel (61) die Grésse 
a, verschwindet. Das vorgelegte Bogenelement ds* = (y' + 2’) da‘ dy 
erhiilt unter dieser Voraussetzung die Form: 


law + y) — (@ — y) + €] dady, 
oder da die Grésse ¢ ohne Beschriinkung gleich Null gesetzt werden 
kann, die einfachere Form: 
. [a(x + y) -- b(w@ — y)| dxdy, 


die wir auch folgendermassen schreiben kénnen: 


(au — bv) (du? — dv?) 


*) Es ist selbstverstiindlich, dass die durch die Formel (62) definirten 
Flichen drei unabhingige infinitesimale Transformationen ihrer gecdiitischen 
Curven gestatten, und ich vermuthe, dass diese simmtlichen Transformationen fiir 
allgemeine Werthe der Constanten M und K meiner dritten Classe angehéren. 
Ist diese Vermuthung richtig, so definirt die citirte Formel eine neue sehr be- 
merkenswerthe Fliichenfamilie. 
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schreiben kénnen. Die betreffenden Flaichen lassen sich nach Dini’s 
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Satze geoditisch abbilden auf jede Fliiche, deren Bogenelement die 
Form 





2 fast peo it) if: . @ ) 
au+e bu+e au-+e bu +e 
besitzt. Setzen wir hier: 
du dv 
Vau+e Vbo+e ' 
so erkennen wir, dass unser neues Bogenelement auch die Gestalt 


= du, = d(a, +4); -= dv, = d(x, — |), 





1 1 
. Ys} asd 
(@+y?  (@—y? ReeP 
erhalten kann. 


Die Flichen mit dem Bogenelemente ds? = (y' + 2’) da’ dy’ lassen 
sich daher geoddtisch abbilden auf alle Flichen, deren Bogenelement 
die Form erhalten kann: 


ds? = “y ' da dy, 


B 
@+y? + @—yFs 
wo A und B Constante sind. 

Hiermit kennen wir die allgemeinste geodiitische Abbildung einer 
Fliiche mit dem Bogenelemente ds? = (y+ x)dady, die sich aus 
Dini’s Untersuchungen herleiten lisst. Es bleiben noch diejenigen 
weiteren Abbildungen zu untersuchen, die durch meinen Satz 21 ge- 
leistet werden. Wir miissen zuerst das Bogenelement ds? = (y'+- 2’) da’ dy’ 
in allgemeinster Weise durch die Substitution y = Y(y), # = X(z) 
auf die Form ds? = (y+ X,)dady bringen. Unsere Forderung wird 
durch die Bedingungsgleichung: 

(YX) ¥'X’ =y+ X,(2) 
oder durch die fiquivalente Gleichung: 
(YY’yX' + Y" XX’ —1 
ausgedriickt. Geben wir hier der Grésse y successiv verschiedene con- 
stante Werthe, so diirfen wir bekanntlich nur eine Relation der Form 
aX’+bXX'=1 
erhalten, Also wird 
(YY’y =a, Y” =b, 
sodass Y die Form cy + d besitzt, wiihrend b gleich Null, X’ = 
wird, Wir miissen daher den Satz 21 auf das Bogenelement 
ds? = (y+ Ax + B)dady = (y+ X)dady 
anwenden, und erhalten hierdurch das neue Bogenelement: 


ds? = ; a-*(yt+Aar+ By da? — «a->(y+Aa + B) daz dy. 


i 
a 
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Um dasselbe auf die Form 2F'dz' dy zu bringen, bemerken wir, dass 
die Differentialgleichung 


y+ Ax + B— 22 4% —0 
das Integral 





ee ee Be" 
cae mah 


besitzt, und dass in Folge dessen 


‘ 2A 1 
ds? = {4 +—= dy a( ) 

ew 
wird, 


Flichen mit dem Bogenelemente ds* = (x + y) dx dy lassen sich 
daher auch in solcher Weise auf eine Fliche mit dem Bogenelemente 
ds? = (zy +1) dz’ dy abbilden, dass die Minimalcurven der einen 
Schaar der vorgelegten Fliiche in Minimalcurven der neuen Fiche 
tibergehen. 

Hiérmit ist die allgemeinste geodiitische Abbildung einer Fiche 
mit dem Bogenelemente ds? = (y + x) dx dy bestimmt. Gleichzeitig 
finden wir u. A. die allgemeinste geodiitische Abbildung aller F lichen, 
deren Bogenelement entweder die Form ds? = (xy + 1) dx dy oder 
die Form 


A B ae 
ds? = w+ bh @— y)* (A20, B20) 
besitzt. 
38. Wenn man eine vorgelegte Fliche dritter Classe 
ev = v(t y) + ¥@ — 9») 
durch Dini’s Transformation in eine neue Fliche iiberfiihrt, so kann 
man immer aus den bekannten infinitesimalen Transformationen der 
geodiatischen Curven der ersten Iliche die entsprechenden infinitesimalen 
Transformationen der neuen Fliche herleiten. Wendet man diese Be- 
merkung auf die Fliche e = « + my mit ihren drei bekannten infini- 
tesimalen Transformationen an, so findet man u. A., dass die Fliiche 
eh iaaese Be bes ; 
(mle @+y — (m— 1? @— 9? 


die drei infinitesimalen Transformationen 


ew 


2(m?@+1)a+4my df 4mx-+2(m?+1)a df 
Rin ee a 





at — y? dx 2— y? dy?’ 
pepe VUCMe ttm yy) ap ev (2my tlm +e) af 
f= To y? TTS! “MSY “k. —y ; ‘dy ? 


. d af 
Bf =x ag + 9-95 
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besitzt. Diese Fliche gestattet somit zwei unabhingige infinitesimale 
Transformationen dritter Classe, niimlich: 


Bf = & ae +146 B,f= be oo tm Go iy 


Bilden wir nun den sinntiials a, B,f + a,B,f und iesils dabei a, 
und a, willkiirliche Constanten bezeichnen, so kénnen wir unser 
Bogenelement nach den Regeln des vierten Paragraphen in wnendlich 
vielen Weisen auf die Form e” = 9” (x + y) — ®"(a — y) bringen. 
Wir werden diese recht interessante Rechnung andeuten. Durch Aus- 
fiihrung erhalten wir die beiden Relationen 


AGB TE tbe) e-v=b + cx, 


d (ani +42N2) 
are 2"e e = b+ cy, 


in denen b und ¢ gewisse Constante bezeichnen. Setzen wir sodann 


” dx ” dy 
dx = Vexcu’ dy’ = ———-—, 
so soll unser Bogenelement in den neuen Variabeln x” y” immer die 
Form ~(a” + y”) + ¥(x" — y”) erhalten. Ich tiberlasse dem Leser, 
die hierzu erforderlichen Rechnungen mit Hiilfe der elliptischen Func- 
tionen wirklich durchzufiihren. 

Hier bemerke ich noch ausdriicklich, dass im § 7 das Bogen- 
element aller Flichen bestimmt wurde, welche sowohl vermége des 
Satzes 20 wie vermége des Satzes 21 geodiitisch abgebildet werden 
kénnen. Im § 6 bestimmte ich alle Flichen, deren Bogenelement die 
Form ds*=e** ®(a—y)dx dy erhalten kann, die sich also vermiége des. 
Satzes 21 geodiitisch abbilden lassen, Und endlich im § 8 fand ich 
eine Reihe Flichen mit dem Bogenelemente ds? = e**O(x — y) dz dy, 
die sich vermége des Satzes 20 geodiitisch abbilden lassen. 


Note 2. 
Ueber die Bestimmung von geoditischen Curven, die infinitesimale 
Transformationen gestatten. 


Wenn die geodiitischen Curven einer Fliche eine infinitesimale 
Transformation gestatten, so vereinfacht sich immer die Bestimmung 
dieser Curven. Um dies nachzuweisen, gebe ich zuniichst den Beweis 
eines merkwiirdigen Satzes, den ich schon friiher und sogar in allge- 
meinerer Form aufgestellt habe (Math. Ann. Bd. XI, p. 508). 

39. Sei 

Af = 


df 


X, gh t+: + Xe gl 


29* 


X, fo + 
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eine vorgelegte lineare partielle Differentialgleichung, die zu einem 
bekannten Ausdrucke 


Babi ge th Got: +h ae 





dx 


in solcher Beziehung nk dass eine Relation der Form 


(63) B(A(f)) — A(B(f)) =4 (2, - ++ 2) - AS 


stattfindet. Ist dann M ein Jacobischer Multiplicator von Af = 0, 
was durch die Bedingungsgleichung 


a(MxX a(mxX a(MX,) 7 dX, 
sy ( mee pee jz, OAM) + MDG 





ausgedriickt wird, so ist es folgendermassen midglich eine iaialen 
von Af = 0 zu finden. 
Wir differentiiren die Gleichung (63): 


{. aX; dé. . 
2 (& da, % xX, ae’) = AX; 


nach 2; und summiren sodann nach j. Dies giebt, wenn wir die sich 
aufhebenden Glieder weglassen : 


aX, . @, > aX, 
z= > (& dx dz, xX; dx dx. )= A(a) +4 — ax. 
7 7 ~"s ae r j 
oder, was auf dasselbe hinauskommt: 
ax, dé, 
B(> i) — A (> dx; 1) = A(i) + 1D ae qe, 
‘Nun aber ist nach Voraussetzung: 
Pee A(log M1); 
- dx, = — A(log M); 
also folgt: 
dé, 
— B(A(logM))—A( >) 5") = Aa —4 A(log M 
(A (log 2))— 4 ( >) ae: (log M) 
und durch Beriicksichtigung von (63): 
dé, 
— A(B(ogM))— 4(> a )— Aa =o. 
3 3 
Diese letzte Gleichung, die sich auch folgendermassen schreiben liisst: 
dé. 
A( Blog M 4a) = 0 
(log M) + Pa at 


zeigt, dass es uns wirklich gelungen ist, einen Ausdruck aufzustellen, 
der die Gleichung Af = 0 erfiillt. Dies giebt: 
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Satz 23. Stehen die beiden Ausdriicke 


—_ af St df 
Af= 2IXige,» Bf Dt da, 


in der Besiehung 


B(A (f))— 4(B(f)) =44(f), 


so ist, wenn M einen beliebigen Jacobischen Multiplicator von Af = 0 
bezeichnet, der Ausdruck 


dé, 
B(log M) + a+ A 


entweder eine Constante oder aber eine Lisung von Af = 0. 
40. Sei jetzt ds? = e’dxdy das Bogenelement einer Fliiche und 
a oe » af , dw ro dw\ df 
Aim a5 +4 dy +(y is Wagan ere 
die lineare partielle Differentialgleichung der betreffenden geodiitischen 
Curven. Dann ist die Grosse 
w 3 


M=e'*y 
nach einém Satze von Jacobi, den man iibrigens sehr leicht verificirt, 
ein Multiplicator von Af = 0. 
Setzen wir nun voraus, dass die geodiitischen Curven unserer 
Fliche die infinitesimale Transformation 


> if df if 
(64) Bf=eGh tage +6 ae 
gestatten, und dass also eine Relation der Form 


B(A(f)) —A(B(N) =4 4(/) 
stattfindet, so ist der Ausdruck 


ae ’ LE l l 
©  J-teM+ ote tat 


nach dem vorangehenden Satze entweder eine Constante oder aber eine 


Lésung von Af 0. Es ist sogar méglich noch einen Ausdruck auf- 
zustellen, der Af =O erfiillt. Setzen wir nimlich in die Relation 


B(4 (f)) — A(B(f)) = 4 4f 
statt f die Grésse J, so kommt 
A(B(J)) =0, 


sodass auch B(J) entweder eine Constante oder aber eine Lésung von 
A(f) = 0 darstellt. 
In der Formel (64) denken wir uns, wie immer in der voran- 
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gehenden Abhandlung, dass € und y nur von « und y abhiingen*). 
Dann ist nach den friiheren Formeln (1), (3’): 


Ss dé rq dé 
t— s Bev —-D)-v Fg. 
eos Se, log M= 5 w— 2 bog y; 


ferner ist: 


a dw, 31 (dy dn dé dé 
B(log M) = 2 2 (Eas = oe 2 v(e ry tte dz) ~ 9° ay): 





sf an =I ou dé 
Also wird: 





oT. ¢ dw dé , dé 9 1 dyn 

oe 8 a5 he . +4 £4 52 —3y =~" > a 
und man sieht, dass 4 nur dann eine — Constante sein kann, 
wenn die beiden Relationen oe = (0, a =O bestehen. In diesem 


speciellen Falle wird: 

dw dw d d 
2t—' ae +4 yu 5 += 
und dieser Ausdruck ist nach der Formel (6) wirklich gléich einer 
Constante, die sogar, wenn das Bogenelement die Form 

ds? = ®(x—y) dxdy 
besitzt , identisch verschwindet. Also: 

Satz 14. Gehdrt eine F'liiche meiner eweiten oder dritten Classe 
an, und ist dabei ihr Bogenelement schon auf die Form ds*=e°dxdy 
gebracht, so findet man ein Integral der Differentialgleichung der 
geodiitischen Curven durch Differentiation. 

24. Es fragt sich, ob man durch Bildung des Ausdrucks B(J) 
eine neue Liésung durch penne herleiten kann. Wir setzen: 


2 1 - + = dn ue Gé 1 dyn 
(66) Jj= pJ—t aC da * "dy + e + we)! dy y dz 


, 1 
=a— py ae are) 


und bilden den Ausdruck : 

8) ‘Kine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Orduung y” = y (wy y’) 
gestattet immer beliebig viele infinitesimale Beriihrwngstransformationen. Kennt 
man zufilligerweise eine solche Transformation der geodiitischen Curven einer 
Fliche, so findet man diese Curven nach den Entwickelungen des ‘l'extes. Man 
kann sich iibrigens die Aufgabe stellen, alle Flachen zu finden, deren geodiitische 
Curven eine vorgelegte infinitesimale Beriihrungstransformation gestatten, Be- 
sonders interessant scheint der Fall, dass die charakteristische Function dieser 
Transformation die Form Df, (xy)y'* besitzt. 
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" B(J,) = Ble) — By — BY) + 
1 dé 
—(6—-r GE L—y $e —y'? 4), 
woraus: 
> > d d 
BU,) = Bee) — Bay —74i—y¥ (B@+84 Di 
1 i U 
): — 5 (B (”) —7 4 + yt)+y? ba + 
Um zu entscheiden, ob dieser Ausdruck, der nur dann eine aoe 
sein kann, wenn gleichzeitig die beiden Gréssen oH = 6 und 4 , t=y 
verschwinden, ein von J, unabhiingiges Integral darstellt, bilden wir 
die Grosse , 
nn, BiJ)) Sh J, =d,, 
ails die wiederum ein Integral darstellt. Es ist 
d F 
| J. = Bw) — 48 y —@ —y (BO) +84 1p 48 248) 
(67) 
| 4. (Bq —r ty “ _ 2ay). 
her 
Ich will jetat zunichst annehmen, dass die betreffende Fiche 
meiner dritten Classe angehért. Dann kénnen wir nach (22) 
ae dyn 
—_ pmgree 4 dy” da 
ISSE ‘ 
dy setzen, und also wird: 
le d 
aa J,—=B(«)—4p*—a*— (y' + 7) (B@)—2«8)—(y — 0G —3 
(J) und andererseits: 
, ® , 1 
ae (68) J=«—(y+7)8. (620) 
dn 
dx Ist daher die Grésse at — se verschieden von Null, so sind J, und 
J, wnabhingige Integrale, so dass wir unter dieser Voraussetzung die 
volistindige Integration der Differentialgleichung der geodiitischen 
Curven allein durch Differentiation leisten kénnen. 
yy) Ist dagegen, wenn wir die Bezeichnungen des vierten Paragraphen 
ennt anwenden : 
siner dé dn a ” 
Man = dz dy Cas ZF 
= und in Folge dessen: 
leser X” = Y” =a = Const., 
so wird 
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B(p)—2eB—B(or)— 5 (8 GP +n Se + SE + St) ew 


=Ber)— 5 Be) — FA’ +0) 4X" Y") 
1 0 4 Y sz) 4 w 
=; Ber)— 7 w+%")e 3 ae". 
Nun aber erhalt die Formel (27) durch die Substitution X” — Y” =a 
und durch Multiplication mit der Grésse ev = g” — ©” die Gestalt: 
(A — 2a) (9” — 0”) + 4(g" — 0") 9” + 0”) — Bee”) =0, 
und also wird 
B(p) — 208 = “> (g" — 0”) = 42% 5 
und in Folge dessen 
° 2 A 5 , 
J, = B(a) — 46 — a? —="* ply + = 
und endlich 


J, — f—S J, = B(a) — 4p? — a? — £5% ra 


Das hiermit gefundene Integral ist von y unabhiingig, und muss somit 
identisch gleich einer Constante sein, was sich folgendermassen veri- 
ficiren liisst. Die Gleichung (27) zeigt, dass 


(69) B(w) = A + 4(m” + 0”) — X” — Y” 
und in Folge dessen, dass 
(10) a= > +2(9"4 0’) 


ist. Folglich wird: 

A —_ 6 , " ” re bad ” ‘ ‘ ” 
I,—-—— J, =(49' 9” — 89"? + 2(X'+ Y’)p” —2(A—2)q’) 
+ (40'@”— 80"? 4 2(X’— ¥)@”— 2(A—2a)@”) —72 4 2a 4 
und dabei erkennt man sogleich durch Anwendung der Formel (28), 
dass die rechte Seite der letzten Gleichung eine Constante ist. Hiermit 
erhalten wir den folgenden Satz: 

Satz 25. Sollen die Grissen J, und BJ, die durch Differentiation 
gefunden werden, unabhiingige Integrale der Differentialgleichung der 
geodiitischen Curven auf einer Flache dritter Classe darstellen, so ist 
nothwendig und hinreichend, dass die Grisse X” — Y” gleich Null ist. 

Dieser Satz giebt eine interessante Definition von der in Nummer 
13 gefundenen Unterabtheilung meiner dritten Classe. 


Ich will nun ferner annehmen, dass die Formel (67) auf eine 
Flache zweiter Classe angewandt wird. In diesem Falle wird 


1 
y 


d ; 
J, = B(a) — «& — 7 (Biy) — » z +? as — 2ay) 


B=0, ye", J, =a — 
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und 
1 w 5 w ev dé 
By) — 9 Gt +7 = ty 3 Ber)— Ze a +4 da? 
Nun aber ist (13), (17): 


d d , 
Bw) —5 Gt + GE =— ey) =—«, 
und also kommt: 
J, = Bla) —@ 4 By 


y 
und 


I+, = B(a) — a+ te 


Hiermit ist nachgewiesen, dass J, + — _ J, nur von # und y abhiangt, 


und somit als Integral einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 
eine absolute Constante ist. Also: 

Satz 26. Die Grissen J, und B(J,) sind nie unabhingige Inte- 
grale, wenn die betreffende Fliiche der zweiten Classe angchort. 

Wenn die vorangehenden Theorien nur ein Integral liefern, so 
findet man die betreffenden geoditischen Curven durch eine Quadratur, 
indem man die Jacobi’sche Theorie des letzten Multiplicators zu 
Hiilfe nimmt. 

42. Bour hat bekanntlich (Journal de l’école ‘polytechnique t. XXII, 
p. 7T9—80) gezeigt, dass man die geodiitischen Curven einer jeden auf 
Rotationsflachen abwickelbaren Fliche, die jedoch nicht constante 
Kriimmung hesitzen darf, durch gewisse Quadraturen bestimmen kann. 
Ich werde andeuten, wie man diesen schénen Satz am einfachsten 
mit meinen Untersuchungen in Verbindung setzen kann. Da die be- 
treffende Flaiche unter den gemachten Voraussetzungen nur eine in- 
finitesimale Verschiebung in sich ohne Dehnung oe so findet 


man die entsprechende infinitesimale Transformation E(x) 4 ro 0) ie 
durch Quadratur, Nimmt man sodann die Differentialgleichung nt 


geoditischen Curven: i 
y =v(ryy) 


und setzt 
? 1 d d 
A()h= got+y Go tua, 
‘ d ij 
Bif)=% apy get, 


so bilden die beiden linearen partiellen Differentialgleichungen - 


A(f)=0, B(f)=0 
ein vollstiindiges System, dessen Multiplicator (Math. Ann. Bd. XI, 
p- 501) aufgestellt werden kann, da man nach Jacobi den Multipli- 
cator von A(f)=0O schon kennt, und iiberdies die Differentialinvariante 
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J (65) identisch verschwindet. Hiernach integrirt man leicht das voll- 
stiindige System, sowie die Gleichung Af —0, womit die gesuchten 
geoditischen Curven bestimmt sind.*) 

Bei meiner friiheren Bestimmung der geoditischen Curven einer 
jeden Fliche, die meiner dritten Classe angehért, durch Differentiation 
wurde ausdriicklich vorausgesetzt , dass das entsprechende Bogenelement 
schon auf die Form 


ev = p (x + y) — O(a — y) 
gebracht war. Es ist indess unmittelbar evident, dass diese Voraus- 
setzung nicht nothwendig ist, wenn die betreffende infinitesimale Trans- 
formation schon bekannt ist. 

Ist eine beliebige Fliche vorgelegt, so lisst sich immer durch 
ausfiihrbare Operationen entscheiden, ob ihre geodiitische Curve eine 
oder sogar mehrere infinitesimale Transformationen gestatten. Existirt 
eine und nur eine solche Transformation, so findet man dieselbe durch 
Quadratur, und kann sie sodann fiir die Bestimmung der geodiitischen 
Curven in Uebereinstimmung mit den obenstehenden Entwickelungen 
verwerthen. Giebt es mehrere infinitesimale Transformationen, so ver- 
langt ihre Bestimmung héchstens die Integration einer gewohulichen 
Differentialgleichung erster Orduung; in mehreren Fiillen lisst sie sich 
durch Quadratur leisten.**) 

Wenn daher die geodiitischen Curven einer Fliiche eine oder mehrere 
infinitesimale Transformationen gestatten, so verlangt die Bestimmung 
dieser Curven hichstens die Integration einer Differentialgleichung erster 
Ordnung. 

Sucht man z. B. die geodiitischen Curven einer Fliche, deren 
Bogenelement die Form 


ds? = e** M(x — y) dx dy 
erhalten kann, so wird das Integrationsproblem leicht auf eine Differen- 
tialgleichung 1. O. reducirt. Diese Gleichung liisst sich, wenn a von 


*) Einfacher als die Entwickelungen des Textes ist. die folgende Methode, 
die ohne Zweifel bekannt ist, Bei der infinitesimalen Verschiebung beschreiben 
alle Punkte der Fliche isotherme Curven, die zusammen mit ihren Orthogonal- 
curven durch Quadratur bestimmt werden. Wiahlt man dieselben zu Coordinaten- 
curven u, v, so erhiilt das Bogenelement sogleich die Form 

ds? = du? + O(u) dv’, 
die sodann unmittelbar auf die canonische Form 

ds* = V(a —y)dxdy 
gebracht wird. Hieraus aber findet man leicht die geodiitischen Curven durch 
Quadratur. 

**) Dies ist insbesondere sicher der Fall, wenn die vorgelegte Fliiche gleich- 
zeitig mehreren unter meinen drei Classen angehért; inzwischen sehen wir dabei 
von den Fliaichen constanter Kriimmung ab. 











Nu 


der 
un 
get 
Cu 
Bo 
bri 


ein 


aul 
Ne 
dai 
scl 
das 
tu 


riil 
vo! 
iib 
Cl: 


eit 
(7 


so 


er’ 


W: 


dic 





oll- 
ten 


iner 
tion 
ent 


aus- 
ans- 


arch 
eine 
stirt 
urch 
chen 
igen 
ver- 
chen 
sich 


hrere 
nung 
rster 


leren 


eren- 
, von 


hode, 
reiben 
zonal- 
naten- 


durch 


gleich- 
dabei 






Geoditische Linien. 439 






























Null verschieden ist, nicht durch Quadratur erledigen. Diejenigen 
Curven, welche die Punkte der Fliche durch continuirliche Ausfiihrung 
der infinitesimalen Transformation beschreiben, sind isotherme Curven, 
und werden daher, wie auch ihre Orthogonaleurven, durch Quadratur 
gefunden. Gleichzeitig bestimmt man die auf der Fliiche gelegenen 
Curven, deren Bogenliinge gleich Null ist. Hiernach kann man das 
Bogenelement der Fliiche auf die canonische Form ds? = e¢** ® (2 — y) dx dy 
bringen. 

Liouville hat bekanntlich*) gezeigt, dass die geodiitischen Curven 
einer jeden Fliiche, deren Bogenelement schon auf die Form 


ds* = [ww + y) + ¥(@w — y)| da dy 

gebracht ist, durch Quadratur bestimmt werden kénnen. Hiermit 
stehen offenbar die vorangehenden Entwickelungen, insofern sie sich 
auf Flichen dritter Classe beziehen, in genauester Verbindung. Das 
Neue bei meinen allerdings mehr speciellen Theorien liegt einerseits 
darin, dass es fiir mich nicht nothwendig ist, dass das Bogenelement 
schon auf die Liouville’sche Form gebracht ist, andererseits darin, 
dass ich in gewissen Fallen die von Liouville verlangten Quadra- 
turen durch Differentiationen ersetze. 

43. Durch Verkniipfung einiger von Liouville und Bour her- 
riihrenden Entwickelungen, die ich sogleich reproducire, mit meinen 
vorangehenden Untersuchungen erhalt mag einen interessanten Satz 
iiber die Form des Bogenelementes aller Flichen, die meiner dritten 
Classe angehéren. 

Besitzt die Differentialgleichung der geodiitischen Curven 


asf ae. at dw 
y y dx y 








dy 
ein oder mehrere Integrale von der Form 
; ose 1 
(71) U = f(xy) + y v(ey) + a vey), 
so miissen die Gréssen f, mp und @ die Relationen 
OF nag SE en ee Big. 
dy =P ay? oe dx dx? 
dp y dw df ss dy amt dw 
da * dw’ de dy dy . 


erfiillen. Also besitzen m und y die Form 

p= X (xr), p= YY (yer, 
wihrend die nach w und y genommenen Differentialquotienten von f 
die Werthe 


*) Application d’analyse 4 la géométrie, par Monge, édition de Liouville, 
pag. 577. 
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df d ’ d c d , 
fe —— 2% gy ey)— Vie, Gh - 2X, Fe) — Xe" 


aufweisen. Um das hiermit gefundene Integral 
(72) U=f+Xery + Yer 


zu vereinfachen , fiihren wir statt 2 und y neue Variabeln 2, (x), y,(y) 
ein. Es wird dann: 





we dxa,\? ~ ou dy; - 
U=f+X,(S)yen 4 ¥,(S nye i 
day, 
Bestimmen wir daher x, und y, durch die Relationen 
lx dy 
dz, = =, dy= - 
1 VX, Y VY, ? 
so wird 
° P 1 
U=ftery! ten 3, 
und 
df _ _ g ale”) U6 oe 
Oo eee hmm a 
und in Folge dessen 
d(e") = d®(e") . 
dat ——dy® 9 mmole +H) + YG, —m)- 


Hiermit ist gezeigt, dass ein Integral von der Form (71) nur dann 
auftritt, wenn das betreffende Bogenclement die Liouville’ sche Form 
annehmen kann. Lxistiren zwei oder noch mehr Integrale der Form (71), 
so kann das Bogenelement in mehrfacher Weise die Liouville’sche 
Form erhalten. 

Diesen bekannten Satz werden wir auf eine Fliiche meiner dritten 
Classe anwenden. Wir bemerken dann zuniichst, dass die Form des 
friiher durch Differentiation gefundenen Integrals 


J, =a —er(y + 2 


mit den soeben angestellten Betrachtungen iibereinstimmt. Es ist leicht 
zu verificiren , dass auch das Integral 


Jy—B(«) —46° — 0° —(y + +)(B) — 208) —(¥— +) BG 7) 
die Form (72) besitzt. Denn ae den Formeln (69), (70) ist: 

B(s) — a <2 e, 

B oa = (Y" — X")e", 


dy i 
und also wird: 








Ist 
dal 


8O§ 


br: 


mi 


un 
Gh 


da 


el 


fa 


Is 





e” 


1 (Y) 


dann 
Form 
(71), 


e’ sche 


ritten 
m des 


leich 


dg 
dx 





t 


) 





Geodiitische Linien. 441 


Jy=B(a)—4p°— a&— (“4 —2x")ery —(4 —2 YY") ew 7: 


Ist dabei X” — Y "20, so sind J, und J, unabhiingige Integrale; und 
daher kann das betreffende Bogenelement in mehrfacher Weise, ja 
sogar in unendlich vielen Weisen auf die Liouville’sche Form ge- 
bracht werden. Bezeichnet man nimlich mit 4 eine willkiirliche Con- 
stante, so ist J,-+-AJ, immer ein Integral der Form (72). Setzt 
man daher 

dx 





- — dy, = ———— dy 

V2x—-+ aya V2v"—* ata 

und fiihrt sodann a, und y, als neue Variabele ein, so erhiilt die 
Grésse e“® immer wieder die Form 


em = Y(x, + 9) + ¥ (x, -- y)- 

Alle Fliichen meiner dritten Classe, die nicht durch die Formeln der 
Nummer 13 geliefert werden, haben somit die charakteristische Eigenschaft, 
dass ihr Bogenelement in unendlich vielen Weisen die Liouville’ sche 
Form e® = v(a@ + y) + ¥(a@ — y) erhalten kann. 

Wir haben in@er That schon gesehen, dass z. B. das Bogen- 


dz, = 


‘element e” = «-+- y in mehrfacher Weise die Liouville’sche Form 


erhalten kann. Dieselbe Bemerkung gilt u. A. auch fiir die Flichen- 


familien 
A B 


ew—aey+tl, v= wir + ora” 


Hierzu fiigen wir noch die folgende interessante Bemerkung. Aus 
den in § 4 gefundenen Formeln 


3 ave . ‘ 

i EHP C+ H+O(e—y) +X, 

oY gy =o (et+y)—O(e@—y) + Y 
ergiebt sich: 


OTD ntl XY, Seaweed’ =F, 


ot ot 
Ist nun 
xX” = Y” = a = Const., 
‘=ax+b, “=< ay+te, 
so wird 


a Y = 29'(e ty) +aety+b+<e, 
SEY = 20 (@— 9) + a(@— y) +b —e. 


In diesem Falle wird eine jede der isothermen Curvenschaaren 
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«+ y= Const. und « — y = Const. 
in sich transformirt durch die infinitesimale Transformation da = & dt, 
dy = dt. 

Die in Nummer 13 bestimmten Fliichen dritter Classe lassen sich 
daher auch dadurch charakterisiren, dass sie ein isothermes Orthogonal- 
system enthalten, welches bei der betreffenden infinitesimalen Trans- 
formation invariant bleibt. 


Note 3. 


Bestimmung aller Formen, welche die Transformationsgruppe der 
geoditischen Curven einer Fliche besitzen kann. 


Will man meine Theorie der Transformationsgruppen als bekannt 
voraussetzen, so ist es nicht schwierig die vorangehenden Theorien 
wesentlich zu vervollstiindigen. Es ist in der That moéglich die Form 
der Transformationsgruppe der geoditischen Curven einer Fliche 
a priori anzugeben, und gleichzeitig die entsprechende Gleichungsform 
der geoditischen Curven aufzustellen. 

Hat die betreffende Fliche constante Kriimmung, so kénnen ihre 
geoditischen Curven nach Beltrami’s Untersd@hungen durch eine 
lineare Gleichung 
(73) aX (cy) + bY(cy) +¢—0 
dargestellt werden. Also gestatten die geoditischen Curven einer solchen 
Fliaiche jedenfalls die oo* linearen Transformationen der Gréssen X, Y. 
Und da die Gruppe der limearen Punkttransformationen einer Ebene 
in keiner mehr umfassenden ‘Transformationsgruppe der Ebene ent- 
halten ist, so schliessen wir, dass die geodiitischen Curven einer Fliche 
constanter Kriimmung keine weiteren Transformationen als die soeben 
besprochenen linearen Transformationen der Gréssen X und Y ge- 
statten. 

44. Indem wir uns jetzt zur Betrachtung von Flichen, deren 
Kriimmung nicht constant ist, wenden, stiitzen wir uns auf Beltrami’s 
Satz, dass die geoditischen Curven einer solchen Fliche nie durch 
eine lineare Gleichung der Form (73) dargestellt werden. Wir suchen 
daher die allgemeinste Gruppe von Punkttransformationen einer Ebene, 
welche zweifach unendlich viele Curven, die sich nicht durch eine 
lineare Gieichung darstellen lassen, unter sich vertauschen. 

Jede Gruppe hat, wie wir wissen, zweigliedrige Untergruppen, 
die, wenn ich wie gewdhnlich 


setze, eine unter den Formen 
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q, X(*)43 4,99; Ps G4 ep+y9 

besitzen. Liisst die - zweigliedrige Gruppe q, X(x)q eine zweifach 
unendliche Curvenschaar invariant, so giebt es unter diesen Curven 
sicher solche, deren Gleichung sich hinsichtlich y auflésen lisst. Sei 
y =/[(x) eine solche Curve der Schaar, Alsdann gehéren alle Curven 
mit der Gleichungsform 


y=f(%)+a+ bX, 


was auch die Constanten a und & sind, unserer Schaar an. Und 
also wird diese Schaar dargestellt durch eine Gleichung, die hinsicht- 
lich der Constanten linear ist. Gestatten daher die geodiitischen Curven 
einer Fliche eine Transformationsgruppe mit einer Untergruppe der 
Form gq, Xq, so hat die Fliche constante Kriimmung. 

Ich will sodann annehmen, dass die zweigliedrige Gruppe q, yq 
eine zweifach-unendliche Curvenschaar invariant liisst, und dass y=/(z) 
wiederum eine Curve der Schaar ist. Dann gehdren alle Curven mit 
der Gleichungsform 

y = af(x) +b 
mit den beiden willkiirlichen Constanten a und b unserer Schaar an. 
Dieselbe wird daher auch jetzt durch eine lineare Gleichung dargestellt. 
Hieraus folgt wie soeben, dass nur auf den Flichen constanter Kriim- 
mung die geoditischen Curven eine Gruppe mit einer Untergruppe der 
Form q, yq gestatten kénnen. 

Die geoditischen Curven einer Fliche, deren Kriimmung nicht 
constant ist, gestatten daher jedenfalls nur solche Transformations- 
gruppen, deren siimmtliche zweigliedrige Untergruppen entweder die 
Form p,q oder die Form p, «p + yq besitzen. Setzt man nun meine 
Aufzihlung aller Gruppen von Punkttransformationen einer Ebene als 
bekannt voraus, so erhiilt man ohne Weiteres den folgenden wich- 
tigen Satz: 

Satz 27. Die Transformationsgruppe einer Differentialgleichung 
y’ = f(xyy’), die nicht durch Punkttransformation auf die Form y” =0 
gebracht werden kann, besitet eine der folgenden Formen: 


P) Prd P,TP+YG PW, cp + Ayg; 

p,q, ap +(y+2)q; vp, ep +yq, xp + (xy + Ay’q). 
Wenn daher die geodiitischen Curven einer Fliche eine Transformations- 
gruppe gestatten, so besitet diese Gruppe 1, 2, 3 oder 8 Parameter. 
Der letete Fall entspricht den F lichen constanter Kriimmung. 

45. Kiner jeden unter den hiermit aufgestellten Transformations- 


gruppen entspricht eine bestimmte Gleichungsform der betreffenden 
geodiitischen Curven: 
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1) Gestatten die geodiitischen Curven die infinitesimale Trans- 


formation p, so hat ihre Gleichung die Form: 


e+a+fly, b) = 0, 
wobei a und } willkiirliche Constante sind. 
2) Gestatten die geodiitischen Curven die beiden permutablen in- 
finitesimalen Transformationen p und q, so hat ihre Gleichung die Form: 


y+b=f(@+a). 


3) Gestatten die geodiitischen Curven die infinitesimalen Trans- 
formationen p und zp + yq, so hat ihre Gleichung die Form: 


ay = f(ax + b). 
4) Gestatten die geoditischen Curven die drei infinitesimalen 


Transformationen p, q, xp-+ Ayq, so hat ihre Gleichung (wenn 4 
nicht verschwindet) die Form: 


y+b=K(«+ a) 
wobei a und 0b willkiirliche Constante sind, wihrend die Grésse K fiir 
eine gegebene Fliiche einen bestimmten Werth hat. 


5) Gestatten die geodiitischen Curven die drei infinitesimalen 
Transformationen p, g, xp + (y-+ x)q, so hat ihre Gleichung die Form: 


y +b = (a +a) log (« + a) + K(w +a), 
wobei die Constante K wiederum in jedem einzelnen Falle einen be- 
stimmten Werth besitzt. 

6) Gestatten die geodiitischen Curven die drei infinitesimalen 
Transformationen p,xp-+yq, x*p + 2ayq, so hat ihre Gleichung 
die Form: 

K (a + a) (1 — (a +a)b)=y, 
wo abermals XK fiir eine gegebene Fliiche einen bestimmten Werth 
besitzt. 

7) Gestatten endlich die geodiitischen Curven die drei infinitesimalen 
Transformationen p, xp + yq, 2*p + (2ay + y?)q, so hat ihre Glei- 
chung die Form: 


y= K(x+a)(1—(y+%+<a)d), 


wo die Constante K, wie in den friiheren Fiillen, fiir eine gegebene 
Fliiche einen bestimmten Werth besitzt. 

Die in die drei ersten unter den aufgestellten Gleichungsformen 
eingehenden willkiirlichen Functionen lassen sich niher bestimmen. 
Hierauf gehe ich indess bei dieser Gelegenheit nicht niher ein. 
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Note 4. 


Ueber Flichen, deren geoditische Curven eine Gleichung von 
gegebener Form erfiillen. 




































in- 
m: 46. Wir stellen uns nun noch die allgemeine Aufgabe, das Bogen- 
element 
ns- (74) ds? = Edw + 2F du dv + Gdv? ; e 
einer jeden Flache zu bestimmen, deren geodiitische Curven eine ge- 
gebene Gleichung 
Q(uvab) =0 
len 
= zwischen u,v und zwei willkiirlichen Constanten a, b befriedigen. 
Wir bilden die Differentialgleichung der geoditischen Curven 
du du 
F(w Cav dv) = 0 
= derjenigen Fliche, deren Bogenelement durch (74) gegeben ist. Sodann 
nm differentiiren wir 2 = zweimal hinsichtlich -v, und bilden sodann 
mere durch Elimination von a und b die Differentialgleichung weiter 
: Ordnung pug & 
b o (uo dv dv ang, 

: die mit /’ = 0 identisch sein soll. Dies giebt mehrere und zwar vier 
Din Bedingungsgleichuugen zwischen uw, v und den ersten Differential- 
ung quotienten von EF, F und G hinsichtlich uw und v. Es fragt sich, ob 

diese partiellen Differentialgleichungen 1. O. mit drei unbekannten 
Functionen EL, F und G gemeinsame Lésungen besitzen. . 
Es ist denkbar, und zwar ist dies im Allgemeinen der Fall, dass 
erth es gar kein Werthsystem EL, I’, G giebt, welches unsere Bedingungs- 
gleichungen erfiillt. Alsdann giebt es keine Fliche, deren geodiitische 
alen Curven durch eine Relation der Form Q = 0 bestimmt werden kénnen. 
a lei- Man kann immer durch sogenannte ausfiihrbare Operationen entscheiden, 
ob dieser Fall vorliegt oder nicht. 
Haben unsere Bedingungsgleichungen gemeinsame Lésungen, so 
giebt es Fliichen, deren geodiitische Linien durch eine Relation der 
bene Form Q=O0 bestimmt werden, und zwar sind hierbei zwei Fille 
moglich, 
men 


Es ist denkbar, dass es ein und nur ein Werthsystem E, F, G 
giebt, das unsere Bedingungsgleichungen erfiillt. In diesem Falle ver- 
langt die Bestimmung der Gréssen HK, F und G als Functionen von 
u und v nur ausfiihrbare Operationen, das heisst Differentiationen und 
Eliminationen. Dieser Fall tritt ein, wenn es unter den Flichen, deren 
30 


men. 
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geoditische Curven durch 2 = 0 bestimmt werden, eine giebt, deren 
Bogenelement weder die Form 


(75) d;* = (u(a +y) + ¥(a— y)) da dy 
noch die Form 
(76) ds? =(y + X(x)) dx dy 


erhalten kann. Denn unter dieser Voraussetzung sind alle Fliichen, 
deren geodiitische Linien durch Q = 0 bestimmt werden, auf einander 
abwickelbar und besitzen somit dasselbe Bogenelement. 

Es ist aber auch denkbar, dass es unendlich viele Systeme der 
Functionen EL, F und G giebt, welche die vier Bedingungsgleichungen 
erfiillen. Dieser Fall tritt ein, wenn die Gleichung Q =O die 
geoditischen Linien einer Fliche bestimmt, deren Bogenelement ent- 
weder die Form (75) oder die Form (76) erhalten kann. In diesem 
Falle kann die Bestimmung der Gréssen HK, F und G als Functionen 
von « und v immer auf die Integration von gewohnlichen simultanen 
Differentialgleichungen zuriickgefiihrt werden. 

Besonders interessant ist der Fall, dass die durch Q — 0 bestimm- 
ten geoditischen Curven infinitesimale Transformationen gestatten. In 
diesem Falle reducirt sich das Problem jedesmal auf die Integration 
eines gewohnlichen simultanen Systems, das selbst infinitesimale Trans- 
formationen gestattet. Hiernach kénnen bei der Integration dieses 
Systems diejenigen Theorien, die ich in Bd. XI dieser Annalen ent- 
wickelt habe, vefwerthet werden. 

47. Die Frage nach dem Bogenelemente 


ds? = Edw + 2F' dudv + Gdv? 


einer Fliche, deren geoditische Curven eine gegebene Differential- 
gleichung 1. O. mit einer willkiirlichen Constante 


f(ue as) is 


dv 


erfiillen, lisst sich auf das soeben behandelte Problem zuriickfiihren. 
Denn durch Differentiation der letzten Gleichung erhilt man eine 
Differentialgleichung zweiter Ordnung, die mit der Differentialgleichung 
der geodiitischen Curven identisch sein soll, sodass man wiederum 
Bedingungsgleichungen zur Bestimmung von FE, F' und G ohne Weiteres 
erhalten kann. Bei iher Behandlung kénnen selbstverstindlicherweise 
dieselben Fille wie soeben eintreten. 
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Note 5. 
Zur Theorie der geodatischen Curven der Minimalflichen*). 


Liouville hat bekanntlich gezeigt, dass die geodiitischen Curven 
einer jeden Fliiche, deren Bogenelement die Form 


(1) ds? = (v(a + y) + ¥(@—y) dxdy 

besitzt, bestimmt werden kénnen. Sucht man daher specielle Minimal- 
flichen, ‘deren geodiitische Curven bestimmbar sind, so liegt es nahe, 
zuerst alle Minimaljlichen aufeufinden, deren Bogenelement die Form 
(1) erhalten kann. Nun aber hat das Bogenelement der Minimalflichen 
die Form 

(2) ds? = f{(X) p(Y)\(1+XYV)X' Y'dzxdy, 

wo X(x) und Y(y) arbitriire Functionen ihrer Argumente sind. Es 
handelt sich daher darum die Functionalgleichung 


(3) f(X)p(V)A4+2X¥4X?2Y)X'Y' = ve+y4+¥(e—y) 
in allgemeinster Weise zu erfillen. Setzen wir: 
(X)X=X, oY) V=y, 
und fiir einen Augenblick: 
X,¥,+2XX, YY, + X?X, VY’? Y, =Q, 
so findet unser Problem seinen analytischen Ausdruck in der Gleichung: 


@Q__ @Q_ 
dx? dye 





oder durch Ausfiihrung in der iiquivalenten: 
X,Y, + 2(XX,)” YY, + (X*X,)” ¥,Y, 
— X,Y," —2XX,(¥Y,)" — X?X,(¥? ¥,)" =0. 


Dividiren wir mit X, Y,, so kommt: 


a 9 ey >. ees, 
(4) e+ 2 Bee yy ey 
Y," (Y¥)" _ ye (¥?¥)" _ 
ce wis 2X — Yy, x Y, = 0 
und durch dreimalige Differentiation hinsichtlich X: 


@ (Xs), 9 @ (XX) d ((X,X4)") po _ 
axr (y) + 2g Oe) ¥+ a Oe) ao 
Diese Gleichung zerlegt sich, da Y keine Constante und noch 
weniger eine Function von @ sein darf, in die drei folgenden: 
, es ad’ (X,X)" @ (%X%)" _ 9 
ax? X, —_— =, a ae ee 
* woraus durch Integration: 





*) Vergl. Archiv for Mathematik og Naturvidenskab, 1882, p. 490 ff. 
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Sopaus Lis, 


Xx,” 


> = dy + 2a, X + a, X?, 

6) LEXY 8d, + 20, X +0,X", 
| 

X,X2)” € 2 

SR = hy + 26, X + &X?, 


wo die Gréssen a;, b, und q Constante sind. Durch Einfiihrung dieser 
Werthe in (4) folgt: 


Y,” 


na + 2b, ¥ + 4 ¥?, 
6) (WY) a, + 20, ¥ + 44%, 
ae = A, + 2b, Y “+ Cy x. 


Die vereinigten Gleichangen (5) und (6) bestimmen die unbe- 
kannten Functionen X, X Y, Y vollstiindig. Ich will zuerst die Glei- 
chungen (5) betrachten. Durch Combination der beiden ersten Glei- 
chungen (5) folgt: 


(7) 2 x X’' 4 X” —b, + (2b,—a,) X + (b,—2a,) X? — a, X3, 


und in entsprechender Weise geben die erste und die letzte unter den 
Gleichungen (5): 
(8) 43! XX'42XX" 4 2X2 =e + 2¢,X 
1 , 
+ (c,—a,) X?—2a, X'—a, X4. 
Durch Elimination von X, zwischen (7) und (8) folgt: 
(9) 2X’? = cy + 2(c,— by) X+ (e, + ay — 4b,) X? 
+ 2(a, — b,) X* + a,X,, 
und durch eine aihnliche Behandlung der Gleichungen (6): 
(10) 2Y’? =a, + 2(b, — a,) ¥ + (¢, + a) — 4b,) Y? 
+ 2(b) — 4) Y3 + 6,¥4. 


Um die beiden Gleichungen (9) und (10) zu vereinfachen, be- 


merken wir, dass die Form des Bogenelements (2) im wesentlichen 


ungeiindert bleibt, wenn wir X durch 
«aX + B 


yX+0 
und Y durch 


ersetzen, dabei vorausgesetzt, 





dass a By 9d beliebige Constante be- 
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zeichnén. Wir wihlen diese Constanten derart, dass die Gleichungen 
(9) und (10) eine mdglichst einfache Form erhalten. Schliessen wir 
vorliufig den Ausnahmefall, dass die Gleichung vierten Grades 


0 = C+ 2(¢,—by) X+ (¢. ++ a, —4b,) X?+4+2(a,—b,) X$+-a, X4 


drei und nur drei gleiche Wurzeln besitzt, aus, so kénnen wir offenbar 
die Constanten a, B, y, 0 derart wihlen, dass in den transformirten 
Gleichungen (9) und (10) die ungeraden Potenzen von X und Y ver- 
schwinden, so dass 


¢ —bh=—0, a —b,=0 
sind. Um die Formeln abzukiirzen, setzen wir 
C2 + a, — 4b, =o, 
wodurch (9) die Form 


(11) 2X’? =c,+o0X?+a,X! 
annimmt. Durch Differentiation kommt: 

(12) 2X" = aX + 2a, X3, 
(13) 2 <, = o-+ 6a,X* 


Gleichung (7) giebt: 


g Xi bo + (2d, — a) X + (by — 2a) X*— a, X8— X” 
At ee —— 


woraus durch Differentiation und Multiplication mit 2 X‘?: 


x," 
xX; 


—2X'X" —2X"(b,4-(2b,—ay) X+(b,—2a,) X*—a, X*—X"). 


4 -x4(4 X’)'= 2X'2(2b,—a,42(b,—2a,) X—3a, X*) 


(13’) 


Hier fiihren wir die friiher gefundenen Werthe von a , a x, x", 
X” und X” ein und erhalten dadurch die Relation: 
(Cy) + oX?+ a, X*) (2b, — 3a, — 6a, X — 5a, X?) 
+ (b)+ (2b, —a) X —a, X*—a, X) 
—2(@ X-+ 2a, X*)(b)+(2b, — a) X—a, X?— a, X) 
+4 (@X+2a,X%! — 5 (o+6a, X*) (+ oX?4+a,X4) = 0. 
Dieselbe zerlegt sich , da X keine Constante sein darf, in 7 Gleichungen, 


unter denen jedoch zwei identisch bestehen, so dass wir nur die fiinf 
folgenden erhalten: 
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(2b, — Bay) +b)? — > o—=0, 
—6 a, %+2b,(2b, —a,) —2b,0=0, 
(14) }—8a,¢, —2b,a,+ (2b, — a)? 4 @—@(2b,+a,)=0, 
—4a,a—6a,b,—2a,(2b,—a,)=0, 
| a,(3a,—100,)+-a,?—< a,o=0. 





Durch eine entsprechende Behandlung der Gleichungen (6) und 
(10) erhalt man die analogen Relationen: 


a,(2b, —3a,)+a,?—+ a,0=0, 
— 6b, a,+2a, (2b,—a,) —2a,a=—0, 
(15) 4 —8a,¢, — 2b, a,+ (2b, —a,)?+ + @— (2b, + ay) =0, 
—4b,a@—6¢,a, — 2b, (2b, — a.) =0, 
| 9(Bay— 10b,)+-b,?—= ¢,0—=0, 








unter denen jedoch die dritte mit der dritten Gleichung des Systems 
(14) identisch ist. Wir subtrahiren: jede Gleichung, etwa die k'* des 
Systems (15) von der (5 — k)'*" des Systems (14) und erhalten hier- 
durch die vier folgenden sehr einfachen Relationen 

Cy(C, — a) = 0, 

by (¢, — a) = 9, 

a, (C, — a) = 0, 

Ay (C, — a) = 0, 
welche zeigen, dass es naturgemiiss ist, dié beiden Hypothesen 
CZ dy und ¢, =a, getrennt zu behandeln. 

Ist ¢, — dy 2 0, so kommt 
¢ =b,=a,=—a,=0 = ¢, == b,. 
Die Gleichungen (9) und (10) geben: 
2X2 aX*, 2Y'*=a@Y?, 
wo @ nicht verschwinden darf, indem X und Y keine Constanten sein 
kénnen. Setzen wir 
@ = 2k?, 
so wird 
X’=kX, Y’=+KkY, 
und 
X=Ae*, Y= Bet, 

X, wird bestimmt durch (7) 
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XY _ 2b — a — 


— Qk TP - 

woraus 

X, = Ce*. 

Y, = Det», 
Die entsprechende Minimalfliche ist, wie man leicht verificirt, auf 
eine Rotationsfliche abwickelbar. 

Sei jetzt c,—a,—0. Alsdann befriedigen die Constanten die 

folgenden Relationen: 


4¢)(b, — a) + b,? = 0, 
— Gy + by (26, — ay) = 9, 
(16) — 4a,c, — boa, + 4b, (2b, — a) = 9, 
(iy — 2b,) + ayby = 9, 
4a,(b, — a) + a,? = 0. 


Dementsprechend ist: 


Durch Combination der zweiten und vierten unter diesen Gleichungen 
folgt: 
bya, {a20 — (2b, — ay)*} =0 = bya, A. 
Setzen wir zuniichst voraus, dass A von Null verschieden ist, so muss 
entweder b, oder a, verschwinden. Nun aber ist klar, dass bei der 
Vertauschung von x und y die Gréssen b, und a, unter sich vertauscht 
werden. Daher-kénnen wir ohne Beschriinkung b, = 0 setzen. Die 
zweite und vierte unter den Gleichungen (16) geben somit: 
a,¢,=0, a,(a) — 2b,) =0, 
sodass die Annahme a, 20 die contradictorische Relation 
a —2b,=0=—A 
geben wiirde. Daher kénnen wir annehmen, dass nichi allein J, 
sondern gleichzeitig a, gleich Null ist. Also geben die Gleichungen (16): 
€y(b, — ay) = 9, a,(b, — a) = 0, 
A, 6, — b, (2b, — ay) = 0. 
Wiire b, — a, = 0, so kiime die contradictorische Gleichung 


Ay Cy — b,? = () = A, 


Also ist b, — ayZ0 und 


G@=O0=a,, b,(2b, — a) =, 
und da X’ und Y’ nicht verschwinden diirfen, folgt 
b, = 0. 


Indem man nun ganz wie bei der Discussion der Annahme C,— ayZ9 
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weiter geht, erhalt man wiederum nur solche Minimalflichen, die auf 
Rotationsflichen abwickelbar sind. 
Jetzt miissen wir die Annahme 
~—a@=0, A=0—qa, — (2b, — ay) 

betrachten. In diesem Falle kénnen die Gleichungen 

2X"? = cy + 2(a, — 2b,) X*? + a, X4, 

2Y’?* =a, + 2(a, — 2b,) Y? + ¢,Y' 
durch die einfacheren 


X’ V2 =Ve + Va, X?*, 
Y'V/2=Va,+ Ve Y? 
ersetzt werden. Hier kénnen c, und a, nicht beide verschwinden und 
wir kénnen daher ohne Beschriankung annehmen, dass z. B. ¢, von 
Null verschieden ist. Ist dabei a, = 0, so kommt: 
a =2b,, a, =0, b,? — 4ce,b, = 0; 
und wenn wir 


Co = 2K? 
setzen, folgt: 


X=ke, Yo oe 


X,=Aen*, Y, = By*et™s, 
Die entsprechenden Minimalfliichen sind auch jetzt auf Rotationsflachen 
abwickelbar. 


Ich will nun annehmen, dass A = 0, a,20, 20 ist. Indem 


° “ 1 
man die Gréssen X, Y, x und y durch mX, sn X> wae und + ny er- 
setzt, und sodann die Constanten m und » zweckmiissig wihlt, erhiilt 
man die einfacheren Gleichungen 

X’=1+ X?, 


Y’=1+4 Y?. 
Ueberdies ist 


dg = = 2, a —2b,—2 
und 

by? + 8(b, —a)=—90, a, —=—b, — 16+ b,2?—8b, =0, 
sodass die 9 Constanten die folgenden Werthe erhalten: 


Rae ¢ 
y= 7 be>—2, a=—b, a, =—2, 
1 y2 
by = by, b= 3 by —2, b,=— b, 

1 
CO = 2, c, = by, C, = — b,? — 2. 
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wuf Also kommt: 


hed 


6 
X=tgz, X, = Acos?x-e? 


gow 


Y=tgy, Y, = Boos? y-e 


Die entsprechenden Minimalflichen sind auch jetzt auf Rotationsflachen 
abwickelbar. Sie sind tibrigens identisch mit denjenigen, die der 
Hypothese c, — a, 20 entsprechen. 


Ich werde endlich annehmen, dass die Gleichung vierten Grades 


O=Cy+ 2 (¢, —bq) X+ (C,+ ay —4b,) X?42 (a, — b,) X34, X! 


nd drei und nur drei gleiche Wurzeln besitzt; dann kann man in (9) und 
‘on (10) ohne wesentliche Beschrinkung 


G=9, &+a—4b,=0, a,—b,=0, a,=0, ¢,—b)=1 
setzen. Also kommt: 
X’2an X, Y'2 = — Y3, 
Durch Differentiation kommt: 
9X" =i, X70, 


und durch Substitution in (13’): ° 
1en —4X(a,+ 2a, X) +(o,+ (2b, —a)) X—a, X?— y 
sal si +2X (2b, —a,—2a, X)— (b+ (2b, —a,) X—a, X*— 5) =0, 
oi woraus: ' 
salt a, = 0, a = b, =0, (db, — 5) (&) — 3) =0. 


Andererseits ist: 
2Y"=—3Y*?, Y"=—3YY’, 
also, unter Benutzung der Gleichung: 
Y ‘ ’ Y, "\*s 1 vg 6 6 
—44 y’?+4 4( Y: Y’y + 2¥'2(2b, — a, + 2(1 — by) ¥) 
—2Y' YY" —2Y"((a, + 2b,— a) ¥ + (1—b) ¥? — ¥”")=0, 
ebenfalls: 


4¥3(a, + 2b, ¥) + (a, + (2b, — a) ¥ —(v, — 2) vy?) 


—2Y(2b, — a, + 2(1 — ) Y)— 6¥8 


+3 ¥* (a, + 2, — a,)¥—(b, — 2) ¥*) =0 
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und durch Beriicksichtigung der Werthe a, = 0, a, = 0, b, = 0: 
2 ae ; 
8b, + (0, — 3) +4, —1)— 6 — 3(,— 3) =, 


was mit der friiher gefundenen Relation 


(% — 3) —3)=—0 


im Widerspruche steht. 
Soll daher das Bogenelement einer Minimalfliche die Form 


ds? = [v(x + y) + v(@ — y)) dady 

erhalten kinnen , so muss dieselbe auf eine Rotationsfldche abwickelbar sein. 

Die vorangehenden Entwickelungen geben gleichzeitig eine aller- 
dings weitliufige Bestimmung der auf Rotationsfliichen abwickelbaren 
Minimalflichen. Einfacher ist es, die Functionalgleichung 

f(X) p(Y) 1+ XY X' Y= o@+ y) 

direct nach der im Vorangehenden entwickelten Methode zu behandeln. 
Gleichzeitig findet man alle Minimalflichen, deren Bogenelement die 
Form 





ds? = &* O(a + y) dxdy 
besitzt, indem auch dieses Problem durch die soeben geschriebene 
Functionalgleichung ausgedriickt wird. 
Hiermit sind alle Minimalflachen gefunden, deren geoditische Curven 
eine infinitesimale Transformation gestatten. 


Christiania, im April 1882. 
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Ueber eine Minimumsaufgabe. 
Von 


Herricu Bruns in Leipzig. 


In der , Zeitschrift fiir Vermessungswesen* 1882, Heft 6 hat Herr 
Ob.-Lt. Schreiber, veranlasst durch einen concreten Fall, unter dem 
Titel ,Die Anordnung der Winkelbeobachtungen im Gottinger Basis- 
netz“ folgende Aufgabe behandelt: in einem trigonometrischen Dreiecks- 
netze lassen sich ausser den nothwendigen und hinreichenden Richtungen 
noch eine Reihe iiberschiissiger messen, ferner ist das disponible 
Arbeitsquantum, d. h. die Gesammtzahl aller zu machenden Richtungs- 
einstellungen gegeben, es sollen letztere so auf die einzelnen Richtungen 
vertheilt werden, dass ein bestimmtes Stiick, z. B. die Distanz zweier 
Punkte, mit modglichst grossem Gewicht aus den Messungen gefunden 
werde. Es zeigt sich, dass die Lésung dieser Aufgabe darauf hinaus- 
liuft, in einem System von p linearen Functionen 


Dg = Va + day ty +++ + Gann 
mit ” Verinderlichen x(n < p) die letzteren so zu bestimmen, dass 
die Summe der numerischen Werthe der Z ohne Riicksicht auf ihr 
Vorzeichen ein Minimum wird. Wie man sich in der Praxis aus den 
niheren Bedingungen des jedesmal vorliegenden Falles die néthigen 
Anhaltspunkte verschaffen kann, um durch ein geschicktes Probiren 
die gesuchten Werthe der x zu ermitteln, mége a. a. O. nachgesehen 
werden; im Folgenden soll die Aufgabe vom rein mathematischen Ge- 
sichtspunkte aus behandelt werden, indem es sich um eines der wenigen, 
nicht trivialen Beispiele handelt, bei denen das Minimum einer Func- 
tion dadurch charakterisirt ist, dass die Ableitungen erster Ordnung 
in endlicher Weise unstetig werden, Die Aufgabe selbst ist nicht neu, 
sondern zur Ausgleichung der Beobachtungsfehler bereits von Bosc ovich 
gestellt und von Laplace weiter benutzt worden. Ebenso findet sich 
in der Theoria motus § 186 von Gauss die charakteristische Bedingung 
angegeben, dass abgesehen von Fiillen, wo die Aufgabe unendlich 
viele Lésungen zulisst, fiir die gesuchten 2 soviele der L ver- 
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schwinden miissen als Unbekannte vorhanden sind. Es ist deshalb das 
Folgende im Wesentlichen nur als eine Ausfiihrung der ganz aphoristisch 
gehaltenen Notiz von Gauss anzusehen. 


§ 1. 

Der Beweis fiir die zuletztgenannte Eigenschaft lisst sich leicht 

wie folgt fiihren. Es mégen in dem Ausdrucke 

y= @,L,+---+ Lp 
die «, den Werth -+ 1 besitzen, jenachdem L, 2 0, wihrend fiir 
LL, =, der Werth von «, gleichgiiltig ist, dann ist y die Function, 
deren Minimum gesucht wird. An der Stelle (k, ---k,) im Gebiete der 
a verschwinde keines der LZ, man ermittle die zugehérigen ¢ und 
bilde fir die Umgebung der Stelle « =k die Summe y = LeL. Lisst 
man den Grenzfall, wo y von simmtlichen x unabhingig wird, bei Seite, 
so ist y fiir =k sicher kein Minimum; beim Hindurchgehen durch eine 
Minimumsstelle muss also wenigstens eines der LZ verschwinden. Es 
sei dies L,; man eliminire mittelst der Bedingung LZ, = 0 eine der 
Unbekannten, dann kann man fiir das System der iibrigbleibenden 
p— 1 linearen Functionen aus »— 1 Variablen denselben Schluss 
wiederholen u. s. w., bis alle Unbekannte erschépft sind, womit offen- 
bar der obige Satz bewiesen ist. Hieraus wiirde sich folgende Lésung 
der Aufgabe ergeben. Man bilde aus den p linearen Functionen alle 
Combinationen zu je n, und suche diejenigen Werthsysteme der 2, 


fiir welche die zu einer Combination gehérigen LZ verschwinden, ermittle 


ferner fiir alle diese Werthsysteme der « die Werthe von y und suche 
unter diesen den kleinsten heraus. Dieses Verfahren ist indessen 
practisch nur dann anwendbar, wenn die Anzahl der Combinationen 
sehr klein ist, was bei den wirklich vorkommenden Anwendungen nur 
ausnahmsweise der Fall ist. Ebenso gelangt man auf diesem Wege 
kaum zu einem Ueberblicke iiber die verschiedenen Méglichkeiten, 
welche wirklich eintreten koénnen. 


§ 2. 

Wir wollen zunachst annehmen, dass nur eine Veriinderliche 

vorhanden sei, und demgemiiss schreiben 
Leg = Ga (® — Ca); 
ferner kénnen wir ohne Einschriinkung der Allgemeinheit voraussetzen, 
dass die @ > 0, dass die ¢, von einander verschieden und ihrer Grosse 
nach geordnet seien, also 
Ch Oe Soy ees Se. 

Bildet man y = Ye L und betrachtet xy als rechtwinklige Coordinaten, 
so erhilt man eine Curve, welche stetig verliiuft, da an den Stellen, 
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wo ein € sich sprungweige von -+ 1 in den entgegengesetzten Werth 
verwandelt, das zugehérige LZ verschwindet. Liisst man nun 2 von 
—oo bis --co wandern, so sind in den einzelnen, durch die Abscissen 
¢, € +++ begrenzten Intervallen die Ableitungen resp. gleich 


— A, — ay — ++ + — Gy-1 — Op = — Ze 
_ [+a — a,—-+ + — Oy-1 — & = — Za, + 2a, 
(A) Lie 1h ye ot ee 


rs ae FSG nee ey 


Die Curve ist also eine gebrochene Linie, deren Ecken zu den Ab- 


scissen “= c¢, gehdren. Wenn von den Aggregaten (A) keines ver- 


schwindet, so sinkt die Curve zuerst bestiindig mit sprungweise ab- 
nehmender Geschwindigkeit bis zu einem tiefsten Punkte, fiir welchen 
eines der LZ, verschwindet, um dann bestiindig zu steigen und zwar 
mit sprungweise zunehmender Geschwindigkeit. Wenn von den Aggre- 
gaten (A) eines verschwindet, so verliuft die Curve ihnlich wie vorher, 
nur dass das Minimum fiir alle Abscissen eines bestimmten Intervalles 
€, << @ < 941 stattfindet, und dass in diesem Intervall y constant ist. 
Ferner folgt: jeder Werth, der grésser ist als das Minimum, wird von 
y an zwei und nur an zwei verschiedenen Stellen angenommen; wenn 
y fiir mehr als zwei Stellen, z. B. fiir die drei Abscissen a < x” < a” 
ein und denselben Werth besitzt, so ist y in dem Intervall 2 <a2<2” 
constant und zugleich Minimum. 


§ 3. 

Fiir die Untersuchung des allgemeinen Falls beschriinken wir uns, 
was ausreichend ist, auf drei Verinderliche z,7,7,, da dann die 
Resultate zugleich eine einfache geometrische Deutung zulassen. Also 
La = ba + Gay %y + Gag% + Gegt,, yoZe, La. 

Die « seien rechtwinklige oder schiefwinklige Coordinaten eines Punktes 
im Raume, dann ist y = Constans die Gleichung einer Schaar stetiger 
Fiichen, da y eine stetige Function des Ortes ist. Wenn in dem 
Punkte x, =k, keines der LZ verschwindet, und wenn in der Um- 
gebung dieser Stelle in dem Ausdruck fiir y nicht alle x verschwinden, 
so ist die Gleichung 

Y (%; LX) = y (ki, ky k,) 

die Gleichung einer Ebene. In der Umgebung der Stelle & gehéren 
also die betrachteten F lichen parallelen Ebenen an, d. h. diese Flichen 
selbst sind Polyeder, wobei dieses Wort in etwas allgemeinerer Be- 
deutung als gewdhnlich zu nehmen ist. Wandert der Punkt « lings 
einer Polyederfliche, so muss beim Passiren einer Kante das System 
der ¢ sich findern, also eines der Z durch Null hindurchgehen, d. h. 
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die Kanten liegen auf den Ebenen L =O .und ebenso die Polyeder- 
ecken auf den Durchschnitten je zweier dieser letzteren Ebenen. 

Beriicksichtigt man die in § 2 gegebenen Siitze, so folgt weiter: 
Lings einer bestimmten Geraden G nimmt y einen vorgeschriebenen 
Werth entweder in keinem oder einem oder zwei oder aber in unend- 
lich vielen Punkten an. In dem letzten dieser vier méglichen Fille 
gehéren die betreffenden Punkte simmtlich entweder einer einzigen 
ganz im Endlichen liegenden Strecke auf G an, oder y ist lings der 
ganzen Ausdehnung von G constant. Die Polyeder haben also mit 
einer Geraden G héchstens zwei Punkte gemeinsam, ausgenommen 
wenn diese Gerade in eine Polyederseite fillt; die Polyeder sind also 
convex. 

§ 4. 


Die Function y besitzt an einer Stelle « =k ein Minimum, wenn 
in einer beliebig kleinen Umgebung des Punktes k keine kleineren 
Werthe von y vorkommen. Angenommen nun, dass zwei Punkte h 
und & existiren, in denen nach dieser Definition y ein Minimum be- 
sitzt, dann muss nach den Siitzen in §2 y lings der geradlinigen 
Strecke (h k) constant sein, d. h. y hat nur einen einzigen Minimums- 
werth. Aus diesem Satze folgt dann weiter: wenn y in drei Punkten, 
welche ein wirkliches Dreieck bilden, Minimum ist, so hat es fiir alle 
Punkte innerhalb und auf der Begrenzung des Dreiecks denselben 
Werth; ebenso: wenn y in vier Punkten, die ein wirkliches Tetraeder 
bilden, Minimum ist, so hat es fiir alle Punkte innerhalb und auf der 
Begrenzung des Tetraeders denselben Werth. Der letzte Satz lisst 
sich dahin umkehren, dass, wenn y innerhalb eines Raumtheils con- 
stant ist, er innerhalb desselben Gebiets zugleich den Minimalwerth 
annimmt. Zum Beweise hat man nur néthig durch einen Punkt dieses 
Raumes nach allen Richtungen hin Gerade zu ziehen und die Siitze 
des § 2 iiber den Verlauf von y lings einer Geraden anzuwenden. 

Wir wollen nun die einzelnen vorstehend nur als méglich voraus- 
gesetzten Fille niher untersuchen, und als wirklich vorkommend nach- 
weisen, wobei vorauszuschicken ist, dass die L geometrisch nichts 
anderes bedeuten, als die mit festen Factoren multiplicirten Abstiinde 
des Punktes « von den Ebenen ZL =O, und dass die entwickelten 
Beziehungen von der Wahl des Axensystems unabhiingig sind. Wenn 
ferner y fiir einen im Unendlichen liegenden Punkt einen endlichen 
Werth annehmen kann, so miissen die Z sich simmtlich als lineare 
Functionen von zwei Veriinderlichen darstellen lassen, d. h. die Ebenen 
I =O sind simmtlich einer Geraden parallel, der betreffende Werth 
von y findet auch im Endlichen statt und zwar mindestens in 


allen Punkten einer gewissen Geraden, welche der ebengenannten 
parallel ist. 
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§ 5. 

Erster Fall: das Minimum findet nur in einem einzigen Punkte 
P statt. Wir wiihlen P als Nullpunkt, dann lisst sich zeigen, dass 
in demselben wenigstens drei der L verschwinden. Angenommen es 
verschwinde keines der Z, dann bleibt in einer hinreichend kleinen 
Umgebung von P das System der ¢ unverindert dasselbe und es 
miissten in dem Ausdrucke fiir y alle drei 2 fortfallen, weil sonst durch 
passende Wahl kleiner Werthe der x der Betrag von y kleiner gemacht 
werden kénnte als in P. Wenn aber alle drei  fortfallen, so wire y 
in einem Raumtheil constant und nach dem Friiheren zugleich Minimum, 
was der Voraussetzung widerspricht, dass nur P Minimalstelle ist. Es 
muss also wenigstens ein L verschwinden. Es sei dies L,; wir wihlen 
L, = 0 als x, #,-Ebene, also L, = a,,x%,. Setzt man nun 2, = 0, so 
muss das Aggregat 

é,L, + @L,+- 
als Function von x, 2, betrachtet fiir 2, = 2%, —0 und nur fiir diese 
Stelle Minimum werden. Die Anwendung derselben Schlussweise fiihrt 
dann dazu, dass noch ein zweites und ein drittes L verschwinden 
miissen; w. z. b. w. 
§ 6. 

Zweiter Fall: das Minimum findet nur statt fiir die Punkte einer 
geraden Strecke G. Man wiihle G als 2;-Axe und lege den Nullpunkt 
in G so, dass er in keinen der etwa vorhandenen Punkte fillt, welche 
wirkliche’ Durchschnitte von G mit den Ebenen L = 0 sind. In der 
Umgebung des Nullpunktes muss dann der Ausdruck fiir y von a, frei 
sein, dagegen x, und «, wirklich enthalten; ferner darf fiir ein festes 
hinreichend kleines x, y als Function von 2, x, betrachtet nur fiir die 
Stelle 2, = #2, = 0 Minimum werden. Daraus schliesst man wie vorher, 
dass lings G wenigstens zwei der ZL verschwinden. Setzt man nun 
“, = £, = 0 und lisst 2, variiren, um die Begrenzung von G zu finden, 
so sind lings G wenigstens zwei von den JL bestindig gleich 
Null; an den Grenzen von G muss mindestens je ein neues L ver- 
schwinden, wihrend innerhalb G nur die erstgenannten Null sind. 

Dritter Fall: das Minimumsgebiet ist ein Ebenenstiick E. Da fiir 
diesen und den folgenden Fall sich die vorhergehenden Schlussweisen 
wiederholen , wird es geniigen die Resultate anzugeben. FE gehdrt einer 
der Ebenen ZL = 0 an, sagen wir der Ebene L, =O. Ferner: £ ist 
das Innere eines convexen Polygons, lings dessen Seiten von den 
L,, L, ete. wenigstens je eines verschwindet, dagegen verschwin- 
det innerhalb EF nur LZ, Wenn E unendlich ferne Punkte ent- 
hilt, besteht es aus einem von zwei parallelen Geraden begrenzten 
Streifen. : 
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Vierter Fall: das Minimumsgebiet ist ein Raum 7. T ist dann 
das Innere eines convexen Polyeders, liings dessen Seiten immer je 
eines der L verschwindet, wiihrend innerhalb alle Z von Null verschie- 
den sind. Wenn 7 unendlich ferne Punkte enthilt, besteht es aus 
einem prismatischen Raum, der von Ebenen begrenzt wird, die einer 
und derselben Geraden parallel sind. 

Das einfachste Beispiel fiir das wirkliche Vorkommen dieser vier 
Fille erhilt man, wenn die Z die Abstiinde des Punktes x von den 
Seiten eines Tetraeders sind; man hat zum Beweise nur zu _ be- 
achten, dass dem Minimumsgebiet immer Stellen angehéren, in denen 
wenigstens drei der LZ verschwinden, d.h. in einer der vier Ecken der 
Tetraeder wird y sicher Minimum. Die vier Fille selbst erhilt man 
wie folgt: 1) alle vier Héhen sind ungleich, 2) die beiden kleineren 
Hohen sind einander gleich, 3) die drei kleineren Héhen sind einan- 
der gleich, 4) das Tetraeder ist reguliir. 


§ 7. 

Es bedarf keiner niiheren Auseinandersetzung, wie sich die vor- 
stehenden Entwicklungen modificiren, wenn die Anzahl der x gleich 
zwei oder grésser als drei ist. Deshalb soll hier nur noch kurz ange- 
deutet werden, wie man bei der numerischen Anwendung das Durch- 
probiren der verschiedenen Méglichkeiten auf ein Minimum reduciren 
kann, wobei wir wieder » = 8 annehmen wollen. Man setze fiir x,, 7, 
zwei willkiirlich gewihlte feste Werthe, z. B. 0,0 ein und suche den 
Werth wu, von 2, fiir den y Minimum wird, substituire fiir 2, u,+Az,; 
suche dann unter der Voraussetzung Az, =O und 2, = dem alten 
Werthe den Werth u, von z,, fiir den y ein Minimum; substituire fiir 
Zo Uy, + Azx,, suche fir Axz,—Azv,—0 den Werth u, von x, fiir den 
y Minimum und schreibe fiir z, u,+Az,. Die Z erscheinen dann als 
Functionen der Az,, Az,, Ax,. Wiederholt man dasselbe Verfahren, 
mit Av,—Az,=O0 anfangend, so erhailt man die Verbesserungen Aw, 
Au,, Au, und hat zu substituiren Ax, = Au, + A’x., ete. Wenn 
die Rechnung nicht nach wenigen Anniaherungen zum Stehen kommt, 
so werden sich doch sehr bald diejenigen L verrathen, welche bei 
weiterer Fortsetzung der Procedur gegen Null convergiren wiirden. Die 
durch das Verschwinden dieser L definirte Stelle oder, wenn unendlich 
viele vorhanden sind, eine von ihnen, nimmt man nun als neuen Aus- 
gangspunkt fiir die Wiederholung obiger Approximationen, wobei es 
in den meisten Fiillen zweckmissig sein wird, soviele jener L als még- 
lich statt der x als neue Variable einzufiihren, d. h. soviele « als 
miglich mittelst jener ZL zu eliminiren. 


Sternwarte Leipzig, 1882, Juni 5. 
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Ueber das Problem der Rotation. 


Von 


W. Hess in Miinchen. 


Das Problem der Bewegung eines Kérpers um einen festen Punkt 
ist bisher nur fir zwei Fille gelést worden — fiir den Fall, dass der 
Unterstiitzungspunkt mit dem Schwerpunkt zusammenliegt, und fiir 
jenen, dass der Koérper ein Umdrehungskérper und der feste Punkt 
ein Punkt seiner Umdrehungsaxe ist (Gyroscop). Im Folgenden soll 
nun auf eine weitere Méglichkeit hingewiesen werden, die Euler’schen 
Bewegungsgleichungen zu integriren. 

Wenn nimlich auf einen beliebig gestalteten, um keinen be- 
sonderen Punkt drehbaren Kérper ein Kriftepaar wirkt, dessen Axe 
anfangs in die Vertikalebene durch den Unterstiitzungspunkt und 
Schwerpunkt fallt, so liegt die Axe fortwaihrend in dieser variablen 
Ebene, und das Problem ist auf Quadraturen zuriickfihrbar. Die 
Winkelgeschwindigkeiten p,q, r der Drehung um die drei Haupt- 
triigheitsaxen durch den festen Punkt sind dabei algebraische Func- 
tionen der Inversen gewisser Integrale, unter welche Wurzeln von 
Gleichungen vierten Grades eingehen. Der vorstehende allgemeine 
Fall vereinfacht sich erheblich, sobald man annimmt, dass der Schwer- 
punkt auf einer der 3 Hauptaxen durch den festen Punkt gelegen 
ist*). Die erwihnten Integrale reduciren sich nimlich hierfiir auf 
hyperelliptische (8. Grad), kénnen aber fiir besondere Stellungen des 
anfinglich wirkenden Kriftepaars auch in ultraelliptische und ellip- 
tische tibergehen. Was die Allgemeinheit anlangt, so stehen die beiden 
zu betrachtenden Arten der Bewegung im Ganzen auf hdherer Stufe 
als die bisher behandelten Fille der Drehung um den Schwerpunkt 
und jener des Gyroscops; in gleichem Masse compliciren sich auch 
die Functionen. Denn wihrend die zwei letzteren Bewegungen mittelst 
der elliptischen Transcendenten gelést werden kénnen, treten bei den 
obigen Fallen im Allgemeinen héhere Functionen auf. 


*) Der Verfasser hatte anfangs nur diesen speciellen Fall im Auge, wurde 
jedoch durch Herrn Prof, Mayer zur allgemeineren Untersuchung veranlasst. 
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I. Der Schwerpunkt liege gegen den festen Punkt beliebig. 
1. 


Wir beginnen mit dem allgemeinsten Problem. Ein starrer Kérper 
vom Gewichte P enthalte einen festen Punkt O; die Haupttriigheits- 
axen des Korpers fiir denselben seien OX’, OY’, OZ’, die Haupt- 
trigheitsmomente bezw. A, B, C. Der Schwerpunkt S besitze in Bezug 
auf dieses in dem Korper festliegende, mit demselben jedoch zugleich 
bewegliche Coordinatensystem die Coordinaten a, B, y. Die veriinder- 
lichen Winkelgeschwindigkeiten der Drehung um OX’, OY’, OZ’ 
seien bezw. p,q, 7; dann sind nach bekanntem Satze der Mechanik die 
Componenten des Kriiftepaars, welches geeignet ist, diese Winkel- 
geschwindigkeiten hervorzubringen, Ap, Bq, Cr respective. 

Die Lage des Kérpers zu irgend einer Zeit ¢ ist nun bekannt, so- 
bald man die Neigungscosinus a, b, c; a’, bY, ¢; a’, b’,c” der drei 
Hauptaxen gegen die Axen_ 

OX, OY, OZ 
eines festen Coordinatensystems in O kennt. Dieses sei congruent 
OX’, OY’, OZ’ und so gelegen, dass + OZ mit der Richtung der 
Schwere (nach unten) tibereinstimme und + OY durch positive Drehung 
um 90° um die Axe + OZ mit + OX vereinigt werde. Der Sinn 
der Drehung sei dann als positiv verzeichnet, wenn er mit jenem der 
umgekehrten Bewegung eines Uhrzeigers iibereinstimmt. 

Die Euler’schen Bewegungsgleichungen fiir das vorgelegte Problem 
lauten*) nun 


A. + (0 — B) rq = P(e" — yb’), 


at 
4 d ” ”* 
(1) B. 44. 4 (A — 0) pr= Piya" — ae’), 
C. 4, + (B— A) p= P(ab" — Ba’). 
Der Zusammenhang zwischen den Neigungscosinus a, b --- und den 


Winkelgeschwindigkeiten p,q, r ist vermittelt durch die Gleichungen 
da’=(b"r—c"q)-dt, db’=(c'p—a"r)-dt, de'=(a'q—b'p).dt, 

(m) da’ =(b r—c'q)-dt, u. s. f. 
Weiter finden die bekannten 6 Relationen statt 

(nm) @?+vWe2tct*=1, aad+bs+ece=—0, usw. 
Unsere erste Aufgabe ist nun die, aus den Gleichungen (1) mittelst 


der Bedingungen (m), (n) die Gréssen a”, b”, ce” fortzuschaffen, um 
ein System dreier Gleichungen zwischen p,q, 7 und ¢ allein zu er- 


*) Vgl. Poisson, traité de mécanique, t. II, No. 413 der 2, Auflage. 










halten 
einfac 
N 

P, 
Ap 
und bh 


I 
leben: 
treten 

} 
und | 


d. h. 


der & 
! 


die G 
auf ¢ 
sO sa 
dass 
eine 


(2) “ 


lasse 


Verf 


und 
Dete 







































Ueber das Problem der Rotation. 463 


halten. Die Elimination der a’, b”, ¢’ vollzieht sich aber ziemlich 
einfach: 

Multiplicirt man die Gleichungen des Systems (1) bezw. mit 
p,q, %, addirt und beachtet (m), so erhailt man 


rper 

pits- Ap-dp+ Ba-dq+Cr-dr=P(a-da’+6-db'+y-de’), 
upt- und hieraus 

ZU ” ” ” 

id Apt + Ba + Or? = 2P(aa" + Bd" +70") +h, 

der- Diese Gleichungén sprechen den Zusammenhang zwischen der 


OZ’ lebendigen Kraft und der beim Sinken des Schwerpunktes zu Tage 
die tretenden Arbeit aus. 


ikel- Multiplicirt man die Gleichungen (1) mit resp. a”, b’, c’, addirt 
und beriicksichtigt wieder (m), so kommt durch Integration 
et Apa’ + Bab" + Cre’ =A 
drei 


d. h. die Componente des wirkenden Kraftepaares beziiglich der Richtung 
der Schwere ist wihrend der ganzen Dauer der Bewegung constant. 
Tragt man, wie das zu geschehen pflegt, auf jeder Kraftepaaraxe 








— die Grésse des Momentes von O aus auf, und nennt die Folge aller 
” auf diese Weise entstandenen Punkte die Basis des erzeugten Kegels, 
~e. so sagt der vorstehende Satz, 
Fy: dass der von der Kriftepaaraxe wm den festen Punkt beschriebene Kegel 
der . . , : 
eine ebene, horizontale Basis besitzt. 
Aus den 3 Gleichungen 
blem 
a”?+ po’? 4+ c? —l=—x, 
(2) a” Ap +b" Bat c’Cr=A4, 
aa +b"B + cy = yp (Ap? + Be + Cr —h) =p 
lassen sich nun a”, b”, c’ mittelst eines von Combescure angegebenen 
Verfahrens*) leicht finden. Bilden wir nimlich die Determinante 
den | a’ b” c’ 
ngen R=| Ap Bq Cr 
).dt, la Bp y 
und quadriren dieselbe unter Anwendung des Multiplicationssatzes der 
Determinanten, so erhalten wir 
| x A w 
telst R=H=|4 * yy 
um |u@@ 6 
a er- i. 


*) p. 49 Combescure, sur quelques systémes particuliers d’équations 
différentielles. Crelle’s J., Bd. 80, pp. 33—51. 
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Dabei bedeutet 


vy = A*p? + Bg? + C?r, 
(0) @ = Apa+ BqB+ Cry, 
o= o + fF + 7’. 


Die Unbekannten a”, b”, e” ergeben sich jetzt bis auf die Quadrat- 
wurzel aus H rational aus den 3 Gleichungen 


oH oH 


” 1 1 7 oR 
At IE, Rieti BE Tatrteet  taokte 
oH oH oH 


” 1 1 zy. OR 
OR +s a Mts a bam ave 


> ie: ae 1 aH or aR 
Cage tT GE re bs- ay. 


aH 


indem die Differentialquotienten d. h. die Unterdeterminanten der 
obigen Systeme nur von p, g, 7 abhingig sind. 

Setzt man die erhaltenen Werthe von a”, b,c” in die Gleichungen 
(1) em, so gehen dieselben in Gleichungen iiber, welche ausser den 
abhingigen Variabeln p, g, r und deren Differentialquotienten nur noch 
dt enthalten. Wir multipliciren aber statt dessen die Gleichungen 
(1) besser der Reihe nach mit resp. Ap, Bg, Cr; a, B, y; p, 9,7 
und addiren jedesmal; dadurch erhalten wir vorerst das mit (1) iden- 
tische System 


Ap 24 Brg. 44 4 Ory - 
P- (Bay — he a” + (Cra — Pea b+ (sep — Bqa)c’), 
+ BB. ot + Cy- = 
= «a(B—C)qr i B(C — 4 rp + yv(A — B) pa, 
Ap: 4 Bq: A+or. = 
= Pl(vq — Br) a” + (ar — 9)? b” + (Bp — aq) c’}. 


Unter Benutzung der Abkiirzungen, die wir getroffen, sowie der 
Gleichungen (3) folgt hieraus 


dv a 4 = 
“at =—=+2P.-yH, 


ae — a(B — C) qr + B(C — A) rp + (A — B) pa, 


(4); 





aes [«(B—C) gr + B(C — A) rp + 9(A— B) pal 








| re — + ([6(2 Pu + h) — e(ap + Ba + yr). 
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So lange man auf dem allgemeinsten Fall der Bewegung beharrt, 
so lange also vorstehendes System ohne beschriinkenden Zusatz Giltigkeit 
besitzt, wird eine Integration desselben kaum gelingen kénnen. Wir 
vereinfachen daher das Problem, indem wir die Annahme machen, dass 


2. 
H =0 sei, und beweisen, dass H = 0 ein (particuliires) Integral .des 
Gleichungssystems (4) ist. Das letztere wird nemlich durch diese 
Voraussetzung in das folgende iibergefiihrt: 


dv 


areas, 

du _ 46—ue de 
©) |e “vee at’ 

do 


ae = (B— Char + B(C— A) rp + y(A — B) pg. 


Aus der ersten der vorstehenden Gleichungen folgt sofort 
(6) v= A’*p’ + Bg? + C?r? = const. 

Da Ap, Bq, Cr die Componenten des wirkenden Kriftepaares 
beztiglich der 3 Hauptaxen OX’, OY’, OZ’ vorstellen, so sagt die 
Gleichung (6): 

Die Grisse des Kréiftepaares, welches den Kérper angreift, ist 
wihrend der ganzen Dauer der Bewegung constant. 

Da die Kriftepaaraxe, wie wir gezeigt haben, auf alle Fille um 
den festen Punkt O einen Kegel beschreibt, dessen Basis eine hori- 
zontal gelegene Curve ist, so folgt aus v = constans: 

Die Kréftepaaraxe beschreibt im Raume einen Kreiskegel, dessen 
Spitze der feste Drehpunkt ist wnd dessen Axe die Richtwng der Schwere 
besitet. Die Endpunkte der Kraftepaaraxen bilden einen Kreis vom 
Radius 0% = pv — 22, 

Die zweite der Gleichungen (5), 

du _ i6—ue 


de v6—Q? 
kann als lineare Differentialgleichung zwischen w und g unmittelbar 
integrirt werden und liefert 
vu —iog=T-Yvoe— Q? 

Giebt man hierin der willkiirlichen Constante [ den Werth /v— 2? 
und quadrirt, so erhilt man die particulire Integralgleichung : 
(7) (vo — 9’) — A(Ao — we) + (Ag — wv) = 0. 

Entwickeln wir aber die Determinante H, indem wir statt x wieder 
1 setzen, so liefert H = 0 genau die Gleichung (7). Damit ist nach- 
gewiesen, 
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dass H = ein particulires Integral des die Bewegung definirenden 
Systems (4) ist. 

Um die mechanische Bedeutung der Gleichung H = 0 einzusehen, 
beachten wir, dass geschrieben werden kénnen [s. (2), (0)] 


@_.,__Ap-a+Bq-6+Cr-y 
Voce V A®p? + Beg?+ C®r? - Vat + B+ y? : 
wo a a+b" Bey 
Ve = Vet Ry 
A __s Ap-a"+Bq-b"+Cr-c” | 
Vos: VA pp? + Bg? + Cr? 


Die rechten Seiten vorstehender Gleichungen geben nun den cosinus J 


der Neigungswinkel an, welche gebildet werden von der Verbindungs- 
linie OS mit der Axe G des Kriftepaars, von OS mit der Verticalen 
OZ und von G mit OZ. Demzufolge kann fiir die Gleichung (7) 
d. i. H = 0 geschrieben wer en 

sin?GS — cos*SZ — cos*ZG + 2cosGS - cosSZ- cosZG = 0, 
woraus ohne Miihe folgt 
(Ta) cosGS = cosGZ-cosSZ + snGZ - sin Z. 

Nennen wir die Verbindungslinie vom festen Punkt O mit dem 
Schwerpunkt S die ,,Figuraze“, so ist unsere Annahme, dass die 
Wurzel H =0 sei, nichts anderes als die Bedingung fiir das Zu- 
sammenliegen der drei Axen des Kréftepaars, ‘der Figur und der 
Schwere in einer und derselben Ebene. Da die vierte Gleichung H =0, 
welche zu den die Rotation eines beliebigen Kérpers um einen be- 
liebigen Punkt bestimmenden drei Gleichungen (4) hinzutrat, mit den- 
selben vertriglich ist, so folgt, dass der durch H = 0 festgelegte Fall 
fiir jede Zeit ¢ Giltigkeit besitzt, d. h. 

Sobald man dem afficirenden Krdftepaar, welches im Anfange die 
Bewegung hervorbringen soll, eine derartige Stellung ertheilt hat, dass 
seine Axe in die durch die Figuraxe gelegte verticale Ebene fillt, so 
hat man unseren durch H =O charakterisirten Specialfall der Be- 
wegung hervorgerufen, indem die Krdftepaaraxe fortwihrend in die 
mit der Figuraxe sich drehende Verticalebene zu liegen kommt. 

Wie die erste der Gleichungen (4) zeigt, wird das Verschwinden 
von H ebenso gut durch die Annahme v = constans erreicht, als 
umgekehrt die letztere Bedingung durch das Eintreffen der ersteren 
involvirt ward. Es ist sonach ganz gleichgiltig, ob man die Bedingung, 
dass die Kriftepaaraxe in die Verticalebene durch die Figuraxe falle, 
oder die Forderung, dass dieselbe einen Kreiskegel beschreibe, fiir unser 
Problem massgebend sein lisst. 

Kehren wir nan zur letzten Gleichung (5) zuriick. Da dieselbe 
auf der rechten Seite die Gréssen p,q, 7 enthalt, so werden wir uns 
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Gleichungen verwenden 
A’ yp? a Be a C22 =P, 

(9) Ap +B? +Cr =2Pu+h, 
Apa + Bap + Cry =¢@. 

Hierin ist v constant und w vermittelst der Gleichung H = (0 
durch @ darstellbar, so dass in der That p,q,v in Functionen von 
o allein aufgestellt werden kénnen. Zu ihrer Bildung sind die Auf- 
lésungen von Gleichungen vierten Grades noéthig; sind diese Auf- 
lésungen vollzogen, so lisst sich zuniichst aus 

de 
dt = Te 
durch Quadratur ¢ als Function von @ finden, somit auch durch In- 
version @ durch ¢ ausdriicken. Durch Substitution dieses Ausdruckes | 
von @ in die aus (9) entstandenen Werthe fiir p, q, 7 erhilt man 
letztere Gréssen, durch deren Substitution in die Gleichungen (3) die 
cosinus a’, b’,c” und endlich mittelst der Relationen (m) und (m) und 
Integration a, b, c, a’, b,c, d. h. die Lésung des Rotationsproblems. 
Die Differentialgleichung 


dt = de 


f(e) 
bietet nun allerdings kaum Aussicht, in geschlossener Form durch 
eine Integralgleichung sich darstellen zu lassen, so dass man zur An- 
wendung unendlicher Reihen seine Zuflucht wird nehmen miissen. 
Die Function f(g) wird wesentlich einfacher, wenn wir statt eine 
beliebige Lage von Schwerpunkt S und Unterstiitzungspunkt O voraus- 
zusetzen, die Annahme machen, 


II, Der Schwerpunkt liege auf einer Hauptaxe durch den festen Punkt. 
3. 

Nach der Theorie der Triigheitsmomente ist diese Voraussetzung 
statthaft, sobald der feste Punkt auf einer Hauptaxe des Schwerpunktes 
angenommen wird. Liegt der Schwerpunkt auf der Hauptaxe 02’, so 
ist a=0, B=—0, y=y wz setzen. Demgemiiss lauten die all- 
gemeinen Differentialgleichungen fiir die Bewegung eines Korpers, 
dessen Schwerpunkt auf einer der Haupttriigheitsaxen durch den festen 
Punkt gelegen ist, wie folgt: 


A. — (B— C) ar — Py- Bq(i—Cre")+Ap-VH 





dt my Atp? + Beg ‘- 
d Ap(a—C B VH 
(10) {B. 42 = (C— Arp + Py. PO ee 
d > 
C . TT = (A _ B) pq. 
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H = (Atp? + Brg?) (1 — ¢"*) — (a — Cre’? 
und 


¢” = =F; (Ap? + Bq? + Cr? — hi. 


Auch hier wird die Integration der dynamischen Gleichungen 
schwerlich vollzogen werden kénnen; wir setzen deshalb wieder H=0, 
multipliciren (wie im allgemeinen Fall I.) die Gleichungen (10) mit 
bezw. Ap, Bq, Cr, addiren und integriren, so kommt 

Ay’? + Be + C*r? = v = constans, 
und mit Benutzung dieser Gleichung aus H — 0 
5-38 -Fe—- ON 


v ? 


C= 















i’ ist, wie oben, der Radius des von den Endpunkten der Kriifte- 
paaraxe beschriebenen horizontalen Kreises, und gleich /v—A?. Im 
Ausdrucke fiir c’ gilt das obere Zeichen +, sobald die Axe des Kriifte- 
paars in die von den Axen der Figur und Verticalen gebildeten spitzen 
Winkelraume zu liegen kommt, das untere Zeichen — im anderen Falle. 
Die Bewegungsgleichungen 

A?p? + Brg? + C27? = v, 

Ap +B@ +Cr =2Pye' +h, 
(11) w  &-Or+i- Vo — CPr 


C= . ’ 


d 
C- a7 = (4 — B)pa 















enthalten nunmehr noch ein einziges Differential. Aus den zwei ersten 

Gleichungen ergeben sich aber 
A(A — B) p? =P — Bh—2BPyc’ + Cr(B—C)=P, 
B(B— A) P=P— Ah—2APye'+ Cr(A-— C)=Q. 
Durch Multiplication und Substitution des Werthes fiir (A— B) pq 

in die letzte Gleichung (11) wird diese 

von 

V—P-Q 

P, Q sind Functionen von r allein, da ja c” durch r ausdriickbar 


ist; die letztere Grosse tritt in c’ unter dem Wurzelzeichen auf, also 
machen wir rational, indem wir 


dt=-+CyYAB. 






epee Ba To—Or 
Crave ize, @—tV TG 


setzen. Das obere oder untere Zeichen gelte hiebei, je nachdem in c” 
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das obere oder untere gewihlt ist; es wird dadurch ein doppeltes 
Zeichen in P und Q vermieden. 

Der Ausdruck fiir dé wird nunmehr 
(12) dit=+4-Cv.-VYAB.- ye 


j 7? 


wo jetzt 
P’ = Cl? — Bh) (1+ 2)? + B(B— C) (1 — 2)? 

+ 2BCPy(1 + 2?) (Ae? — 22 —A), 
Q = Cl? — Ah) +2)? + BiA—C)(1— &p 

+ 2ACPy(1 + 2?) (de® — 20’2 — A) 
bedeuten. Die Gréssen P’ und Q’ sind vom 4., P’ - Q’ vom 8. Grade 
in z, ¢ ist also durch ein hyperelliptisches Integral von z, 2 durch 


hyperelliptische Functionen von ¢ ausgedriickt — mit ihm auch ¢, 
p und q. 


4. 


Wahlen wir die Anfangslage des Systems derart, dass die Haupt- 
axe -+ OY’ mit der festen horizontalen Linie + OY sich deckt und 
die Figuraxe OZ’ mit der Verticalen OZ einen Winkel bildet, dessen 


cos durch ¢,” bezeichnet werde, so ist fiir diese Anfangslage 
q=0, P=PM, T= 7%} 
es folgt also 
A*p,? + Cr? =v, 
Ap, + Cr? =2P ye,’ +h. 
Setzt man diese Werthe von v und h in die Ausdriicke von P 
und @ ein, so werden dieselben 


P= C(B— C) (r? — ry”) — 2BPy(c" — &") + Ap?(A — B), 
Q = C(A— C) (r? — r,?) — 2APy(e" — G”). 


Wie man sieht, wird fiir den Anfangswerth r, von r der Aus- 
druck Q, also auch die Winkelgeschwindigkeit gq Null; dr = 0 zeigt 
aber an, dass 7, ein Maximum oder Minimum von r ist, und da gleich- 
zeitig nach der ersten Gleichung (10), in der H gleich Null zu setzen 
ist, dp = 0 wird, so erlangt auch p einen extremen Werth, welcher 
sodann zufolge der Relation A?p,? + C*r,? =v ein Minimum oder 
Maximum sein wird. 2 

Derjenige Werth von z, welcher durch Kinsetzen von 7, an Stelle 
von erhalten wird, heisse 2); dann ist ¢ = 2, eine Wurzel des Radi- 
kanden P’Q’. Die weiteren Wurzeln kénnen erst dann besprochen 
werden, wenn hinsichtlich der Gréssenordnung der Trigheitsmomente 
A, B, C sowohl, als hinsichtlich der Lage der Figuraxe und Krifte- 
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paaraxe Bestimmungen sind getroffen worden. Da C das Triigheits- 
moment um die ausgezeichnete Hauptaxe vorstellt, welche den Schwer- 
punkt triigt , so werden hier 3 Falle zu unterscheiden sein, je nachdem 
C das grésste, kleinste oder mittelste Moment darstellt. Insofern wird 
sich unser jetziges Rotationsproblem wesentlich gegen jenes des Gyroscops, 
in welchem beziiglich der Gréssenordnung der Triigheitsmomente nur 
zwei Unterscheidungen zu treffen sind, sowie gegen jenes der Drehung 
um den Schwerpunkt, in welchem keine Hauptaxe ausgezeichnet ist, 7 
erweitern. } 

Die Wurzel r =r, von Q wird zugleich Wurzel von P, wenn 
Ap, = 0 ist; 2 = 2, ist in diesem Falle Doppelwurzel des Productes 
P’ . Q’. Ap, ist aber die Componente des Kriftepaars /v lings der 
zu Anfang in der Verticalebene durch die Hauptaxe OZ’ gelegenen 
Hauptaxe OX’. D. h. 

Wirkt das Kriiftepaar, dessen Axe in die Ebene der Figur und 
Verticalen fillt, im Anfange um die erstere dieser beiden Axen selbst, 
so sondert sich aus P’Q’ der Factor z — 2, quadratisch ab — das In- 
tegral fiir t wird ein ultraelliptisches, 

Wird der lineare Bestandtheil fiir z in P’- Q’ Null, was fir 
WV’ = 0 eintritt, so kann 2? durch y ersetzt werden, 2z¢-dz durch dy. 
i’ war aber der Radius des von der Kriiftepaaraxe um die Verticale 
beschriebenen Kreises; wir sehen also: 

Wirkt das anfingliche Kraftepaar wm die Axe der Schwere, so erhéilt 
man die Grissen, welche die Lage des Systems bestimmen, in elliptischen 
Functionen der Zeit. Der Kreiskegel, welchen die Kréftepaaraxe im 
Raume beschreibt, reducirt sich auf die Verticalaxe, so duss diese eine 
invariable Linie, die Kriftepaarebene (d. i. die Horizontalebene durch 
den festen Punkt) eine invariable Ebene vorstellt. 


—_ a FD 


Miinchen, im April 1882. 
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Neue Beweismethoden fiir einen Doppelsatz der Theorie der 
Potenzreste, sowie tiber die Erweiterung des 
Congruenzbegriffes. 


Von 


Fritz Hormann in Miinchen. 


Nach Gauss’ disqu. ar. 81 hat man: ,Wenn p eine Primzahl, 
so ist die Summe aller primitiven Wurzeln der Congruenz 2?—' = 1 
(mod. p) entweder = 0 (mod. p) — wenn nimlich p — 1 durch ein 
Quadrat theilbar ist —; oder = (— 1)" (mod, p) — wenn p — 1 ein 
Product aus » verschiedenen Factoren ist.“ 

Fiir diesen Satz sollen im Folgenden neue Beweismethoden 
mitgetheilt werden, bei deren Formulirung eine kaum noch ver- 
wendete Darstellung der Folge jener p — 1 Reste, die einer Primzahl 
p durch Petenzirung einer ihrer primitiven Wurzeln zugeordnet werden, 
gute Dienste leisten wird. 

Da diese Reste, nachdem sie alle Werthe von 1 bis p — 1 durch- 
laufen haben, bei Fortsetzung des Potenzirens tiber die (p— 1)'* Potenz 
hinaus in derselben Reihenfolge wiederkehren, so liegt der Gedanke 
nahe, dieselben auf der Peripherie eines Kreises zu verzeichnen, wie 
es aus den beifolgenden Figuren ersichtlich ist.*) 

Ist es nun méglich mehrere Punkte der so eingetheilten Peripherie 
zu regelmissigen Polygonen zu vereinigen, mit einer Ecke bei dem 
Reste 1, so beriihren solche Polygone die Wurzeln einer Congruenzen- 
gleichung von der Form x* = 1 (mod. p), wo «@ ein Theiler von p—1. 

In den beigegebenen Figuren sind nicht alle méglichen geschlossenen 
Polygone dieser Art eingezeichnet, sondern nur soviele als p — 1 
Primfactoren besitzt — und zwar zeigen jene Polygone, wenn p — 1 
360° - a 360° - b 360 - l 


= ee i iwi Aa a re 
= at bP V, die Centriwinkel resp. par! Bay’ 1? pas 








*) Schon Poinsot weist iibrigens an einer Stelle (p. 178) seines ,, Mémoire sur 
l'application de l’algébre a la théorie des nombres (mém. de l’acad. des sc., t. IV)‘ 
auf die Nothwendigkeit hin sich die Vorstellung von den verwickelten Beziehungen 
der Potenzreste durch Auftragen derselben auf einer Peripherie zu erleichtern, 
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Fritz Hormann. 


Mit andern Worten, die Seiten der eingeschriebenen Polygone iiber- 
springen resp. (a—1),(b—1),---, (/—1) Punkte der Eintheilung um 
die Verbindung zweier Ecken herzustellen. 

Die von solchen eingeschriebenen reguliren Polygonen ausge- 
schiedenen Reste geben als Wurzeln einer binomischen Gleichung immer 
eine Summe = 0 (mod. p), und zwar bis zum Polygon der Gleichung 
x? = 1 (mod. p) herab (Zweieck 1,22 in Figur d), wihrend allerdings 
der Fall 2! = 1 (mod. p), der auf die einzige Wurzel xz = 1 fiihren 
wiirde, auszuschliessen ist. 

Die Drehung eines Polygons lisst seine Ecken mit neuen Resten 
zusammenfallen — da jene Drehung aber iiquivalent ist einer Multi- 
plication der simmtlichen ausgeschiedenen Reste mit einer und der- 
selben Zahl, so ist auch fiir die neue Lage des Polygons die Summe 
der beriihrten Reste = 0 (mod. p). Ein zweiter Beweis hierfiir findet 
sich am Schlusse des Aufsatzes. 

Beispiel. In die Figur a kann man ein reguliires Sechseck ein- 


schreiben, welches die Reste 3, 16, 13, 28, 15, 18 verbindet. Und 


16 15 14 


Figur a. 


in der That findet sich 3 + 16 + 13 + 28 + 15 + 18 = 0 (mod. 31), 
denn jene Zahlen sind resp. =3-(1), 3-(26), 3-(25), 3-(30), 3-(5), 
3 -(6) (mod. 31); d. h. ihre Summe ist congruent (mod. 31) der 3-fachen 
Summe der Wurzeln der Gleichung «* = 1 (mod. 31), welche Wurzel- 
summe = 0 (mod. 31). — 

Mit Hiilfe des bis jetzt bemerkten kann bereits der erste Theil des 
Satzes von Gauss erledigt werden: 

I. Lehrsatz. ,,Ist p — 1 durch ein Quadrat theilbar, so ist die 
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Summe der primitiven Wurzeln der Gleichung x?-! = 1 (mod. p) durch 
p theilbar“. 
Erster Beweis. Ist p—1—a*b?.-.-l, wo wenigstens einer 


‘der Exponenten a, B,---,4, z. B. a, > 1, so giebt es eine kleinere 


Zahl als p — 1 selbst, nimlich die Zahl a*— 6? .-- 7, in welcher alle 





Primfactoren von p— 1 enthalten sind: bildet man die reguliren 
Polygone von den Centriwinkeln ot a ae sy on s 
vereinigen sich die Peripherien dieser Polygone bereits vor dem Zuriick- 
kommen in den gemeinschaftlichen Ausgangspunkt ,Rest 1“ in einem 
bestimmten Punkte, der sich nun in Bezug auf die Figur des Kreises 
mit den eingezeichneten Polygonen genau verhilt, wie der Punkt , Rest 1°. 
Daher kénnen simmtliche von den Polygonen beriihrten Reste 


wiederum unter sich zu reguliren geschlossenen Polygonen vom Centri- 
360° 





winkel = — or. -  verbunden werden, demnach auch die nicht 


beriihrten Reste (die primitiven Wurzeln der Gleichung 2?—'= 1 (mod. p)) 
— letztere ergeben daher nach dem oben Gesagten eine Summe 
= 0 (mod. p). 

Beispiel. (Fig. b, siehe folgende Seite). Schon beim Reste 27 
vereinigen sich die Peripherien der beiden von 1 auagehenden Poly- 
gone wieder. 

Man kann daher die Figur des Kreises - den beiden eingezeich- 
360 
36 
Deckung bringen — demnach miissen sich die nicht beriihrten Reste 


neten Polygonen durch eine Drehung um ——— - 6 mit sich selbst zur 
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zu geschlossenen Sechsecken vereinigen lassen, deren Eckensumme 
immer einzeln = 0 (mod. 37). In der That hat man: 


2417+ 15 + 35 + 20 + 42 = 0 (mod. 37), 
324+ 134184 5+ 24+ 19 =0 (mod. 37). 


Zweiter Beweis. Indem wir uns nochmals daran erinnern, dass 
bei der bis jetzt gemachten Voraussetzung der Punkt des Restes 1 
noch nicht dadurch ausgezeichnet ist, dass in ihm mehr Polygone als 
in irgend einem andern Punkte der Eintheilung zusammenlaufen, son- 
dern dass sich noch immer wenigstens ein andrer Punkt finden muss, 
der die vollstindige Anzahl der von 1 ausgehenden Peripherien auch 
in sich vereinigt aufzuweisen hat, kénnen wir dem Obigen eine etwas 
verschiedene Fassung geben. 

Wir denken uns, dass wir die Summe der beriihrten Reste da- 
durch zu ermitteln suchten, dass wir in die Figur des eingetheilten 
Kreises nach einander die » auf die » Primfactoren von p — 1 beztig- 
lichen (primiaren) Polygone legten, deren jedes Reste ausscheidet, deren 
Summe fiir jedes Polygon je = 0 (mod. p). 

Wollten wir hieraus die Summe der ibilosalbliam Wurzeln von 
p ohne Weiteres = 0 (mod. p), annehmen, so hiitten wir — mdglicher- 
weise — einen Fehler gemacht durch Nichtberiicksichtigung des Um- 
standes, dass von der eben vollzogenen Operation des Einschreibens 
der » Polygone einige Reste mehrfach betroffen und demnach mehr- 
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mals geziihlt wurden, wiihrend sie sich doch in der vorliegenden Figur 
nur je einmal vorfinden. 

Demnach ist eine Correctur des Resultates vorzunehmen, die sich 
zuniichst auf jene Punkte erstrecken wird, die von wenigstens zwei 
jener primiren Polygone beriihrt werden. 

Ueber solche Punkte lassen sich aber wieder reguliire geschlossene 
360" 4p, 360° 


— secundiire — Polygone mit den Centriwinkeln ye p—1  % 
‘ — -be-+-++ legen, welche allerdings ihrerseits wieder einige Punkte 


mehrfach beriihren kénnen. Mit Ausserachtlassung des in den letzten 
Worten erwihnten Umstandes, der uns alle ,wenigstens dreifachen“ 
Punkte der primiren Figur als zu einer sie gleichmissig treffenden, 
durch Ueberlegung zu ermittelnden und spiter noch zu beriicksichtigen- 
den Verbesserung Anlass gebend erkennen lisst, ergiebt sich dem- 
nach jene zunichst als nothwendig erkannte Correctur von der Grosse 
= 0 (mod. p). 

Das nunmehrige Resultat ist nun noch zu corrigiren mit Beriick- 
sichtigung jener Punkte, in welchen wenigstens drei Peripherien der 
urspriinglich gegebenen » Polygone sich vereinigen — welche Punkte 
aber wieder zu regelmiissigen, geschlossenen, eigentlichen Polygonen 





sich verbinden lassen (Centriwinkel beispielsweise = — -abe), 

Und so kann fhan weiter gehen, ohne befiirchten zu miissen, dass 
jemals das uneigentliche Polygon der einzigen Ecke 1 bei dieser Be- 
trachtungsweise auftritt, das dann allerdings nicht mehr die Summe 
= 0, sondern = 1 ergeben wiirde. 

So sind also fortwihrend neue Correcturen des urspriinglichen 
Resultates 0 iiber einander gelagert zu denken, die aber alle als in 
der Vereinigung der Eckpunkte geschlossener Polygone bestehend, 
dasselbe nicht veriindern. 

Um zu wiederholen: die Existenz eines jeden weitern Polygon- 
systems héherer Ordnung fiihrt eine neue Verbesserung des Resultates 
herbei, in welche aber immer nur die simmtlichen Eckpunkte regulirer 
Polygone durch Multiplication mit einer fiir das betreffende System 
fiir alle Punkte gleichen, durch Abzihlen zu ermittelnden Grosse ein- 
gehen. Der Werth der Correctur f fiir jedes System ist fiir diesen 
ersten Theil des Satzes noch ohne Bedeutung; im Folgenden wird er 
dagegen das Hauptziel unserer Ueberlegung zu bilden haben. 

Beispiel. (Fig. c, siehe folgende Seite). Hier wurden, da 

60 = 2?.3.5, 
3 primaire Polygone tibereinandergelegt, deren Eckensumme einzeln 
=0 (mod. 61); dabei sind nun jene Punkte als zu einer Verbesserung 
Anlass gebend zu beriicksichtigen, die von wenigstens zweien solcher 
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Polygone beriihrt werden; dieselben lassen sich aber vereinigen zu drei 


Polygonen von den Centriwinkeln a 6, — - 10, =< - 15. 





60 

Demnach iindert die Beriicksichtigung der Punkte, in welchen 

wenigstens zwei Peripherien sich vereinigen, noch nichts am Resultat 
= 0 der ersten Addition. 

Wir bemerken schliesslich noch, dass Punkte vorhanden sind, in 

welchen mehrere jener secundiren Polygone zusammentreffen, niimlich 

die Reste 1 wnd 60. Dies erfordert allerdings eine letzte Verbesserung, 


Sk 
E Figur c. 

in welche aber die beiden Reste 1 und 60 gleichmissig durch Multipli- 
cation mit einer uns nicht weiter beschiiftigenden corrigirenden Grosse f 
eingehen; das Resultat = 0 iindert sich daher um f - (1 + 60), bleibt 
also dem Werthe 0 congruent (mod. 61). 

Il. Lekrsatz. ,Ist p — 1 = abe---l, ein Product von » linearen 
verschiedenen Factoren, dann ist (— 1)" = der Summe der primitiven 
Wurzeln der Gleichung 2?—' = 1 (mod. p), (mod. p).“ 

Erster Beweis. Wir arbeiten besser auf die Summe der un- 
eigentlichen Wurzeln hin, die mit s bezeichnet sein mige. 

Wir denken uns wieder, dass wir die. Summe der uneigentlichen 
Wourzeln dadurch zu ermitteln suchten, dass wir in die Figur des 
Kreises mit seinen (p — 1) Punkten die simmtlichen auf die Prim- 


factoren abc---Jl beziiglichen » Polygone von den Centriwinkeln 
360° 360° b 360° 
— + »*+*, > 7° legten. 
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1 drei Jedes solche Polygon scheidet Reste aus, deren Summe =0(mod.p). 
Diesen Werth benutzen wir als erste Anniherung fiir s. 


Wir scheiden dann zuniichst jene Punkte aus, in welchen wenigstens 





— 2 Polygone sich wieder vereinigen, diese Punkte liegen wiederum 

"a ihrerseits auf Polygonen vereinigt von den Centriwinkeln =< -ab, 

2, a ae, 2. be 

cal Bei jedem solchen Punkte wurde die dazu gehérige Restzahl doppelt 

a gezithlt; es ist daher ihr Betrag einmal abzuziehen, um das urspriing- 
liche Resultat 0 zu verbessern. 

Nach Ausfiihrung dieser zuniichst als nothwendig erkannten Ver- 
besserung haben wir demnach s = 0 — (5) - 0 (mod. p). 

Fiir Punkte, welche wenigstens 3 Peripherien vereinigt zeigen, 
wird man folgenden Schluss machen: Sie wurden vor Allem (3) mal 
bei der Abzihlung der Ecken der primiren Polygone berticksichtigt, 
ferner subtractiv (3) mal bei der Aufstellung der secundiiren Polygone. 
Nun ist aber (3) — (0) = (). Man hat daher der Existenz eines jeden 
solehen wenigstens-dreifachen Punktes nach Multiplication mit- + 1 
durch Addition zum bisher gefundenen Resultate zur Geltung zu ver- 
helfen — da er ja bis jetzt eben durch die letzte (5) malige Sub- 
traction in seiner Wirkung auf das Gesammtresultat ganz verschwand. 

Man hat demnach als weitere Anniherung zu setzen: 

s= —(§)-1-0+(§) - 1-0 (mod. p). 
itipli- Dieses letzte 0 folgt aus dem Umstande, dass die wenigstens-drei- 
ve gy Punkte sich wieder zu — tertiiiren — Polygonen vom Centriwinkel 
= ; ° abe, -+- zusammenschliessen. 
iearen Die wenigstens-vierfachen Punkte wurden bei der ersten Ad- 
9 dition (1) mal beriicksichtigt, sie wurden dann (5) mal nach Auf- 
r un- findung der secundiren Polygone durch Subtraction in Rechnung ge- 
‘ches bracht; da sie aber auch durch (3) maliges Zusammentreffen eines 
ia Vereins von je 3 Peripherien ausgezeichnet sind, wurde dieses letzte 
Prim- Resultat (nach der Subtraction) schliesslich noch durch Addition vom 
inkeln (3) fachen Werthe des Restes fiir jeden solchen Punkt verbessert — 
wihrend er doch im Endresultate unserer Ueberlegung als einfacher 
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Punkt figuriren soll. Es ist aber (7) — (3) + (3) == 2; daher sind, 
so lange noch wenigstens-vierfache Punkte vorhanden, die zuge- 


hérigen Reste cinmal abzuziehen, um eine weitere Anniherung an die 
unbekannte Summe s zu liefern. 

Man hiitte demnach s = 0 — (5) -1-0+ (3) -1-0— t) -1-0 
(mod. p) als letzte Niherung. 

So kann man weitergehen,, bis man zu dem vom Punkte 1 dar- 
gestellten, uneigentlichen Polygone gelangt, dessen Kckensumme dann 
allerdings nicht mehr —= 0, sondern = 1 zu nehmen wiire. 

Und zwar sind die Schliisse fiir das System w'*' Ordnung (der 
wenigstens wfachen Punkte) die folgenden: 

Diese Punkte wurden bedacht bei der Aufstellung der primiiren, 
secundiren - - - Polygone; sie wurden. von Anfang an, wo sie wfach 
gezihlt wurden, bei der Aufstellung jedes hdhern Systems in Mitleiden- 








Figur 4d. 


schaft gezogen, indem jeder bei einem solchen Punkte stehende Rest 
abwechselnd mit + 1 oder —1 multiplicirt dem Resultat zugefiigt 
wurde; nun vereinigen sich in einem wenigstens-wfachen Punkte 


(7) Polygone des ersten, (5) des 2. Systems und so fort — statt 


den Punkt mit + 1 multiplicirt in die Berechnung des Endresultats 
eingefiihrt zu sehen, finden wir ihn multiplicirt mit 


(C+ 6) Gteor atte 


Nach Auffindung des uw? Systems hat man also das bis dorthin 


gefundene Resultat zu verbessern durch Subtraction von (—1)"- (”) -k, 


wo k die Summe der von einem Polygon u'** Ordnung beriihrten Reste 
bedeutet. Dieses & wird fiir alle w <n zu 0, da man dann eigentliche 
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(wenigstens-zweieckige) Polygone vor sich hat. Fiir w =m dagegen 
wird k = 1 und man hat demnach endgiiltig: 


oun (7)-0—(§)-04 (3)-0—---—(— 1-1 
= (— 1)"¥' (mod. p). 


. Dies ist der Satz von Gauss; es ergiebt sich nimlich aus obiger 
Beziehung die Summe der eigentlichen Wurzeln == (—1)"(mod. p). 

Zweite Beweismethode. Auch die Betrachtung solcher (Rumpf-) 
Polygone, bei welchen die Ecke 1 fehlt, fiir welche also die Ecken- 
summe == (— 1) (mod. p), fiihrt zum Ziele. 

Wir denken uns die Figur der beriihrten (nicht primitiven) Reste 
dadurch entstanden, dass wir zuniichst  solche unvollstiindige Polygone 
einschrieben, hierauf noch den Rest 1 markirten. 

Die wirkliche Summe der durch diese Operation _ beriihrten 
Punkte lisst sich sofort angeben; sie ist mit Anwendung aller der 
successiven Correcturen == 





| (})-o-@)-0+)- ent Qta) Cn-ens 


wo wegen der Entstehung der Zahlen (— 1) als Eckensumme, sowie 
wegen der abwechselnden Vorzeichen ohne Weiteres auf die friiheren 
Ueberlegungen verwiesen werden darf. Demnach hat man (nach 
Hinzufigung des Restes 1) 


1=1-9+@)—--+ Ge 


(— 1)"+' (mod. p). 


Beispiel. (Fig.e; siehe folgende Seite). In den Kreis der 42 Punkte 
wurden 3 primire Polygone eingezeichnet. Die Summe der von ihnen 
beriihrten Punkte ist zuniichst, so lange man sich gestattet einen ein- 
fach vorhandenen, aber mehrfach beriihrten Punkt mehrfach mitzuzihlen, 
= 3 - 0 (mod. 43). 

Sucht man die Punkte auf, welche wenigstens 2 Peripherien ver- 
einigt zeigen, so erkennt man, dass dieselben wieder auf reguliiren, 





geschlossenen Polygonen vertheilt sind; deren Anzahl —(3) = 3 und 
deren Eckensumme je = 0 (mod. 43). 

(Es sind das die secundiren Polygone 

1, 4, 16, 21, 41, 35, 11; 1, 6, 36; 1, 42). 
Wollte man nun setzen s = 3 - 0 — 3-0 = 0 (mod. 43), so wiirde die 
. Nichtberiicksichtigung des Umstandes, dass der Punkt 1 noch eine 

ausgezeichnete Stellung einnimmt, zu einem Fehler Anlass geben. 

Dieses 1 wurde von Anfang an Smal beriihrt; da es auch von 

82* 
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(3) Polygonen des zweiten Systems beriihrt wird, so wurde der Rest- 
punkt 1 auch 3mal von der Subtraction der ersten Correctur betroffen, 
Man hat also, um seine Existenz iiberhaupt im Resultate zur Geltung 
gelangen zu lassen, jenes 1 schliesslich wieder zu addiren und erhiilt 
s = 1 (mod. 43); daher die Summe der primitiven Wurzeln 

= (— 1) (mod. 43). ] 


Oder: Man denkt sich die 3 primiren Rumpfpolygone gelegt, die 
sich von den oben aufgestellten durch Fehlen der. Ecke 1 unterscheiden. 





2 a 2 


Figur e. 


Die Summe der von ihnen beriihrten Reste ist = 3 - (— 1) (mod. 43) — 
oder mit Beriicksichtigung der Existenz von 3 Rumpfpolygonen der 
zweiten Ordnung = 3 - (— 1) — 3- (— 1) = 0 (mod. 43). Schliesslich 
addirt man noch das 1 hinzu und hat s = 1 (mod. 43). 

In der That ist die Summe der primitiven Wurzeln 
34+-33-+4+3-+428-+ 12 + 26 + 54184204294 30+ 19=257—6 -43—1.— 

Der Schwerpunkt der bis jetzt angestellten Betrachtungen miége 
im Nachweis der Nothwendigkeit gefunden werden, die Correcturen, 
zu denen das Auftreten immer héherer Classen von Combinationen 
der vorgegebenen Primfactoren Anlass giebt, abwechselnd im entgegen- 
gesetzten Sinne vorzunehmen. 

An dieser Stelle angelangt ist uns ein zusammenfassender Riick- 
blick tiber die gewonnenen Resultate midglich; derselbe begreift die 
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beiden Theile des Gauss’schen Satzes in sich, Und zwar stellt sich 
der von uns gegebene Beweis analytisch formulirt folgendermaassen dar: 








Theorie der Potenzreste. 


481 


»Die primitiven Wurzeln von x?-'= 1(mod. p) sind identisch 
mit den Wurzeln der Congruenz: 


p-l p-t 
(x?-! pas nhs ab 1) & ac 1) aes 


” (]_)F_)..4@#). 


Daher ist ihre Summe congruent der Summe der Wurzeln der 


Congruenzen : 
p-l 


ve! —1==O(mod. p), a“? —1=0(mod. p) --- 
vermindert um die Summe der Wurzeln der Congruenzen 

p—l, p—1 

a“ —1—O(mod. p), ---, «*’° —1=O0(mod. p)--- - 
Unter diesen Congruenzen tritt nur dann die Congruenz 
av! — 1 = 0(mod. p) 

auf, wenn die Primfactoren von p — 1 simmtlich nur im ersten Grade 
auftreten — dieser Fall liisst + 1 oder — 1 als Resultat erscheinen; 
andernfalls ist die Wurzelsumme von siimmtlichen obigen Congruenzen 


. = O(mod. p).*) 


Die analytische Formulirung (1) unserer geometrischen Betrachtung 
zeigt vollstindige Uebereinstimmung mit der in Bachmann’s Kreis- 
theilung, p. 16, auf anderem Wege gefundenen Gleichung: 

. . n 
el ee TI: fg 

n n : 
Tr) TG) 
in welcher F',(x) die linke Seite jener Gleichung bezeichnet, welche 
die primitiven Wurzeln der Gleichung 2" -- 1 =O zu Wurzeln be- 
sitzt, wihrend die Ausdriicke f(m) identisch mit (# — 1) u. s. w. zu 
denken sind. 

Ks sei iiberhaupt wegen der analytischen Darstellung dieser Ver- 
hiltnisse auf die 2. und 3. Vorlesung des citirten Werkes, sowie auf 
das 7. Supplement zu Dirichlet’s Zahlentheorie Il. Auflage verwiesen, 
wo sich Betrachtungen finden, die mit den uns hier vorliegenden Ana- 
logie zeigen, jedoch ohne dass der Nachweis des uns beschiftigenden 
Satzes ihr Ziel bildete. — Wir sind damit von selbst vom Gebiete der 


Theorie der Potenzreste auf das der Kreistheilung hiniibergeleitet worden. 
Kiir die primitiven Wurzeln der Einheit, d. h. der Gleichung 


*) Die : analytiechen Formulirungen dieser Seite verdanken ibre Entstehung 
der freundlichen Mitarbeiterschaft des Herrn Adolf Hurwitz in Gottingen. 


F, (2) = 
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2" = 1 existiren analoge Siitze, fiir welche die Beschrinkung wegfillt, 
dass » + 1 eine Primzahl sein muss. Dieselben lauten: 

»Vie Summe aller primitiven Wurzeln der Gleichung 2" = 1 ist 
entweder = 0; wenn nimlich » durch ein Quadrat theilbar ist; — 
oder = (— 1)4, — wenn » ein Product aus 4 verschiedenen Factoren ist.“ 

Der Beweis kann sofort auf dem oben verfolgten Wege durch- 
gefiihrt werden. 

Mit Einhaltung des von Gauss bei seinem Beweise benutzten 
Gedankenganges kann man kiirzer so verfahren: 

Man hat nach Lipschitz, Lehrbuch der Analysis, § 38, 6: 

,»Wenn die Zahl » gleich dem Product von Potenzen verschie- 
dener Primzablen a,“ a,” -- + a;* ist, und wenn aus je einer primi- 
tiven Wurzel von jeder der Gleichungen §** —=1, 9” = 1 
ay*2 


? ? 
o* “ = 1 ein Product gebildet wird, so stellen die verschiédenen Pro- 
ducte die verschiedenen primitiven Wurzeln der Gleichung @*—=1 dar.“ 

Demnach kann die Summe der Wurzeln einer solchen Gleichung 
xz" == 1 dargestellt werden als Product von A algebraischen Summen — 
wo A die Anzahl der Primfactoren von n. 

Treten die Primfactoren von m alle nur linear auf, so ist eine 
jede Summe der Art = — 1, denn dann sind die sdimmtlichen Wurzeln 
der Gleichungen §* = 1, y® =1, ---, 9% == 1 mit Ausschluss von 
1 ohne Weiteres auch die primitiven Wurzeln dieser Gleichungen, 
daher die Summe dieser letzteren je = — 1. Hieraus folgt direct der 
zweite ‘Theil des oben ausgesprochenen Satzes: s = (— 1)’, wenn n 
kein Quadrat enthilt. 

Enthilt dagegen n ein Quadrat, d. h. ist einer der Exponenten 
@,@, +++ @, > 1, so wird eine von jenen Summen primitiver Wurzeln 
einer Gleichung niedrigern Grades zu 0 und liisst also das ganze 
Product der 4 algebraischen Summen, welches die Summe der primi- 
tiven Wurzeln von 2" = 1 liefert, verschwinden. 

Diese letztere Behauptung bedarf noch des Beweises; er wird sich 
am besten mit Hilfe der bis jetzt benutzten Sprechweise fiihren lassen: 

In jenes Polygon, welches die séimmtlichen Wurzelpunkte der 


. a - oo . . . 
Gleichung 2" = 1, «, > 1, verbindet, lisst sich wiederum ein regu- 


lires, geschlossenes Polygon, das der Wurzelpunkte der Gleichung 
a,—1 


= 1 einschreiben — die von Jetzterem nicht beriihrten Punkte des 
primiiren Polygons sind dann die primitiven Wurzeln der Gleichung 
a = 1, 

Hieraus folgt, dass sich jene tbrigbleibenden Wurzelpunkte auf 
a, — 1 reguliren geschlossenen Polygonen anordnen lassen, daher zu- 
sammen die Summe 0 ergeben. 
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gfillt, Beispiel. Die Wurzeln der Gleichung 2” = 1 liefern ein pri- 
mires Polygon, in welches sich das Polygon der Gleichung x? = 1 
1 ist einschreiben liisst; die von letzterem nicht beriihrten Wurzelpunkte 
st; ia 22 -¢ 
n ist.“ des primiiren Polygons sind, wenn ¢ “ mit [@] bezeichnet wird: 
aie: (1) (2) (4) (5) (7) (8) (10) [11] (13) [14] [16] [17] (19) (20) 
[22] [23] [25] [26]. 
utzten 
Sie lassen sich auf 2 Neunecke vertheilen: [1] [4] --- [25] und 
Be [2] [5] --- [26] und ergeben daher die Summe 0. — 
schie- Es sei noch darauf hingewiesen, dass fiir den Fall wo n + 1 eine 
primi- Primzahl ist, die im Anfang des Artikels erkliirte Aufzeichnung der primi- 
tiven Wurzeln der Congruenzengleichung a" = 1(mod.n-+ 1) eine 
’ Correspondenz zwischen jenen (ganzzahligen) Resten und den (com- 
| Pro- plexen) Wurzeln der Gleichung 2"= 1 darstellt, die man am be- 
dar.“ quemsten so aussprechen kann: 
hung Bringt man jene Figur zur Deckung mit der Figur der in » Theile 
en — getheilten Peripherie des Kreises vom Radius 1, deren Theilpunkte 
uns in einer g-Ebene die complexen Kinheitswurzeln darstellen — 
eine wobei der Rest 1 auf die Zahl 1 zu liegen kommt, — so ist jede 
irzeln Kinheitswurzel mit dem sie deckenden Reste congruent (mod. n -+ 1), 
; von wobei allerdings die letzte Ausdrucksweise noch eine Rechtfertigung 
igen, erfordert. 
t der nl 
an Wenn wir sagen: 17 e (mod. 31) (Fig. a), so hat das seine 
Berechtigung darin, dass nach Erheben auf die 50. Potenz in der That 
snten , — , . 7 ‘ 
sails 17° —= @&*-7— 1(mod. 31); ebenso setzen wir 25==e “ (mod. 31), 
=. 
om. oder —e*” (mod. 31), weil 253 = &* = 1 (mod. 31). 
7 | Die Schreibweise bas = 204(mod. 211) lisst sich vertheidigen 
sich durch die Existenz der Beziehung 95 == 118 - 204 (mod. 211)}. 
sen: Diese Zuweisungsart scheint zuniichst noch eine Willkiirlichkeit 
der zu enthalten, wenn man bemerkt, dass solcher Anordnungsarten der 
egu- Reste in Bezug auf 31 nicht weniger als »(30) = 8 existiren; mit der 
1ung in der Figur a gebotenen Anordnung ist auch die in Figur a’ gegebene 
vollkommen gileichberechtigt — so kommen demnach bei Anwendung 
> des des zweiten Schemas andere Reste mit den Ecken der Figur in der 
— complexen Zahlenebene zur Deckung. (Vergl. Poinsot a. a. O., p. 175). 
Trotzdem herrscht ein recht einfaches Gesetz in diesen Dingen: 
auf jene Reste, welche in Fig. a von den eingezeichneten reguliiren, den 
- ZU- Punkt 1 enthaltenden Polygonen beriihrt werden, finden sich am Um- 
fange des gleichen Polygons in der Figur a wieder: das in a vor- 
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kommende Dreieck 1, 25, 5 scheidet bei der Uebertragung in die 
Figur a’ dieselben Reste aus. 

Man kann also immerhin sagen: dem Vereine jener Wurzeln 
der Gleichung 2" = 1, welche einer Gleichung niedrigeren Grades 
z* == 1 geniigen, entspricht ein und derselbe unveriinderliche Verein 
von Resten, und zwar die Wurzeln der Gleichung «“ = 1 (mod. n+ 1), 

Fiir die soeben beniitzte Thatsache, dass bei anderer Wahl der 
primitiven Wurzel zur Herstellung der Restfolge immer wieder die- 
selben Zahlen, die in der urspriinglichen Figur auf den Ecken eines 
reguliiren die 1 enthaltenden Polygons erschieneén waren, die Ecken 
eines ebensolchen Polygons von gleicher Seitenzahl bilden, kénnte 
man einen Beweis wiinschen, der, im Zusammenhange mit der vor- 
liegenden Figur sich der bisher gebrauchten Darstellungsweise be- 
dienend, ein geometrischer zu nennen wiire — wir wiirden in seinem 
Verlaufe beispielsweise von ,Polygonen mit sich selbst schneidender 
Peripherie* zu reden haben. 

An Stelle jenes ,geometrischen“ Beweises tritt diesmal die Ana- 
lysis mit einfachen Mitteln ein: das Zusammenhalten des Umstandes, 
dass eine Congruenzengleichung vom Grade w héchstens u Wurzeln hat 
(Dirichlet, Zahlentheorie § 26.) mit dem andern, dass schon von 
vornherein noch vor Aufstellung der Resttabellen fiir die Wurzeln 
einer jeden Gleichung niedern Grades als » die Stellen des Wurzel- 
vereins durch ein und dasselbe feste reguliire Polygon fixirt sind, fihrt 
eben schon den Beweis fiir die von der Wahl der primitiven Wurzel 
unabhingige Zusammengehdrigkeit jenes Wurzelvereins mit sich. 

Dieses Correspondenzprincip ist nicht neu*); es findet sich in Kum- 
mer’s Abhandlung: Ueber die --- Congruenzwurzeln, Crelle’s J. Bd. 53, 
in Poinsot’s Ofters citirtem Mémoire, und ist beispielsweise in Bach- 
mann, Kreistheilung za ausgedehnten Untersuchungen verwendet 
(pp. 248, 272). Immerhin sei auf den neugewonnenen Gesichtspunkt 
hingewiesen, unter welchem alle diese Verhiiltnisse erscheinen — die 
Bezeichnung ,,congruent“, urspriinglich der Geometrie entnommen, ohne 
dass man beabsichtigte sich jemals auf des Wortes eigentliche Be- 
deutung zu stiitzen und mit ihrer Hilfe neue Thatsachen abzuleiten, 
erlangt nun neuen Werth, da ihr die geometrische Bedeutung zuriick- 
gegeben ist. — 


Uebrigens ist es — trotzdem das man verschiedene primitive 
Wurzeln zur Bildung unserer Figur zur Verfiigung hitte — nicht fiir 


jede Primzahl p méglich die primitiven Wurzeln der Gleichung 2?—! = 
so zu trennen, dass, wenn eine von der Analysis gelieferte Form einer 


*) Schon Gauss selbst verwendete die Bezeichnungen 


ja =b (mod. p), sowie _=e6 (mod. p). 
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oat 
einzelnen Kinheitswurzel vorliegt, ¢ ° = ; + 


V3 


.. und man die von 
jener Form geforderten indirecten Operationen an der Figur der Rest- 
zahlen vorzunehmen versucht, das fiir letztere schliesslich erhaltene 
Resultat gerade an jener Stelle sich vorfindet, die der gewihlten Stelle 
der Kreistheilung entspricht. 

‘Die Primzahl 7 z. B. liefert zwei gleichberechtigte Anordnungen 
der 6 Reste: 





: . ; 1 —8 — : 
Die Durchfiihrung der Operationen < + V = ergiebt in dem einen 


2ai 


Falle: 4 + —_— 5, welche Zahl nicht an der Stelle von e ® auftritt, 


bei der andern Anordnung aber 4 + - =4+4+6=10=3, mit der- 
selben Abweichung. 

Man wird sich hier damit zu begniigen haben, jenen Siitzen, die 
immer nur ganze Gruppen von eigentlichen oder uneigentlichen Ein- 
heitswurzeln zum Gegenstande haben, solche iiber die entsprechenden 


Gruppen der Congruenzwurzeln gegeniiberzustellen —: man schliesst 
22 _ ant 22% _ 2ni 
ase® +e *° =1, unde® -e © =1, das5+3=1 und 


5-3 = 1 (mod. 7). — 
Unter den 4 méglichen Figuren der Potenzreste fiir 13 ist die 
folgende bemerkenswerth, zu deren Bildung die primitive Wurzel 11 


iy 
4 BP aia ‘ per” 
¥ 
K 
| mod. 13 
~— a —_—_»>—_—_ apo x 
\ 4 
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verwendet wurde; sie ermdglicht es, die einzelnen eigentlichen und 
uneigentlichen 12’ Wurzeln der Kinheit zu trennen, wie das so- 


eben detfinirt wurde. 
22i 





. 7 3 yz 
Die Berechnung der Wurzel ¢ ” = Vs + u = : gestaltet sich wie 
folgt: 
Y5=4, Mao, Hi M5 ~9, 949116 


Dieses 11 erscheint an der richtigen Stelle der ersten eigentlichen 
12% Wurzel der Kinheit. 

Diese Kigenschaft ist von grosser ‘Tragweite, Einem jeden Punkte 
der complexen Zahlenebene, der durch rationale Verbindung der obigen 
vorgegebenen 12 Wurzelpunkte erreicht werden kann, ist ein be- 
stimmter Rest in Bezug auf 13 zugeordnet — denn jenen rationalen 
Operationen geht eine ecindeutige Verbindung der entsprechenden Reste 
parallel. So erscheint die ganze Zahlenebene mit einem Netze von 
— theils rationalen, theils irrationalen — Zahlen iiberdeckt; jedem 
erreichbaren Punkte ist durch die Operationenfolge, welche ihn be- 
stimmt, ein gewisser Rest eindeutig zugewiesen, 

Da diesem Gebilde die Stetigkeit fehlt, so scheinen die Grenzen 
seiner Verwendbarkeit enge gezogen; immerhin modge noch ein Beispiel 
zeigen, wie man nach dem soeben ausgesprochenen Principe operiren 
kann. 

Um zu beweisen, dass die Summe der von den Ecken eines regu- 
liren Polygons beriihrten Potenzreste = 0 ist, lege man das Polygon 
auf die Figur des entsprechenden in den eingetheilten Kreis ein- 
geschriebenen Polygons der z-Ebene; dieses letztere hat als regel- 
miissige Figur seinen Schwerpunkt im Anfangspunkt, wenn man sich 
auf seine Ecken gleiche Gewichte vertheilt denkt. 

Daher ist die Summe der beriihrten Linheitswurzel = 0; auch das 
mit dem Kreistheilungspolygon congruente Polygon der Potenzreste 
hat daher eine Eckensumme — 0. 


Minchen, Anfang Mai 1882. 
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Weitere Untersuchungen iiber die ternire biquadratische Form 


== LPM, + Hy ts + wy Hy. 


Von 


Pau Gorvan in Erlangen. 


Im Anschlusse an meine beiden friiheren Arbeiten iiber die vor- 
genannte Form*), sowie an meine Untersuchung tiber Kegelschnitt- 
biischel**) behandele ich im Folgenden zuvérderst die typische Dar- 
stellung jener biquadratischen Form und eines zutretenden Kegelschnitts. 

Mein erstes Hauptresultat in dieser Richtung ist, dass sich die 
Coefficienten dieser Darstellung aus nur 12 simultanen Invarianten, 
welche ich die Fundamentalinvarianten nenne, als ganze Functionen 
zusammensetzen, Dann aber gebe ich explicite, das volle System der 
zwischen diesen Fundamentalinvarianten bestehenden Relationen. Da 
unser f numerisch ist, so wird die Anzahl der unabhingigen In- 
varianten der Zahl der Coefficienten einer terniiren quadratischen 
Form gleich sein, also 6 betragen. Ich zeige nun, dass 5 von unseren 
12 Invarianten sich rational durch die tibrigen ausdriicken lassen, und 
dass zwischen letzteren eine algebraische Gleichung besteht, welche im 
zweien derselben nur vom sechsten Grade ist, Kinfacher hiitte man das 
Resultat bei einer so schwierigen Fragestellung wohl kaum erwarten 
kénnen. 

Hieran ankniipfend behandele ich im zweiten Abschnitte des 
Folgenden die Aufgabe, einen Kegelschnitt zu berechnen, wenn seine 
Fundamentalinvarianten mit f (unter Beriicksichtigung jener Relationen) 
numerisch gegeben sind. Kin iihnliches Problem habe ich bereits fiir 
emen unbekannten Punkt, x,, x, %,, in Bd. XVII dieser Annalen 
erledigt. Doch wird man bemerken, dass meine jetzige Be- 
handlungsweise nicht nur der Sache, sondern auch der Methode 


*) Bd. XVII dieser Annalen: 1) Ueber das volle Formensystem der terniren 
biquadratischen Form f = 2,32 -+ Xa, -+ 3a; 2) Ueber die typische Dar- 
stellung der terniiren biquadratischen Form f = 2,' a, + «23a, + x,°2,. 

**) Ueber Biischel von Kegelschnitten; Bd. XIX dieser Annalen. 
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nach einen Fortschritt aufweist, indem ich nimlich bis zum Schlusse 
an der typischen Darstellung als solcher festhalte und in keiner Weise 
accessorische Constructionen benutze. ‘ 

Mit diesem zweiten Abschnitte ist nun die letzte Vorarbeit ge- 
leistet, die néthig war, um das Ziel zu erreichen, das ich seit vier 
Jahren bei meinen Arbeiten verfolgt habe, niimlich die explicite Auf- 
lésung der Gleichungen siebenten Grades mit*einer Gruppe von 168 Sub- 
stitutionen. Ich habe der gegenwiirtigen Arbeit materiell nur noch 
wenige Bemerkungen hinzuzufiigen, damit jene Auflésung fertig und 
vollkommen dastehe, und es darf sich mein folgender Aufsatz, der 
speciell von jener Auflésung handeln soll, fast ganz auf allgemeine 
Betrachtungen beschrinken. 


Abschnitt I. 
Die typische Darstellung von / und 0 = u,’. 
§ 1. 
Einleitung. 


Was den allgemeinen Gedankengang der Entwickelungen dieses 
ersten Abschnittes betrifft, so gebe ich in § 2. die zwélf Fundamental- 
invarianten an, von denen bereits vorstehend die Rede war, recapi- 
tulire sodann einiges von den Ergebnissen meiner friiheren Arbeiten, 
bei denen jetzt mit Riicksicht auf den besonderen hier vorliegenden 
Zweck gewisse Aenderungen in der Bezeichnung indicirt scheinen, und 
verwende endlich in den folgenden Paragraphen alle Anstrengung darauf, 
gewisse héhere Invarianten durch jene 12 Fundamentalinvarianten 
auszudriicken. In den letzten Paragraphen zeige ich sodann, 
dass damit die gewiinschte typische Darstellung, sowie auch die 
Herstellung der Relationen zwischen jenen 12 Invarianten eo ipso 
geleistet ist. 

Vielleicht wird man dieser Entwickelung vorwerfen, dass sie ohne 
rechtes Princip verfihrt und itiberhaupt zu weit ausholt. Aber ein 
eigentliches Princip zur Auflésung solcher Fragen, wie sie hier in 
Betracht kommen, haben wir bisher tiberhaupt nicht. So bleibt nichts 
als die allgemeine Regel, die etwa ein Wanderer befolgen wird, der 
gezwungen ist, sich in unbekannter Gegend zurechtzufinden. Indem 
er einen hohen Aussichtspunkt besteigt, von dem er das Vorland 
iiberblicken kann, findet er sein Ziel mit Sicherheit, aber allerdings 
nicht auf dem kiirzesten Wege. So auch entstehen die Beziehungen, 
welche ich suche, im Folgenden dadurch, dass ich zuniichst durch 
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Ueber eine terniire, biquadratische Form. 


Berechnung immer complicirter werdender Invarianten eine iiber- 
sichtliche Kenntniss des Gesammtgebietes dieser Bildungen zu er- 
reichen strebe. 


§ 2. 
Die zwolf Fundamentalinvarianten. 
Das vollstiindige Formensystem der einzeluen Form 
f= 2x, + x, x, + 25*2, 

habe ich im XVII. Bande dieser Annalen (siehe Tabelle daselbst) ge- 
geben. ‘Tritt nun die quadratische Form 

Q =U,’ 
hinzu, deren volles System die Formen 


@, (9%)* (00102) 
umfasst, so hat man zur Bildung des simultanen Systems diese Formen 
in allen Weisen mit den Formen von f durch Ueberschiebung zu 
combiniren, worauf eine nachherige Reduction die iiberfliissigen Bil- 
dungen ausscheiden wird. 

Es ist in keiner Weise meine Absicht, diesen Process hier durch- 
zufiihren. Vielmehr beschriinke ich mich auf die einfachsten Formen, 
welche zur Definition der Fundamentalinvarianten ausreichen. Ich 
bemerke also einmal, dass f =a," zu der Form vierter Classe: 


5 (abu)! = u,**) 


in einem merkwiirdigen Reciprocitiitsverhiltnisse steht, von dem so- 
gleich noch wird gehandelt werden miissen, Ich fiihre andererseits 
die Bezeichnungen ein: 
1 ' 
om 7 a? a," *™*); 
r=(99,2); t= (ssuy; t—=(ertx)’; o = (rsu)’; 
so = 2(2); re? = 6(3); sx? = (3); 7? = (4). *™*) 


*) Vergl. Bd. XVII. 
**) Die Coefficienten von s haben sonach die Werthe: 


41 = V2 "Qi, Soq= V2 *Q23, 533 = V2 * Osi» 


1 1 1 
meet? . awe Sq3 = yn = eetROE aad 


**t) Die neuen Bezeichnungen weichen von denjenigen, die ich in meiner 
Arbeit iiber Kegelschnittbiischel gebraucht habe, namentlich dadurch ab, dass 
ich nun die einzelnen [nvarianten (weil nimlich f rein numerisch ist) nur nach 
ihrem Grad in den Coefficienten von @ markire. ; 
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Dann sind die 12 Fundamentalinvarianten, von denen des Weiteren 
gehandelt werden soll, die folgenden: 
$7 =2(2); 72 =6(3); 82 = 68); r2=(4); ata? = (9; 


? 
rer, ?=(4); aerar=(5); 1r7t2—=(5); as2ac,—(6); 4,7t, ?=(6); 
Go" bg, (abs)? = (7); 4?t,’*(vv, 9)? = (7). 

Die hauptsichlichen Siitze, welche betrefis dieser Invarianten ab- 
geleitet werden sollen, sind schon im Vorstehenden genannt worden. 
Ich will hier, aber ohne Beweis, hinzufiigen, dass diese 12 Invarianten 


in der That das volle System der Invarianten von f und g bilden. 
Was jene Form vierter Classe 


1 . 
» (abu) = u,! 


angeht, so wurde in Bd. XVII der Annalen ein Process an- 
gegeben, den ich den* Vertauschungsprocess nannte. LErsetzt man 
niimlich in einem symbolischen Producte P, welches die Symbole 
a,b,c, +--+ von fund ausserdem 2 und wu enthalten mag, jene 
Symbole durch v, v’, v”, ---, sodann die # durch die w, die « durch 
die x, so erhilt man ein neues Product Q, welches innerhalb des 
Systems dieselbe Stellung einnimmt wie das P. Wiederholt man den 
Process, so gelangt man zu P zuriick. 

Dieser Vertauschungsprocess kann nun auf die simultanen Bildungen 
von f und @ erweitert werden; es muss dann nur jedesmal o mit s 
vertauscht werden. Dabei gehen, wie man sofort sieht, die folgenden 
Formen resp. in einander iiber: 

c' ¢ 2 
2% : Ay. 

Die Fundamentalinvarianten gruppiren sich daher folgendermassen 
paarweise zusammen: 

(2), (3), 4), @, ), ©, (D, 
und zs 
(2), (3), (4), @, 6), ©, @. 

Noch Folgendes sei hervorgehoben. Die Form s wurde oben in 
der Weise eingefiihrt, dass ihre Coefficienten mit /2 multiplicirt werden 
miissen, um ganze Functionen der g;, mit rationalen Coefficienten zu 
werden. Daher sind von den Fundamentalinvarianten nur folgende: 


(3), (4), @, 4, 6, ©, ©, 
ganze Functionen der 9;, mit rationalen Coefficienten; die iibrigen: 
(2), B), ©), @ 


miissen, um es zu werden, mit /2 multiplicirt werden. 














hiet 


von 
wu 




























Ueber eine terniire, biquadratische Form. 


eiteren 
§ 3. 


Excurs iiber Kegelschnittbiischel. 


Von den Formeln meiner Arbeit iiber Kegelschnittbiischel will ich 
=(6); hier die wichtigeren in die neue Bezeichnung iibertragen. 

Constatiren wir zuvérderst, dass das volle System von @ und s 
von folgenden 20 Formen gebildet wird (die nach ihrem Grad in den 


(4); 





an ab- . 
orden. w und « geordnet erscheinen) : 
i 0 , 9 | 5 
9 2 
rn) (2) (3) r,s, t (r, s, t) 
(3) (4) 
; an- 
mai | 
mbole wey 
jene I Se, ty (r, ¢, w) 
durch (s. t, w) 
b des : 
n den (e@, 6,2) 
2 @; 6, ¢ | (@, ¢, x) 
gen (6, t, x) 
mit s 
enden . . ; 
o (Q, 6, T) 
Ich stelle sodann die Wichtigeren unter den Reductionsformeln 
des Systems zusammen: 
ASSEN 
AN 
(vs ox) = 2(3) u,? + 7@; 
A\N2 as 
(sx cx) = 2(3) u,? + st; 
' (96a)? = 2(2) r+ 2(3)s; (ora)? = 2(3) r + (4) 8; 
n in » se ‘ 
i (66,2)! = (4)r + 16(28)s — 4(8) 
mn zu (la)! (stu)? = 2(2) e+ 2(3) 9; (rtu)* = 2(3) t + (4) @; 
onde : (tt, u)? = (4) r+ 16(23) e — 4(3) o; 
(rr,u)? = 8(3) 9; (rt, 2)? = 8(3) s; 
- ro? = 16(23); (967)? = to? = 2(24) + 12(33); 
(66, 6,)? = 24(234) — 48 (333); 
t,? == 16(23). 








P. Gorpan. 
(4) Us = re + 28, = 12 + Zhe; To + 4(3) 5p = 8(23) uz; 


te + 4(3) sp = 8(23) uw; 
ta = 4(33) uz — (4) Se + 4(2) by; 


’ , D3 4 « 4 
$282 S08¢ = — (3) r + § 8; tate, Ug Ue, = — (3) t+ © 0; 
(1b) SpSu Myo = a e@ — (3) t; Seleszt, = © $— (3) r; 
YeSe%xS2 = 2(3) t; telgtte%y = 2(3) 6; 


ty ta Up te == 4 (33) o+ “) _ me 4 (23) T; 





( SateSete = 4(33) s + © ¢— 4(23) r. 


Die Tactinvariante: 





D = | 8 8° 8,? | 


te? ty? t,? | 
hat den Werth: 


D = — (444) + 4(2244) + 144(2334) — 432(3333) — 512(22233). 
Einige dieser Formeln kann man auch so zusammenfassen: 
HOt MwWE+YtT, WOTMG+ Yt, 2X)? 
= y,2r + 2y, yo(2(2) r + 2(3) s) + y,? ((4)r + 16(23)s — 4(3)2) 
+ 2y,yyt + 2y2y(2(3) x + (4) 8) + 8B) sy,” 


= lr + m,?s + n,7t, 


wo: 


(2) 


by? =? + 4(2) ny + (4) ¥.? + 43) mys, 
(3) my? = 4(3) yy yo + 16 (23) y,? + 2(4) yoy, + 8(3) y,?, 
ny? = — 4(3) y,? + 29,95. 
Diese Bezeichnungen 1, m, n werden in der Folge viel gebraucht 
werden. 


Ich reproducire ferner zwei von den Formeln, die dazu dienen, 
um die Quadrate und Producte der sogenannten ,formes gauches“, d. h. 
der folgenden Formen: 


(9, 6, x); (0,7, %); (6,7, %); (Q, 6, 7); 
(r, 8, u); (7, t, u); (s, ¢, uw); (r,s, ¢) 


durch die iibrigen auszudriicken. Dabei fiihre ich, was immer ge- 
stattet ist , mehrere Reihen von Variablen neben einander ein. Man hat: 
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Ueber eine terniire, biquadratische Form. 493 
Ug Ure, Ur, (GTX) (6,7, 2) 
+ 2(3)ror+ (4)s6r—4(3) so? 2? ( +48(23)s— 2(3)8) 
=\+u, (1,(8@) 6 — 2(4) t) + 16(33) a 
& *(— 16(833) 9 — 2(@4)64%%r 





















(4) Up Ue Vo, Ur, (QT X) (Q, T, 7) 
» (eee? + TV? ? — (tuv)?) — 2(3) o (so ox) — 2(3) v9? (swox) 
= a ; (ro tx) a ve (re tx) 
+ 2(3) r(swv)? +2 (3) s (rwv)?+ (3) (uz2ve? + v2? 6) 
+ 4(23) (ue e2) —3(3) (uw 6x) + o (uw t2). 








Combinirt man diese Formeln durch Ueberschiebung mit 


Q, 6, t, (pru)’, (psu), (ptu)?, 
(wo p beliebig ist), so folgt des Ferneren: 


Neate, te, (67 Q,) (6,7; @) 
= ~~ 16(333)@?+2(34) a6 -+(32(233)—“?) or 
—o (23) o? +-(2 (24) —4(33)) or 4+ (34) — 16 (223)) 1; 
Ug UeVo, Vz, (OT Oy) (0171 Or) 
= © (ev2+r2— (tuv)?) —(3) (eve? + 6 vg) + 6 (33) (suv)? 
+ 2 (23) (ruv)? — (3) rv,; 
Ue tle U9, Yr, (962) (1074) 
((24) — 2(33)) (gv-2-+ 042) — 4(23) (ove? + 60,2) 
— © (ve +1042) +2 (3) G09? 
- 5 (84) (raw)? 8 (223) (ru)? 4¢ -—8 (233)) (suo)? 
+ (6(33) — (24) (tuo)? 


(4) 





Ug Ue Vo, Ur, (9 TT) (1 T Te) 
= 4(23)(o9v,2-+ 1042) —8 (33) ov,2 — (3) (602+ tr") 
+-6(33) (ruv)?-+ (34) (suv)? —4 (23) (tev)?s 


33 
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sowie: 
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Ug Ue Vo, Vz, (or pr) (0, Ty py) 
{ ®p,? (9 v,? + Tv¢2) —2(3) (906? + 6 v9?) —2(3) pe? tv 
—4(33) (0 (spv)?+v9?(sp u)?) 
— Os (rpv)?+v, (rpu)?) 4- © (ruv)? p.2+ 16 (33) p,? (suv)? 


— (3) pe? (ruv)? 
+ (3) (6 (rpv)?+v,* (rpu)?) +4(2 3) pe? (ruv)? —(3)p-? (tuv)* 
(4) 5 9 
— J Pe’ (tur)? 


+ (3) (x (tpv)?+ v2 (tp u)?)4+ (8 (233) — “) (pur)? 





+ (4) (pur) (wv) pote —24(33) (pur) (suv) pose; 


Ueteve,ve, or ps) (0,2, ps) 
—2(3) 90g pe + (2) pe (ove + 4042) — ; Pe (G07 + to") 
—4(23) (o(spv)? + v9? (sp u’) 
+4(23) p,? (suv)? — ®) (x (rpv)+ ve (rpu »”) — (3) po? (suv)? 
+2(3)p2(ruv) 
+ (3) (vo? (psu)?-+-6(spv)’) — (2)p2?(tuv)? — (3) pe? (tue)? 
+ (3) (0 (tpv)*+ v*(tpu »’) 
+ (8 (223) — ; (34))( puv)?—8 (23) peso( pur) (suv) 





+6(3) pote( pur) (tur); 


Up Uy Ve,Vr, (o T pi) (0, t, pi) 
8 (33) @ vg? pe? + 4(23) po? (@v,? + rv9?) + pe (QU + TU") 
—@)pg(ov2 +1042) 
— (3) pe? 0? — (3) pe (@ v0? + Gv?) + 2(33) (0 (rpv)?+ v? (rpu)? 
+ 2p¢%(ruv)*) 
+2 (23) (2p (ruv)?—t(rpv)2?—v? (rp u)?) 





i+ (3 4) (2p,2 (suv)? — e(spv)?— v,? (sp u)?) 








(4) 
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+2(3 3)(z (spv)?+ v,2(spu)?+ 2p? — — 4(23) p,?(tuv)? 
+ (3)(6(tpo)? + vo" (tp uw)? — Po? (tuv)®) — € ) ng (tuv)? 


—(2(234)+ 12(333) ) (puv)? — 4 (34) pese(puv) (suv) 
+ 16 (23) pot, (puv) (tur). 








g 4, 


Ueber gewisse Relationen zwischen den Formen von / und iiber die 
einfachsten Covarianten von f und o. 


Von den Relationen, welche zwischen den Formen von f bestehen, 
wurden in meiner friiheren Arbeit (Annalen Bd. 17) nur solche ent- 
wickelt, welche bloss eine Reihe von Variabelen x, bez. w enthalten. 
Ich fihre hier von solchen Beziehungen die folgenden an: 


(abc)? a,7b,"¢,? = = 4; Ay Uy dy = ; e?; 
(abu)? (acu)? (beu)? = — : uj° == — 2(v, 9, V5)? thy? Uy, Use 3 
(abu) (acu) (beu)(abe) apbeey = — > fo + as V25; 
(abu)?(acu)?b,?¢,* = (vv, x)? (vv, 2)? Uy, Ue, = | 2 fate = S- fote tue 3a e's 


und leite nach bekannten Methoden aus ihnen solche ab, welche 
mehrere Reihen von Punktcoordinaten: 2, y, 2, &, 4, ete. und mehrere 
Reihen von Liniencoordinaten: wu, v, w +--+ enthalten. Dabei beschriinke 
ich mich selbstverstiindlich auf solche Relationen, die ich im weiteren 
Verlaufe gegenwirtiger Untersuchung gebrauchen werde. Man hat: 


(1) (abe)? a,*b,?¢2 = “ AAA? + a (ayz)*; 

(2) (abu)? (acv)?(bew)? = — 2(vv,v,)?u,? v2 w? ba (uvw)? ; 
€ 1 

(3) (abu)(acu)(beu) (abe)aybre, = — a Ay? Ay? Uy? Vy + A Uy Uy Vx} 


(4) 3(abu)? (aev)? (by? Cy? + C2? by?) 4 Ay Az Ay Uy Vy (Ay Vy Ue + Ay Uy Ve 
fap Vy Uy mt (1g Uy Vy) 
= —4u,?v7 (v, ry) (vr, v,)? + 2(auv)* by? ¢,? (abe)? ye 3 la Ay? Uy*v,? 


1 9 2 1 9 9 
4- g te Yy + ge Uy Uns 


33* 
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(5) (ebu)®(acv)® Oe? ey? — cx2y?) = (v0, 2)? (v v9y)? (tu? vs? —te20,3) 
= Ay Az Ay Uy Vy (Az Uy Vy— Az Vy Uy— Ay Uy Vz Aly Vy Uz) + 4 Uz? Vy? — Pa Uy?0,7; 

(6) (abu)*(acv)?b,?¢,? —(abe)? (auv)?b,?¢7 = (vv, 2)? (vv, y)? u,? v2 


2yru)tu.?y,?: 
—(vv, Vv.) vxry)*u,? v,? 
. A\2 ~ n~ AY 
(uv ay) (we &m)—(uw 2) (wo yn) 
Uz” thy? Ug? Vy? - Ug? hy? Va? Vy? — Ue? Ug? Vy? Vy? — Uy? hy? Vx? VE 
A\2 A \2 , 
= + (ur En) (4,20,2 + 022042) + (ue zy) (06s? v,,? + vg? ty?)? 


A\2 aS ; ~? Saw , 
{ —(uo yn) (tt? vg? + ug? v,”) — (uw v rt) (ty? 0,2 vy? H,?); 


sowie endlich: 


(7) 


@,*b,* Ga et 


p io ‘ ae i ‘ ‘ 1, o/ ‘ 
te? dy? + ag? ay? — az? as? - ay? a,? + g (vay)? (vén)yr— ; (vx &)? (yyy)? 


(8) 





‘a A\2 A\2 A\2 

|— a? b,? (ab zw) + a,b" (a b yn) +a,*b,? (ad zt) , 
Krsetzt man nun hier die x, y, z,--+ durch Symbole 9,6, und die 
u,v,w durch Symbole r,s,¢, so erhilt man unter Benutzung der 
Formeln des § 3 die folgenden Relationen, die spiiter verwandt wer- 


den sollen: 
1) Aus Formel (4) und Vertauschung: 


(1) = 16(abe)? a,*b,* ¢,2 =ss,? — eo AeSe( Gz Ay?Sz-+ Az? dy Sy 


. F oy Ue 
—3(ve2)*(very)'+re (vay) + 7 astay?, 


(2’) (abs)? a?b,2=— a a : 7 th ; Ay? Ae?— se r,?(vex)?, 
(3) 8(abs)? (acs,)*b,? ¢,? =8 az? by? c,? (abe)? + (vex)? (ve,y)? — ry? (vay), 
(4) 2(4) +2 (4) —(4)+-(22)—=0. 

2) Aus Formel (8): 
G) ——agby(abr)-— 5 3 — 7? atby + 5 v8 (vay)? — | (ven)? (vey) 


1 : 1 , Aa2 1 , A \2 
—" (rxy)?+ 7 ar(as oy) +e, at(as ox) ’ 


Av2 3 
(6) ale (ab oz) = a2b? (abt)? + on _ i 2 (vxy)’, 














(7 


e! 


~ 


KH fy 


si 


a. em tenitwmi@ at ee Cf 
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4 1) a? 6? (abs) (abu)s, u —=— a? B® (abs abr (abu 
) (7') a2 6% (abs) (abu)s,u,—=- a2b2 (abs)*+ (2)a202 (abu)? 
by?" , 
; ‘ oe (3) 
= Fein iomee +O puny Oe, 
(8) ab? (abt) (abu) t, u =F! azb? (abt)? + » a2? (abu)? 
— + (atu)®(abt,)°02— sole ae 04, 
+ (3) fu, Upsy Se. 
2 2)\2 
eo § 5. 
2 Uy?) 5 Die Ci, und Cin. 


Indem ich es nunmehr unternehme, eine grosse Anzahl héherer 
Invarianten durch die Fundamentalinvarianten auszudriicken, beginne 
ich mit solchen Invarianten, welche aus den Kormen 
(vy) a," bz*(abu)?, uy? uy? (vv, x)? 
entstehen, indem man die # und w durch die Symbole o, 6, t bez. 
r,s, ¢ ersetzt. Ich fiihre die Bezeichnung ein: 


1d die C= a? be (abr)’; C,, = ae be (abs)*; C,, = @b abt}; 
poe: C,, = ab? (abr); C,, = a2 b? (abs)?; Cy, == a2 02 (abt); 
’ Cy = a2 0: (abr); C,, = ab? (abs); Cy, = a2 be (abt); 


sowie ferner: 





Ci, = Bt? (vy, 2); Cy, = Gt? (vr,0)*; Ci, =# t/?(vv, 6); 

A,” Cry — sr, ra (yy); C3, = 1; (vr, 9)"; Cye = e (vv, 6)?; 

fi Ci, = r,7 (v7); Cy, = 7,7 (vr, @); C;, = rir)? (vy, 6); 

0x)*, Die Berechnung der C,,, C,., Cy3, C,, Cy. geschieht dadurch, 
dass wir in der Formel (8) des vorstehenden Paragraphen die 2, y, § 4 

vay)’, passend durch Symbole ersetzen und dann die Formeln des § 3 ver- 
wenden. C, ist nach Definition (7). C,, und C,, werden mittelst der 
Formel (2) des vorstehenden Paragraphen ausgewerthet, C,, mittelst 
Formel (6’). Die C’ entstehen aus den C durch Vertauschung, ich 
brauche daher ihre Werthe nicht besonders hinzuschreiben. Die Werthe 

vo,y)” der C sind die folgenden: 

A\2 , (44 — 5(233 

ex), | Cu= 22 — (65) 4-72(85) 4+ 49 eed) —4(e33) 45 202, 





C.—— “0 4 ee D+ (34 ee ee 
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+ 3 G3)4+3/2 (33), 


eC ae a > [= 
Cy» = +- + 3 Vs 2 (33) ? 


4 sV2 
Cn — 04 ® +553, 
C= — (86)— 286) + D4 49 4) _ (295) 4 72 225) + 28" 


4V2 
eee), 
i Va 


(26) 


Cyy— — BP 4 G8) _ GS) 4 GS) 4 AD 4 y2(a2d) ile aa 


C= — (1) + 824 su + 72(223). 


§ 6. 
Die Ci, ky ly Ci. k.t und die D;, x. 


Etwas schwerer ist die Berechnung derjenigen Invarianten, welche aus 


ath? ce: 2 a42 9, 24, 2+ 3 
(abePazbic?; (vv, uuruz; a,asusu, 
durch Eintragung unserer Symbole entstehen. 
Bemerken wir vorab, dass bei diesem Eintragungsprocesse uw, in 


einen der Ausdriicke 


Yo, Yay Try Sey Say Sey bg, tay be 
iibergeht. Nun lassen sich nach § 3 alle Formen, welche einen dieser 
symbolischen Factoren enthalten, durch zerfallende und solche Forn-en, 
welche Se und ¢ zum Factor haben, ersetzen. Wir diirfen uns also 
auf letztere Formen beschrinken. 
Ich setze: 


C14, = (abe)*a azbs i a= (abe)? as bs e; Cy99 = (abc) a2b? c2; 
C9, = (abc)? arb? cs 
Cin = (vv, v,)P° be yO? Chie = (vyyy,) rt? b0?5 Cie = (vy,y,)* 927! fal a 


2 


” 
Coxe = (VY,Yy)*r x) 292; 
sowie: 
Dy = 17 a2 8y8pdyAg3 Diy = 1,2 do?) SQ, dg; Pas: = ty? az? Sy 8p Ay Ap} 


D,, = tae" * Sy Sy Ay Ap} 
















D, 


de! 
dw 
D, 
au 
sic 
ne 


de 
Cy 
Cy 
C, 
Cy 


W 





_ (234) 


4V2 


233) 
Vs’ 


he aus 


U, 


dieser 
rien, 
s also 
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D,, = ry? a,* t, ted, des Dy, —— vr, Ag? t. today Ae; Dy, = t,? Ae ty to dy Ay} 


Dy = ty a? tytg dy dg - 


Die Berechnung dieser 16 Invarianten bewerkstellige ich folgen- 
dermassen. Aus Formel (1) § 4 bestimme ich ¢,,5, Cj95, Cy99, hieraus 
durch Vertauschung cii2, Cis2, ¢222, sodann aus Formel (5) ebenda D,,, 
Dy, Diy, Dey, Do., durch Vertauschung hieraus D,,, D,,, endlich 


aus Formel (4) cin und D,, und durch Vertauschung ¢,,,. 


Mit Riick- 


sicht auf die Vertauschungen, die Jeder selbst mit Leichtigkeit vor- 
nehmen kann, begniige ich mich hier, nur die Werthe der c¢;,;,,; und 


der D;,, zusammenzustellen. Man findet: 








3 6 33: 9 (333) 64 (383 
c= yg ED+3E> - -3 89) 4.3988) — 3838) _g a0) _ 
o (26) (38) (35) W (44) 2 (224) (233) 
el + Va Ag 8 a 
(25) (25) , (34) (34) 

C9 = —3 8 +3 + a 48 16 2 +8, 
~ ef) , 9 (24) , 9 (83) , 2 (3) 
C= — 3 +3 wt: 4 +37; ? 
und fiir die D,,: 
( 9 
D, —— 9585 @Or@ , 00, 360 
» —_ ( __ (25) _, (25) __ (84) (34) 
Drs V8 wet 4 at +S ‘bOam, 
__ ) , 25) es) (50) (34) a 
9, (G)+(6)__ (35)+(55) (85) 4+(35) | (44) 
—. E eter ata 
(2) 4V2 4V2 +32 
D,, 
+22) H+) 4 5 (224) 4 3 (p88) +63) | 19/933), 





Dy—— S248 ao 4, Sat (35) ial 3), 





— {36) __ (36) 4 5 tty oe 28-8 


Vs 4/2 sV2 8 


Bs a 3 Be ase ee (2228) 
+ 235 —  t38 +3——— i — 


+S) + § (33), 


? 


(234) 
Vs 


3 (2223) 


2 ? 
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(36) (36) (36) (48) , (45) (234) 
wt ey 8 ty 3 


+23 234 43 58) 4 3838) _ oi 3 (2223), 


— (234) —3 S32 
Dy= 


72(87) + 87) +) °F" _3@ 9469 


AAg 


Dy =) +3(2) 2948) -24) 9+ 4 2 easy 


Fs (33)-+(33) 9923 
—3(4) +2 * (334)+ 3 (2233). 





§ 7. 
Invarianten, welche aus (abw)* (acuw)* (bew)* entstehen. 


Von denjenigen Invarianten, die entstehen, indem man die w in 
abu)? (acu)? (beu)? durch Symbole vr, s, ¢ ersetzt, will ich nur diese 
bu)? 8, , 
berechnen : 


(abs)*(ac,s)*(bes,)?, (abs)*(aes,)*(ber)?, (abs)? (aes,)? (bet), 
(abs)? (acr)* (ber,)?, (abs)*(aer) (bet), (abr)*(aer,)*(ber,)*. 


Es geschieht dies durch Formel (2) des § 4; es wird: 


(abs)? (aes,)* (bes,)?= 3 (8) —_3 © 


8 4V2’ 
ae a ae 
(abs)? (aes,)? (ber)? = — 7 +1} 


(abs)* (aes,)? (bet)? = —© 4 (23), 


»__ (5), (5) (23) 
(abs)? (acr)* (ber,)? = ©) ee 
(abs) (acr)? (bet)? = +8 ae ee 5 +3 “2, 
(abr)? (aer,)' (ber, = 5 (6)—3 Ss 8) 9 22). -3 3). 












aus | 
Sym 


(ab: 


(ab 


(a b 







uw in 
diese 
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§ 8. 
Invarianten, die aus (abu)* (acu)*b,*c,” hervorgehen. 


Um die verwickelteren symbolischen Producte zu berechnen, die 
aus der in der Ueberschrift genannten Form durch Eintragung unserer 
Symbole hervorgehen, bediene ich mich der Formeln (4), (5), (6) des 
§ 4. Wir erhalten in tabellarischer Zusammenstellung folgende Werthe: 


2 ‘ 6 35) , (85) (44 22 9 
(abs)*(acs,)?b3c3 =O) +o- (44) _( : 4) —19&, 


(28) = _ (84) , 4a), 4) a, 
(abs)? (aes,)P?b? &= +a; cade ve a - +on7 Ve 


(abs)? (aces, PB & a — Os 200 42 g 28) _ 3&9), 


(abs)? (acer)? b3 c% 





Vs Vs — we Ts 
- (234) 9(333) (2223). 
rn 2 3 


(abs)? (acer) (be*ce? + €5?b,*) 


_(26) (35) a (38) 15 (35) _ (44) (224) 233) 3 (233), 
~ 4V2. V2 +" was 2 +', 233) ; 


95 (9 5) 
(abs)? (acr)? be a =— a —5 pao, a 4} 3B " 4)... 


sV2 


(abs) (act)* bee? 


_. (36) , (36) (36) ae (45) (225) (225) , (234) , (234) , (234) 
as oe +3; 8 4 - 4V2 - 4 mee V2 + 2 
3 (os » (333) (333) 
+ 4 (23 )+3 V3 —§ Vs’ 
(abs)* (act) bye," 
(233) , (233) 


_ _(26) (35) (35) , (44) , (224) 9 
ee Ws + Vat ae s ivebaiil Silas 


(abr)? (acr,)* bee? 


4 $96) 4 49394) 4 (aga) 4 Oe) 3 (088) 4 9 28), 


(36) 
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(abr)*(aer,)?b2 & = — Gs) +(35)+ (a) +(233); 


(abr) (act)? b? al 


=p 28 _ 38) _ SO) 5 8) 2) 4 49) + (234) 4.2(034) 


3234) 4 3 a 


4V2 +3YV 2(333) ; 


(abt) (act,)* be? ee 


_ (47) 


“a 4 (38) _ 438) — (236) 4 E50) 4 GAs) (24s) _ (338) 


‘ 8 82 V2 
28 4 (344) 


16 


8 


— meal a tens (2234) , (2333 (233: 
+ (2234) +3 (2234) + 2(2234) — 2234) 43 itt = 





$9859) 4 29993 


(abt)? (act)? be a 


—y8(37)+ Gs) i lel ie 


2 Vs sV2 2 2 


+59 4839 4 7(223 


§ 9. 
Ausrechnung weiterer Invarianten. 


Ausser den nunmehr berechneten Invarianten bedarf ich fiir die 
folgende Untersuchung namentlich noch dieser: 


Ag Az Ag,42,(QGT) (QG,T;), Ty AgAeAg, Ar, (GTYV) (6,7, ”), 


(abe) (abs)\@B ees, (abe) (abs\ath? & €, 8p, 


tt," “@°Q? tc % % °@ 


(abc) (abt)arb? C5 ty» (abe) (abt) azbi cc, sto 
Die Werthe der beiden ersten findet man aus den Formeln des § 3 
und die der vier letzten aus den Formeln (f’) und (g’) des § 4. Man 
erhilt: 











Ueber eine terniire, biquadratische Form. 
(abe) (abs) at bi cc, 8, 


_ (36) (36) ___, (36) a (225) , (234) (234) (333) 
~ gV2 8 ie + ty, + 32 “42 tee i 


238) (333) 
+3 43S", 


(abe) (abs) a2 b? a. CoSp = — GO 4 Gas) a a, 


(abe) (abd)a@R eet 


t™% O@e 
(236) (245) _, (245) _, (835) __ (835) __ (335) _ 9 (335) 
We tt aps Tah 4 1 


+S 6 





— (2234) — eee) 34) 5 230) + 7(2333)—3 i Se 


> 
= 


ee, 


(abe) (abt) ae2be2 ¢r2 Cyty—=— 3 Go 4 CO 4 Ce 4 (334) + 


(lg Azo, Ae, (Q GT) (OG, T,) = — 8(236) + 2 (245) — 4(335) + re 


ae 16(2284) + $°.(2333), 


Vy? dg Arg, Ar, (GTV) (G,T, Vv) 


6(336)— 8/2 (336) —3/2(336) +2 (845) + 7 $345) — O68) 


+20aingee 
= a4) —6/2(2334) —4(2334) —12/2(2334) + (2334) 
— 6/2 (3333) 
(46(8333)4 12/2 (8333) — 6(22233)— 3 (348). 





§ 10. 
Ueber die lineare Covariante w. und die Invarianten, welche sich an 
dieselbe anschliessen. 


In genauem Anschlusse an meine Arbeit iiber Kegelschnittbiischel 


setze ich nunmebr 
Ae’ Agr, (QT, x) = Wz 
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und berechne eine Anzahl von Invarianten, welche hiermit in Ver- 
bindung stehen. 

Zuniichst driicke ich mittelst Formel (4) § 5 das Quadrat von w, 
durch anclere Formen aus, indem ich die in jener Formel auftretenden 
u,v durch a, b ersetze und mit a,b? multiplicire. Es wird: 


2(8) Cr +28) Cys+ (3 past — 3 Gs) +4+288)a," a 


; —6)V2(33)a? (, s ex) 
W,° = } 


(4) a 'e 95) 272 ~\ 9 (o\ 22.2 Br 
—S a? lara) +4(23)arb7,( ab ex) —3@3)arb;, (ab 6x 
e “A \2 
-{- © arbi, (at rx) : 


Diese Formel schieben wir zweimal iiber: 





0, 6, T, do’ (aru)*, dg*(asu)*, ao*(atu)*, a(aru)*, a?(asu)’, a?(atuy* 
und erhalten so fiir die Grosse: 

We", Wa", Wr", Ag* (awr)*, dg*(aws)*, ag*(awt)*, a(awr)?, a,?(aws)’, a (awt)? 
Ausdriicke in Fundamentalinvarianten und solchen Invarianten, welche 
schon in den vorigen Paragraphen als ganze Functionen der Fundamen- 
talinvarianten dargestellt worden sind. Es wird: 


w= 5 (344) 3/2 (335) — (344) +6 (83) Cy — © G,3+2(23) Cs; 

nei — 6Y2(333 4) — 12//2(2335) — + (445) 

0? = +(8(223)— 5 G4) G, 
ome (22 3)) Crs -+(6( 33) — (24))C,,+2(355) ; 

w= 12 2(2334) —36(3333) —2(345) + 6(33) C,,4+ B84) C,, 


ti (23) C333 
ag’ (awry? 
| 444) —3 5345) — FY 5 (265) —%) c,, ; 


+ (V2(234) - (36) 4+ %Jc,, 
— 12 //2(333) C,, +4 2(334) C,,+2(34) C,, - ((35)+ 0) 72) Oss 


005 44 
+ (8(233) —“*")e,,, 
24(33) (abe) (abs) cosparbe, co +(4 





) (abe) (abe) gs, a;b:, Co} 
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Ver- ag°*(aws)? 

“ ¢ —9(3335)+3//2 (2345) —(34)C,, 
an + (2(85) — 12/2 (233)) Oy, +2 (35) C,, 

=} +(2(234) —@6)) ¢,,— ((25)-+ wa) ) C4, 37283) C, 

+ (8 (223) — 2 (34) e149 
— 8 (23) (abe) (abs) egsgar* bz? cg? + (4) (abe) (abt) egtear?b,.2¢5°; 
5) ; ag? (awt)* 
/ —9/2(33334)+6(23344) — Gus) — (3445) 
— 3/2(3355) + (67233) —4(234)) C,, 

tu)? + (72334) +.4(235))C,, + (40834) —3/2(334)) Oy, 
a = + (4635) — GS) 0, +2085) Oy 
Iche —(V2(234) + (36) +4") C5 +(2234) + 12833) ey» 
ag: —4(34) (abe) (abs) eS ae2 be? Co? 
C. + 16 (23) (abe) (ab y Cote dr bz, Ca; 


a, (awry 


» (3344) --18(3335)—3 2 (3344) 
re (35) — (4) 4.6 /2(23 3) Cyy-+ 12/2333) Cyn 


4 ((34) oil eo ) Cry + (8 (233) — “ ) C09 





— 24 (33) (abc) (abs) az? bz, 2,2 Cy Sp 
+ (4) (abe) (abt) ay? bz? Cr,? Cote; 


a,?(aws)* 
—9(3334)+3//2(2344) — ae +(34) G,, 
+ (672(233) + (35) C,, 
33 oa aY ( ye (33) — (24)) Oy + (8 (223) —2 (34)) Coo 
—8(23) (abe)(abs) az? bz? Cz, CoSe 


t + 6(3)(abe) (abt) ar br? 7, cate; 
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a, (awt)? 
—54//2(33333) + 36(23334)4 7 (3444) 

— 6/2 (3345) — (3444) 
=) +12/72(33)C,,48(334) 0,,+((5)—6/2(233) —“ Jo, 
_ (2 (234) + 12(33 3)) C99 — 4(34) (abc) (abs) az2br,2 Cr,” Cg 
+ 16(23)(abe)(abt) a,2b,2¢7,2 Cote. 





Bei Weitem schwieriger ist die Auswerthung der Invarianten: 


(awr)*(awr,)*, (awr)(aws)*?, (awr)(awt)? 


(aws)*(aws,)*, (aws)*(awt)?, (awt)*?(awt,)?, 


(I) 


und auch hierauf gehe ich explicite ein, wenn auch die entsprechende 
Rechnung, nur unter leicht abweichender Bezeichnung, bereits in 
Band XIX durehgefiihrt wurde. 


Zuniichst bezeichne ich die Unterdeterminanten der Determinante: 


(oeaw) (ecaw) (raw) 
OSE ge SNES AP aS. 
bade tet te. oF 
mit H;, und die symbolischen Producte: 


miNy(mn);, Nyly(nl);, lamy(lm); 


durch P;,, Piz, Piz. Sodann berechne ich die H;, mit Hiilfe der 
Formel (7) § 4. aus bereits bekannten Werthen. Ich finde: 

((4) We? We? — 2 (5) we? w,? + (6) ww? 

+ (16 (3) w?—2(4) w,?) dg? (aws)* 

+ (32(23) 0,2 — 2(4) we?) a2 (aws)? 
(+ 2(4)w?-a? (awry? —4(3) 02 -ao?(awr)?— 8 (3) wag? (awt)’, 


— (4) a9? wo? + (5) w,? w,? — 8 (3) w,2a,? (aws)? + wag? (awt)? 
eo + (2 (3) w,.2 — 4(2) w,) a? (awry)? 
4 ((4)er,? --4 (3)w,) a," (aws)’ + wa? (awt)?, 


















H,, 


Hy, 


Hy. 





ende 
s in 


inte: 


der 
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a4 Wa? We? + (5) 04? we? +(/8 (33) —{6)) we?e0,2—/2 (3) wo? 
;, — V8 (23) w2w? 




















+ (2(8) a¢2 + 2(2) 2) ag? (awr)? 





A, = 
ot. (2 (3) w,? + (4) we’) dg* (aws)*? —2 we ag? (awt)* 
+ (2 (2) wo? + (4) wy?) a? (awry 
+ (2(3) we? — 16(23) we? )az? (aws)? + 4 (3) we? a, (awwt)?, 
H,, = — e ww," + (4) wy? we? + 2wea?(awr)?—2w, a? (awt)’, 
ee a ee) ee Fie 34, $9 n'2 
— 5 w2? + V2 (3) we? wa? — (5) wg? we? + yx 0 w? 
oe 
o_o 4. Vs WW? —W, dg? (awr) 


+ we? aa? (awt)*? + (2 (2) a9? — We?) ae (awry? 
+ 2(3)w,? a,’ (aws)?, 





| — e We? We? + ((6) —4y/2 (33) Wy? We? + 4/2 (23) we? w,? 
H,, = —V2(3) werwe 
| + (2 We? — 4(2) we?) ay? (awry? — 4(3) we? ag? (aws)?. 
Des Ferneren geben die Formeln pag..540, Bd. XIX: 
P,, =2(3) H,, + 16 (23) Hy. + (4) Hoy + 4 (84) Hyp + 32 (33) Hs, 
Py, =— 2(3) Fy, + (4) A, +8 (3) Hi, ’ 
P,,=—- 8(33) H,, — 2(3)H,, — 16(23) Hy, — (4) Hyg, 
P,»=—2(2) H,, — (4) Hy. —2(8) Hy, — 8 (83) Hye, 
P,, = H,, +2(2) HH, — 2(3) A,,, 
P,, =4(3) H,, +2 (2) Hy, +8 (23) Hy, + (4) A, +2 (8) Ay, 
P,, = (2(24) — 4(33)) Hyp + 16(23) H,, +((44) —32(233)) A, 
: +8 (34) H,,-+16(33) Hy,, 
Py = — (4) Hyy—8 (3) Hyg + (4 (83) — 2(24)) Hyp — 16 (23) Hy, 
Py, =2 (3) H,, +16(23) Hy, + (4) Hy +(32 (223) —2 (34) Hyp, 
+(2(24) —4(33)) Hh. 
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und hieraus endlich folgt (siehe pag. 540 ebenda): 


D(awr)’ (awr,)? =6 (3) P,, + 16 (23) P,.+ (4) Ps, 
D(awr)?(aws)? =2(2) P,,+ (4) Px +6(3) Ps, = 6(3)P,, 
+ 16(23) P,.+(4) Pr, 
D(awr)?(awt)? =(4) P,, +(2 (24) + 12(33)) P,, +16 (23) P,, 
= 6(3) Py + 16(23) Pps + (4) Pry, 

D(aws)*(aws,)* = 2(2) Py, + (4) Px, +6(3) Py, 
D(aws)*(awt)? = 2(2) Pi, + (4) P.3+6(3) Py; 

= (4) P,»+(2(24) + 12(33)) Py, + 16 (23) Pyo, 
D(awt)?(awt,)? = (4) Pi +(2(24)+12(83)) P,,+ 16(23) Py. 


§ 11. 
Die typische Darstellung. 

Im Vorhergehenden sind alle Mittel gegeben, deren ich zur Er- 
ledigung der von mir in’s Auge gefassten’ Aufgaben bedarf. 

Was zuniichst die fypische Darstellung von f und @ (resp. s) be- 
trifft, so wiihle ich, geometrisch zu reden, als typisches Coordinaten- 
dreieck die Pole der Geraden w, in Bezug auf die Kegelschnitte 
0, 6, t, setze also: 


UV; = UpWp, Vp = UgWe, Vz = Ue We, 
wo die Substitutionsdeterminante 

U = Wp Wo,(96T) 
nach kurzer Rechnung folgenden Werth erhiilt: 


(8) — 4(234) +3 y2(233)) wo? + (Sf) @2(35)) £02 


i. 
+ 2(334) w,? + (34) 6.2 (awr)? + (3: (233) — + | a? (aws)? 


— 6(33) a? (awt)?. 
Um nun die typische Darstellung von s und f zu finden, be- 
. * . hd bd o “~“ 
ginne ich mit Formeln (3) des § 3. und setze in sie fiir « ww. Es 
wird dann: 
( A y 
WORE YT, WOME Y;T, UW 
= 1? (ruw)? + m,?(suw)? + r,?(tuw)? 
= 29,0 + 426 + Yt) (Ye? + YoWe? + Y, 07’) 
— 2(Y, Up We + Yop We + Y, Up Wz)” 
= 2wz(¥,e@ + ¥.6 + Yt) — 20,7, 
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Vy? = Uz? = We(Y,@ + 26 + Y5T) 
_ (i,? (ruw)? + m,?(suw)* + n,? (tuw)?) . 
Triigt man hier fir w passende Symbole ein, so wird zuvérderst: 


$ = wy (2(2) 9 + (4) m» + 68) 9) 


P. 
33) 1 : P ¢ ¢ . ‘ Ps ° 
— > (1,2 We? + m,?w,? + 2n,? ((2) We? + (3) w,)) 
und diess ist die typische Darstellung von s. Des Ferneren aber 
kommt: 
betig (4). 6) ’ 
a, Ag = we( Vs Yi + (6) Yo + () Ys 
— >; (1,202 (a wr)? + m,? ag? (aws) + My? 492 (awe)’) , 
ates o (3) . 
aa, = Wz (3 yo + (5) y+ (4) 9, 
ce , rae ‘ “ : 
Er- —-; (1,2 ae (awry + ma? (aws) + n/a? (awt)’). 
hail Um nun f zu berechnen, quadrire ich ‘die obige Formel, ersetze 
eal die « durch die Symbole a und benutze dann die vorstehenden Werthe 
nitte VON 4,292, a,2a,2. So kommt zuvorderst: 


(20. (y, Ae + Yoda? + Y,4x°) — 2a,?) 
2 
= (1,2 (arw)? + m,?(aws)? + n,?(a wt)?) 


und schliesslich: 


sf@ 23 @ a/Gtk ari 
—w," = ve + Ys Yo+ 3V2(3) 9, 4, + (6) ye” 
+26)yys + @ 2) 
3)? —- +2w, (+ s+ da? day +0" ae" ys) 
L21,?(awr)?(awr,)? + 21,?m,?(awr) (aws)? 
be- 4 1 + 217 n,(awr) (awl)? 
Es 4)-+ m,?m,2(aws)?(aws,)? + 121,?n,? (aws)? (awt)? 





nN, n,? (awt)awt, )? 
y y 1 


Diess ist die typische Darstellung f. In ihr treten rechter Hand, 
wie auch in der eben gegebenen typischen Darstellung von s nur 
solche Invarianten auf, welche entweder selbst Fundamentalinvarianten 
. sind oder doch auf solche in den vorhergehenden Paragraphen zuriick- 
We)? gefiihrt wurden. Unser erster Zweck, den wir uns in diesem Abschnitte 
stellten, ist also in der That erreicht. 
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Mit Riicksicht auf die in Abschnitt I] zu gebende Anwendung 
ist es zweckmissig, die hier entwickelten Formeln noch etwas za 
modificiren. Es ist dort nimlich bequem, nur solche lineare Substitu- 
tionen zu betrachten, deren Determinante gleich Eins ist. Dement- 
sprechend miissen wir statt der zu Anfang des gegenwiirtigen Para- 
Poe. » a> - in Be- 
ju yu yu 
tracht ziehen, unter U die ebendort mitgetheilte Substitutionsdetermi- 
nante verstanden. Die Umiinderungen, welche die Schlussformeln da- 
durch erreichen, sind so unbedeutend, dass ich sie nicht hinzuschreiben 
brauche. 


sraphen eingefiihrten v,, v,, v., vielmehr 
gray s 1» Vor U3, 


§ 12. 


Relationen zwischen den Fundamentalinvarianten. 


Was nun die Relationen zwischen den zwélf Fundamentalin- 
varianten: 


(2), (3), (3), (4), 4, @, 6), ©, ©, ©, (D, @ 


betrifft, so bemerke ich vor allen Dingen, dass eine derselben: 


(1) 2(4) + 2(4) — (4) + (22) =0 


bereits in § 4. gegeben wurde. Um die weiteren Relationen zu finden, 
bilde ich folgende drei Identitiiten : 


4dgbe dba be, dz, br, 


(aa?b.?+ ba," Aa b ox) ) (2a.° b,?— ( b Gr ) 
= (2 azb? -- (a b «6,) ) (20202 x A b ‘) ) ’ 
4 (abs)? dg br0a€r€q, Cr, (do, b7,— Vo, a2, ) 
| (abs)? (2 ai c2— (a € 66,) ) (2 bic? —(de rm) ) 
: | —(absy (as2e.-+ Co? Ae? — (. € or) ) (03 cy + b? c, i (ie on) ); 
A (abr)? ae bra Ce Ca, Cr,(Ao, 02, — bo, Ar, ) 
| (abr)? (2 age; — (ac 66,) ) (2 b? cP (ae rz) ) 


| (abr? (a? ? +a? te? — (a € oxy ) (0; e8-+-e2 tee (i c o\%)) ) . 


Aus ihnen folgen nach § 3. die Formeln: 








(2 azb, 


alli} 


=(al 


—(al 


=(al 


—(a 


aus , 
vorig 


habe 








(202b,2—(4) (abr)? — 16 (23) (abs)? + 4(3) (abt)?)(2a2b2 — 8(3) (abs)*) 
=(ag2b,2 +-b92a,? —2(3) (abr) — (4) (abs)?) 
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‘ (2 a2b?— 2(3) (abr)? — (4) (ab s)°), 


(06T)(O6,T,) 45 A7Ag, Az, 


1 
Vs 


=(abs,)° (2a2 ce} —(4)(aer)? — 16(23) (aes) + 4(3)(aet): *) 


- (20%¢2 — 8(3)(bes,)") 
—(a bs,)*(¢atae® + ¢,2 tg? — 2(3)(aer)? — (4)(a ¢s)*) 
(v2 of 4-02 ¢5- 2(3) (ber,)? — (4) (be s)°), 


ry? (VOT) (VG, T,) Ag Arto, Ar, 
= (abr)? (2a2¢2—~ (4) (wer)? — 16 (23)(aes)?+ 4(3) (act)?) 
- (20262 —8 (3) (bes,)’) 
—(abr,)? (a0? 2 + ¢g? ag? — 2 (3) (aer)? — (4) (acs)*) 
-(b2¢2+b262 —2(3)(ber,)?—(4)(bes,)?)- 
Fiihrt man nun hier die angedeuteten Multiplicationen wirklich 
aus, so gelangt man zu lauter Formen, deren Werthe bereits in den 


vorigen Paragraphen berechnet sind. Ich trage die letzteren ein und 
habe so folgende neue Relationen zwischen den Fundamentalinvarianten: 


8 (37) + 4(37) 
448) — (46) + 49 + (65) —2 (235) 4.4/2 (235) — 4(235) 
(2) are , 
=) — 2 (244) — as) + V8(334) + (334) + 2(334) — 2 (834) 
+ /2(334) — 3 (334) + 10/2 (2233) —/8 (235); 
(47) 
(56) , (56) (236) (245) | (245) a (aap 
yet a + (236) —9 a 8 3 (335) 
©) (aa), ( $44): i 
hg Set. g, ed... Soe Gib) 4 2(2254) 6/2 (2234) 


+ Ve ; 
4-5/2 (2234) — 2 (245) —3 (335) + 3(2333) — 33/2 (2333) ; 


34* 
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4)/2(237) 
— ¥2(246) +7 — 3/2 (336) +3 (336) —3/2 (336) 

—(265)4-/2 255) +3 (836) + (345) + (845) +S) 4 28) 


(#) 





(4) _} — (345) — (845) + 4 (2235) — //8 (2235) — 4 amt au 


+ (2244) — (2244) — g ate + 24 (2334) + 28(2334) 


__ 9, (2334) — 
3 





~ +3. (9394) —3 om + 14(22233). 


Aus Formel (2) und (3) folgen aber durch Vertauschung noch 
folgende zwei Beziehungen: 


8 (37) +.4(37) 

“) _(46 y+ ~) + (55) 2(235) 4-4/2 2 (23 5 35) + 8 (235) 
(5) oa) loa i te (2 ul 9(22 

—4(235) — 2 (244) — + 8 (334) + (334) 4+2(334) 

a = sis UNA SE eas, 

(47) 

(56) (56) 256 g (236) _ (245) (245) a (aar 

6) Vs +- 4 +(2 36) — 4V2 4 + Vs 3 (335) 
== (344) (344) (344) (344) . ofoo: 
a Aa apy 212284) — 6/2 (2284) 
+5) 2(2234) —//2(245) —3(335) +-3 (2333) —33 /2(2333). 


Hiermit aber haben wir das ganze Relationensystem und zwar in 
der Form, die in der Eittleitung in Aussicht genommen wurde. Denn 


aus Formel (1) kann man (4) rational berechnen, aus den Formeln 


(2), (3), (5), (6) die Invarianten (6), (6), (7), (7). Trigt man nun 


diese Werthe in Formel (4) ein, so entsteht zwischen den tibrigen 
sieben Fundamentalinvarianten : 

» 3), @), 4), 4), &), &) 
(von denen sechs Preece sein miissen) eine algebraische Relation, 


in welcher (5) und (5) nur bis zur sechsten Potenz vorkommen. 
Die zweite in diesem ersten Abschnitte zu behandelnde Aufgabe 
ist somit ebenfalls erledigt. 
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Ueber eine ternire, biquadratische Form. 




























Abschnitt IT. 
Eine Anwendung der vorhergehenden Theorie. 
Ye § 1. 

) Formulirung und Erledigung der Aufgabe. 


Die Aufgabe, um welche es sich nunmehr handeln soll, ist diese: 

Fiir f = 2,32, + 23x, + 2,52, und einen unbekannten Kegelschnitt @ 

sind, in Uebereinstimmung mit der soeben gefundenen Relation, die 
numerischen Werthe der Fundamentalinvarianten (2), (3), (3), (4), 

(4), (5), (5) gegeben; man soll den unbekannten Kegelschnitt berechnen. 

noch Bemerken wir hierzu vorab, dass es auf dasselbe hinauskommen 
wird, ob wir @ oder das covariante s (§ 2.) berechnen, denn die 
Coefficienten von s sind, von dem Factor /2 abgesehen, von den in 
richtiger Reihenfolge genommenen Coefficienten von @ nicht ver- 


5) schieden (siehe oben). 
Wir wollen ausserdem daran erinnern, dass die Form f durch 
t) 168 lineare Substitutionen von der Determinante Eins in sich selbst 


iibergeht. Neben einen Kegelschnitt @, den wir berechnen mdgen, 
stellen sich.also sofort 168 gleichberechtigte, und es wird die Ge- 
sammtzahl der Lésungen, welche wir finden, sonach ein Multiplum 
von 168 sein. Aus der sogleich zu formulirenden Lésungsmethode 
folgt, dass es genau 168 Kegelschnitte sind. 

Unsere Lisungsmethode ist nun einfach die, dass wir unser neues 
Problem auf eines derjenigen zuriickfiihren, die in Bd. XVII erledigt 
worden sind. 

Wir haben dort niimlich u. A. die Aufgabe behaudelt: eine 
biquadratische terniire Form J’, von der bekannt ist, dass sie sich 
33). durch eine lineare Substitution von der Determinante Eins in f= «,'x, 
“>a, + #,°2, verwandeln lisst, die aber in irgend einer anderen Form 





oy gegeben ist, thatsiichlich durch eine Substitution der genannten Art 
in f tiberzufiihren*). 
neln Hiervon haben wir jetzt einfach Gebrauch zu machen. 
nun Wir kennen niimlich, vermége unserer typischen Darstellung (die 
igen in § 11. gegeben wurde) die Gleichungsform, welche einerseits /, 
welche andererseits g (oder vielmehr s) annimmt, wenn wir sie auf 
ein gewisses Coordinatensystem, niimlich das typische Coordinaten- 
on system, beziehen. Dabei nehmen wir an, dass die Gleichungsformen 
’ 
*) Bei der damaligen Darstellung ist der Umstand, dass die Determinante 
sabe der Substitution gleich Eins sein sollte, obgleich er benutzt wurde, vielleicht 


nicht hinreichend hervorgehoben worden, worauf hier ausdriicklich aufmerksam 
gemacht sei. 
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so normirt seien, wie es, nach der Schlussbemerkung jenes Para- 
graphen, der Substitutionsdeterminante U = 1 entspricht. _ 

Die typische Gestalt unseres f ist dann eben eine solche terniire 
biquadratische Form, von der wir wissen, dass sie, riickwiirts, durch 
eine Substitution von der Determinante Eins in das kanonische 
f= 2,2, + «,°2, + 2,5”, verwandelt werden kann. 

Wir suchen eine solche Substitution, indem wir unmittelbar von 
der in Bd. XVil behandelten Hiilfsaufgabe Gebrauch machen. Diese 
Substitution fiihrt dann ganz ohne Weiteres unser typisches @ (oder s) 
in das gesuchte (kanonische) iiber wnd erledigt somit unsere Aufgabe 
mit einem Schlage. 


Erlangen, Ende Mai 1882. 
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Ueber Gleichungen siebenten Grades mit einer Gruppe von 
168 Substitutionen. 
Von 


Paut Gorpan in Erlangen. 


Dass es Gleichungen siebenten Grades mit einer Gruppe von 168 
Substitutionen giebt, hat Galois bekanntlich bei seinen allgemeinen 
Untersuchungen iiber die Gruppe der Modulargleichungen gefunden.*) 
Ks hat dann Herr Betti zuerst die Angaben von Galois bewiesen und 
explicite jene Gruppe von7 Buchstaben hergestellt**). Hr. Kronecker**) 
erfasste das Problem in allgemeinerer Weise. Nachdem er die Existenz 
jener Gruppe besprochen, auch eine Affectfunction mitgetheilt (die 
iibrigens nach unserer jetzigen Auffassung nicht die einfachste ist), 
fihrt er folgendermassen fort: 

»Hs ist ferner von Interesse, dass alle diejenigen Gleichungen 
siebenten Grades, auf welche die Modulargleichung achten Grades zu 
reduciren ist, jenen Affect haben, und ich glaube, dass auch umge- 
kehrt alle mit diesem Affect begabten Gleichungen siebenten Grades 
durch diese von der Theorie der elliptischen Functionen gelieferten 
Gleichungen aufzulésen sind. Dies letztere zu beweisen, scheint in- 
dessen schwierig zu sein; wenigstens haben mich die Untersuchungen, 
welche ich zu diesem Zwecke vor zwei Jahren angestellt habe, als ich 
mich mit dem Gegenstande der vorliegenden Notiz beschiiftigte, nicht 
zum Ziele gefiihrt. “ 

Es scheint nicht, dass Herr Kronecker in seinen Publicationen 
auf die hiermit angedeutete Fragestellung niher eingegangen ist. Was 
er in den Monatsberichten von 1861 und 1879 iiber verwandte Probleme 
mitgetheilt hat, bezieht sich auf die Zuriickfiihrung gewisser Glei- 
chungen vom 2(n + 1)" Grade }) auf diejenigen Gleichungen desselben 


*) Vergl. Liouville’s Journal, ser. 1, Bd. 11. 

**) Annali di Scienze, da B. Tortolini, t. LV (1853). 
***) Monatsberichte der Berliner Akademie, 1858. 
+) nv ist eine beliebige Primzahl > 3. 
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. 1 F : . ° 
Grades mit Kn Parametern, welche Herr Brioschi als Jacobi’sche 
— 


Gleichungen bezeichnet. 

Ich habe ferner der hierher gehérigen Arbeiten von Hrn. Hermite 
zu gedenken. Urspriinglich von allgemeinen Untersuchungen iiber 
Modulargleichungen ausgehend*) hat er erst spiiter jene bei 7 Elemen- 
ten mdgliche Gruppe von 168 Substitutionen zum speciellen Gegen- 
stande seiner Studien gemacht**) und neben verschiedenen analytischen 
Ausdrucksformen der Gruppe vor allen Dingen den Satz gefunden, 
dass jede Gleichung 7. Grades mit einer Gruppe von 168 Substitutionen 
von einer zweiten Gleichung desselben Grades als Resolvente begleitet 
wird. Urspriinglich scheint Herr Hermite geglaubt zu haben, dass 
diese beiden Gleichungen, deren Beziehung eine gegenseitige ist, ver- 
schiedenen Typen von Gleichungen siebenten Grades zuzurechnen 
seien***), in einem an Herrn Brioschi gerichteten Briefe;) constatirt 
Herr Kronecker, dass dem nicht so ist. 

Im Zusammenhange mit diesen Untersuchungen erwiihne ich gleich 
hier der Noéther’schen Arbeit: ,Ueber die Gleichungen achteu 
Grades und ihr Auftreten in der Theorie der Curven vierter Ordnung 
im 15. Bande der Mathematischen Annalen. Es wird dort die Gruppe 
von 168 Substitutionen insofern auf ihren einfachsten Ausdruck ge- 
bracht, als hervorgehoben wird, dass sich unter den 35 Tripeln, die man 
ans 7 Elementen bilden kann, jener Gruppe gegeniiber 7 absondern 
und man die Gruppe geradezu definiren kaun als den Inbegriff der- 
jenigen Substitutionen, welche einerseits die 7 Elemente und anderer- 
seits diese 7 ausgezeichneten Tripel unter sich vertauschen. Zwischen 
den urspriinglichen Elementen und diesen Tripeln besteht dann eben 
das von Herrn Hermite bemerkte Reciprocititsverhiiltniss. 

So werthvoll auch diese Arbeiten sind, so lassen sie doch die oben 
beriihrte, von Herrn Kronecker aufgestellte Fragestellung giinzlich 
ausser Betracht. Es ist das Verdienst von Herrn Klein, als erster 
diese Fragestellung aufgegriffen und bis zu einem gewissen Punkte 
erledigt zu haben}+) Herr Klein findet, dass man die allgemeinen 


*) Théorie des équations modulaires; Paris 1859. 
**) Comptes Rendus de l’Académie des Sciences, vol. 57, 1863: Sur les 
fonctions de sept lettres, 
***) Annali di Matematica, ser. 1, t. II. (1859). 
+) Ebenda. 
++) Zwei Mittheilungen in den Erlanger Berichten, vom Miirz und Mai 1878, 
iiber Gleichungen siebenten Grades. 
Ueber die Transformation siebenter Ordnung der elliptischen Functionen. 
Math. Annalen Bd. XIV. 
Ueber die Auflisung gewisser Gleichungen vom siebenten und achten Grade. 
Math. Annalen Bd. XV. 
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in der That auf solche mit nur einem Parameter reduciren kann (die 
man dann ihrerseits mit der Modulargleichung der elliptischen Func- 
tionen in Zusammenhang bringen mag), aber nur dann, wenn man 
eine Hiilfsgleichnng vierten Grades, die auf keine Weise zu vermeiden 
ist, adjungirt. Er entwickelt sodann, dass den eigentlichen Kernpunkt 
der Frage eine gewisse terniire biquadratische Form ausmacht, welche 
durch 168 lineare Substitutionen von der Determinante Kins in sich 
iibergeht, und dass das Studium unserer. Gleichungen auf eine Unter- 
suchung des simultanen Systems hinauskommt, welches diese terniire 
Form zusammen mit einem beliebigen Kegelschnitte besitzt. 

Ich selbst habe bei meinen Untersuchungen*) an diese Klein’- 
schen Ideen angekniipft, habe dieselben, soweit es néthig schien, 
pricisirt und bin nun in der Lage, im Folgenden eine explicite Lisung 
jener Gleichungen siebenten Grades zu geben. Ich brauche kaum 
hervorzuheben , dass die Arbeit, welche ich nun gliicklich iiberwunden 
habe, keineswegs eine leichte war und dass ich vielleicht nie zum 
Schlussresultate gekommen wiire, hitte mich nicht das grosse Ansehn, 
welches Herr Kronecker in der mathematischen Welt mit Recht 
geniesst, zu immer 'erneuter Anstrengung angespornt. Uebrigens ist 
besagtes Schlussresultat implicite bereits in der hier vorstehend abge- 
druckten Arbeit: , Weitere Untersuchungen iiber die terniire biquadra- 
tische Form f/f = #,3x, + 2,5, + 2,°”,“ enthalten, und es gilt im 
Folgenden nur noch, mit den dort gegebenen Entwickelungen einige 
wenige Betrachtungen iiber die 168 Substitutionen, welche / in sich 
iiberfiihren, und insbesondere iiber gewisse 2-7 Kegelschnitte, die 
sich, wie Herr Klein fand**), bei jenen 168 Substitutionen unter 
einander vertauschen, zu combiniren. 

Wenn sich, wie ich glaube, das Resultat, das ich auf solchem 
Wege erreiche, materie!l nicht noch wesentlich wird verbessern lassen, 
so gilt dasselbe meiner Meinung nach keineswegs von meiner Methode. 
Nicht nur, dass ich die Invariantentheorie der terniiren biquadratischen 
Form f= 2,52, + ,°a, + «,', vielleicht zu stark habe in den Vorder- ° 
grund treten lassen, so habe ich diese Theorie auch mit denjenigen 
Mitteln behandelt, welche bei der Behandlung der allgemeinen terniiren 
Formen allerdings wohl zweckmiissig sind, bei der Behandlung specieller 
Formen aber durch andere Processe vermuthlich werden ersetzt wer- 
den kénnen. Ich habe eben diejenigen Kenntnisse und Fihigkeiten ver- 
werthet, die ich mir in friiherer ausgiebiger Beschiiftigung mit allge- 


*) Vergl. meine Arbeiten in Bd. 17 und 19 der Annalen, so wie die hier 
vorangehende Arbeit. 
**) Vergl. Bd. XIV dieser Annalen, pag. 446, 456. 
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meinen, invariantentheoretischen Fragen angeeignet habe. Individuell 
berechtigt, wie dieses Verfahren ist, wird es eben so wenig bleibende 
Bedeutung besitzen, wie das Individuum selbst. Ich méchte mir vor- 
behalten, auf die im Folgenden gewonnenen Resultate noch einmal 
zuriickzukommen, und von ihnen eine Darstellung zu geben, bei 
welcher jede Spur von dem Wege, auf welchem ich dieselben nun 
gewonnen habe, verwischt ist. 


i hp 


Die 168 Substitutionen von /,. 
Bekanntlich geht 
f= 2,%x, + 2%", + 25x, =a,', 
wie Herr Klein fand*), durch 168 lineare Substitutionen von der 


Determinante Eins in sich iiber. Diese Substitutionen erwachsen durch 
Wiederholung und Combination der folgenden beiden: 


Yi =&%,, Y—ez,, Ys = #2; 
V—T- y= (— e)a, +(e — eh)a, +(e — & ay, 
V—T-y, = (8 — e!)a, + (8° — & )ay + (& — &)ay, 
V—T-y, = (8° — & a, + (8 — &) x, + (8 — ea, 


unter ¢ die Grdsse cos = + isin = verstanden, wo also /-~ 7 
=e-+ e+ 2 — gh — g3 — §° ist. 

Diesem ersten Systeme von Substitutionen, das einen Augenblick 
mit (S) bezeichnet sein soll, stellt sich ein zweites (S’) zur Seite, 
das in seiner Gesammtheit iibrigens dieselben Substitutionen enthiilt, 
wie (S). Die Substitutionen (S’) erwachsen, wenn man in u, = u, 2, 
+ U2 + u,x, die « den Substitutionen (S) unterwirft und nun solche 
Substitutionen der w sucht, dass uw, ungeindert bleibt. 

Hinsichtlich dieser beiden Substitutionssysteme hat nun die. In- 
variantentheorie der Form f eine bestimmte principielle Bedeutung. 
Indem ich die letztere hier ausspreche, unterdriicke ich den etwas 
weitliufigen aber in keiner Weise schwierigen Beweis. 

Zuvorderst ist deutlich, dass alle Covarianten von f bei den (S) 
ungeiindert bleiben, ebenso alle zugehérigen Formen bei den (S’), und 
alle Zwischenformen von /, d. h. diejenigen invarianten Bildungen, 
welche sowohl die « als die u enthalten, bei gleichzeitiger Anwendung 
der (S) und der (S’). Aber das Wichtige ist, dass man diesen Satz 
umkehren kann und also folgende Behauptung zutrifft: 


*) Math. Annalen Bd. XIV, pag. 444. 
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Jede ganze Function der x, oder der u, oder auch der x und u, 
welche bei den (S), bez. bei den (S*), oder bei gleichzeitiger Anwendung 
der (S), (S’) ungedndert bleibt, ist eine Covariante oder zugehirige 
Form, oder Zwischenform von f. 

Man kann dieses Theorem nun noch dadurch verallgemeinern, dass 
man statt der w, w gleichzeitig mehrere Reihen von Punkt- bez. Linien- 
coordinaten einfiihrt oder auch einzelne dieser Coordinaten durch die 
Symbole einer Classencurve, bez. Ordnungscurve ersetzt. Man erhiilt 
so einen allgemeinen Satz, der im Folgenden nur in so weit zur Ver- 
wendung kommt, als es sich um einen Kegelschnitt handelt, der zur 
Form f hinzutritt. Unter Beschriinkung auf diesen Fall werden wir 
uns merken: 

Alle ganzen Functionen der 9, welche wngedndert bleiben, wenn 
man die wv in uy? den Substitutionen (S’) unterwirft, sind simultane 
Invarianten von ug? und f, und wmgekehrt. 

In diesem Sinne gewinnen die Untersuchungen meiner vorigen Arbeit 
iiber jenes simultane System eine unmittelbare gruppentheoretische 
Bedeutung, die nun des Ferneren immer deutlicher hervortreten wird. 


§ 2. 
Die 2-7 Kegelschnitte m, ®, bez. w, ¥. 
Ich fiihre nun die 2-7 quadratischen Formen ein: 

Pr= a(e**a,? + ex,? + ek a,”) + BY2 (ex, 2, + ea, x, + 8 * 2,0), 
, = B(e°*a,?-+ e6* 2,?+ a4 x5") + aV 2 (42,2, + ex, 2; + ea, 2,), 
(k =0,1,---, 6) 

wo 
_ V-14+V-1 in FEN 
ye i 


gesetzt ist. 
Ihre zugehérigen Formen lauten: 


uN. = B(e>*u,? + e8*u,? + eky,?) + ay 2 (e*u, Uy + &uyu, + e* Us Us), 
Ve == (eu? eku,? + etka”) + BY 2 (e*u, uy, + e%*uy uy + &* uty U,) « 


Wenn man hier die « mit den w vertauscht, so gehen, wie man be- 
merkt, die m, und Y, und andererseits die y, und , resp: in einan- 
der iiber. 

Von den Formen g,, ®; hat Herr Klein 1. ¢. nachgewiesen, dass 
sie sich bei den 168 Substitutionen (S) unter sich vertauschen. In 
der That findet man den beiden in § 1 angegebenen Substitutionen 
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(S) entsprechend, wie man sofort verificirt, die folgenden Permutationen 


der Indices (k): 
‘Oo: 2 @&-8 4.516 
(| 23 45 6 0)? 


+ we so © 
2 - 8,3 6.9 3 
In derselben Weise permutiren sich natiirlich die y,, ¥, bei den Sub- 
stitutionen (S’). 

Zwischen diesen p, ®, w, Y findet man nun mit Leichtigkeit eine 
Reihe weiterer Relationen. Ich notire hier zvérderst die folgenden: 

_ a? 6 fir i=—k, 

gay \—1 fir i z k, 


» » 
7," us = 
kv Vs 


n=, So =0, Se =0, yh =, 


. . . *. 
dann aber die charakteristischen Gleichungen: 
Pea + P-e-2 + P-2-1 = V 2-H, 
fi 
O_,-1 + D_4-2 + On-4 = V2- GH, 


(die man natiirlich ebenso wieder in den wy wiirde schreiben kénnen). 

Offenbar haben wir in den 2-7 Formen g, ® 2-7 Elemente, 
welche sich bei den 168 Substitutionen (S) ebenso vertauschen, wie 
die 2-7 Elemente bei Hermite und Néther. In den beiden zuletzt 
angeftihrten Formeln tritt die reciproke Zuordnung der beiden Elementen- 
reihen, wie die Tripeleigenschaft auf das Deutlichste hervor. 


§ 3. 


Hinzunahme eines beliebigen Kegelschnitts. 


Den bisherigen Formen adjungire ich nunmehr einen beliebigen 
Kegelsehnitt: - 
Q = u,” 
oder, was nach § 2. meiner vorigen Arbeit auf dasselbe hinauskommt, 
den Kegelschnitt 


Wo Piles 
. 27,2 
s= a 
Vs . 
Ich habe in meiner vorigen Arbeit gezeigt, dass alle simultanen In- 


ae 


*) u,* bedeutet dabei, wie in meinen friiheren Arbeiten, 


2 (abu)! = uj uy + uy? us + us* uy, . 
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varianten von @ und f ganze Functionen von 12 Fundamentalinvarian- 
ten sind und dass diese selbst sich durch 7 unter ihnen, zwischen 
denen eine algebraische Relation besteht, die ich aufstellte, rational 
ausdriicken lassen. Um die Definition dieser Invarianten zu recapituliren, 
so setzte ich: 
o=(rsu)?, r= (99,2), 
t=<(grz)*?, ¢t=(ss,%)? 
und hatte dann*): 
se? = 2(2), re =6(3),. s?=—6(3), 
r,? = (4), a,ag = (4) 2 rere? = (4), 
ag’ a, = (5), rt? = (5), 
a; Ag, == (6), t,2t? — (6), 
g?ba?(abs)? = (7), t,2ty,?(vv, 0)? = (7). 
Von diesen Invarianten ist iibrigens (4) iiberfliissig, insofern 
(4 22 
(4) + (4) + 4 & =o, 
und wurde von mir nur aus systematischen Griinden zu den iibrigen 
hinzugenommen. 


Der engere Kreis jener 7 Invarianten, welche zur rationalen Dar- 
stellung ausreichen und die ich im Folgenden Elementarinvarianten 
nennen will, wird durch (2), (3), (%), (4), (4), (5), (5) gebildet. In 
die zwischen ihnen bestehende Relation gehen (5) und (5) nur bis zum 
sechsten Grade ein. 

Diese Angaben gewinnen jetzt im Sinne des § 1 die Bedeutung, 
dass alle ganzen Functionen der 0;,, welche ungedndert bleiben, wenn 
man die u den Substitutionen (S’) unterwirft, ganze Functionen der 
Fundamentalinvarianten und rationale Functionen der Elementarin- 
varianten sind. 

Ich werde nun gewisse siebenwerthige Functionen der 9;, bilden, 
indem ich niimlich die Ueberschiebungen 


2 2 2 .2 
Su, = Pr, und ®,. eo 3% 





bilde. Die symmetrischen Functionen dieser siebenwerthigen Grissen 
bleiben bei den 168 Substitutionen (S’) gewiss ungeiindert. Sie sind 
also in dem Falle des gerade formulirten Satzes. Ich will insbesondere 
die Potenzsummen 


“4 1 YY 2 \e 1 e 
Se= q = (Pr,¢) ' I= 7 ae (%,,0) 
k k 


*) Die Invarianten selbst benenne ich, wie friiher, durch in Klammern ein- 
geschlossene Zahlen, welche den Grad in den Coefficienten @;, angeben. 
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fiir 11, 2,---, 7 herausgreifen. Der folgende Paragraph ist be- 
stimmt, dieselben explicite als ganze Functionen der Fundamental- 
invarianten darzustellen, Dabei kénnen S,, 7, von vornherein ausser 
Betracht bleiben, da sie offenbar beide gleich Null sind. Uebrigens 
gebe ich auch fir S,, S, und ebenso fiir 7, 7';, um nicht zu weit- 
liiufig zu sein, nicht mehr die ausgefiihrten Rechnungen. 


§ 4. 
Zusammenhang der Potenzsummen mit den Invarianten. 


Das Hauptresultat, das sich in diesem Paragraphen vermdge der 
anzustellenden Rechnungen ergeben wird, ist diess, dass sich nicht 
nur S,, S,, S,, 8, und 7, 7,, 7,, 7; (wobei, wie gleich bemerkt 
sei, S, = 7, wird) durch die Elementarinvarianten rational ausdriicken 
lassen, sondern auch umgekehrt die Elementarinvarianten durch jene 
Potenzsummen, so dass also die Potenzsummen an die Stelle der 
Elementarinvarianten treten kénnen. Ein analoger Satz, der aber 
hier nicht bewiesen werden soll, besteht, was Darstellung durch ganze 
Functionen angeht, hinsichtlich der 12 Fundamentalinvarianten (von 
denen (4) in Wegfall kommt), und der Potenzsummen §,, -- -, S;, 
T;, oie ae T;. 

Indem ich mich nun zur Ausfiihrung der Rechnungen wende, 
stelle ich die folgenden sofort zu beweisenden Formeln voraus: 


i 1 7 
wat Dov 
1 9 1 9 
C= 7 DY, 8st D8i-o, 
1 . 1 > ‘ 
‘= : >> T°, voor Q:*: v, 


wo also @, s, r, t durch lineare Aggregate der sieben ~, bez. m aus- 
gedriickt erscheinen, und zwar so, dass die Summe der Coefficienten 
gleich Null ist. 

Constatiren wir ferner, dass S,, ---, S;, 7,, ---+, J; nothwendig 
ganze Functionen derjenigen Fundamentalinvarianten sein miissen, 
deren Grad den fiinften Grad nicht iibersteigt, d. h. der folgenden acht: 


(2), (3), @), @, @, @, ©, ©. 


Hiernach ist es leicht die zu berechnenden Formeln von Vorneherein 
der Art nach hinzuschreiben, worauf nur noch die Bestimmung der 
Zahlencoefficienten zu leisten sein wird. Was die letztere angeht, so 
erinnere man sich, dass die m aus den ® durch Vertauschung der 
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Irrationalititen « und B hervorgehen. Die Zahlencoefficienten also, 
welche bei den 7’, auftreten, werden sich von denjenigen, die sich bei 
den S, einstellen, jedesmal nur durch das Vorzeichen von /— 7 
unterscheiden. 

Ich will endlich noch bemerken, dass die nachstehenden Formeln 
so geordnet sind, dass in die einzelne Abtheilung hinein ausser der 
beabsichtigten Kndformel immer auch noch diejenigen spiiter zu be- 
nutzenden Hiilfsformeln genommen sind, welche mit jener Endformel 
die Ableitung gemein haben. 


1. Berechnung von S, = 7,,. 


Die Berechnung von S, = 7’, gestaltet sich unmittelbar. Man hat: 
2 9(9° LQ) 2 62 1 Y 2)\2 y 
So? = 2(2) = 4 = Pi,05y, = 9 > (9,2,)° = 5, = Ty 


ty 2 24, 27/ 
7 ps (Pi,g)? = Ag? Ae? VS 


Da: 


ist, so folgt auf gleiche Weise: 


T= TDi. 


Ausserdem hat man noch die Formel: 
1 ered 
7 2 92,7", = (4). 


Jl. Berechnung von §8,, T7;. 


Die Invarianten (3) und (3) haben die Werthe: 


| O11 O12 is | . | Si, Sto Sy 
(3) = | Ox 22 Qos 7 (3) = | Sa, 890 Soy 
| Os, O32 Or3 | | Sa, Sg Sg! 


wo 
Sip = V2 * Ok, k+15 Or,k = y2 * Sk, k-+4 (k mod, 3). 


Auf Grund der vorausgeschickten Bemerkung setze ich jetzt mit 
unbestimmten Coefficienten : 


y 1 i, 
Ss = + >) (¥2,)' = ¢(3) + € (8): 
Dann giebt der Vergleich von @,,@,2 und s,,8,2 beiderseits sofort: 


6B=—c, ba=—e, 
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Daher ist: 





8, = — 6B (3) — 6a (3) = — B(eg,0,)? — «(ss,8,), 
und durch Vertauschung: 
T, = — 6a(3) — 6£8(3). 


Indem ich S, = Da (P.2, j nach @ differentiire, finde ich noch: 


1D oat ma br te a a2es 


6 i. 
= >? pe Pe + Tic, Pre? 


und also die wichtige Hiilfsformet: 
see. tet 2 
(P.25) - S, Bry, ded 
welche in der Folge fortwiihrend verwandt wird, insofern sie das 
Quadrat der linken Seite in die linearen Ausdriicke der rechten Seite 
verwandelt. 
lll. Berechnung von S, und 7,. 


Durch Quadriren der gerade gewonnenen Hiilfsformel kommt: 
’ ’ ul 2 2 2 » 
TS, -> (%,, -> (S, - Bri, a ag,” ) 
und also mit Riicksicht auf I. ohne Weiteres: 


= 92 + BS) +e Y8(A) +204), 
sowie durch Vertauschung: 
T= 2 + « V3 (4) + B/S (4) + 2(4). 


Erinnert man sich hier der Relation zwischen den Fundamental- 
invarianten: 
4 22 
4)4+(4)— O 4 © 0 


? 


so kann man S, z. B. auch in (aiaahids Gestalten umsetzen: 
S, = (4 — pPV2) (22) + (@ — By 8 (4) + (2 + B72) (4) 
= (4 — a? //2) (22) + (p62 — a?) 8 (4) + (2 + a? V2) (4). 


IV. Berechnung von S,, 7; 


> 


Man hat vermdge der Hiilfsformel unter II: 


7S. - > (?;7,)° = (Pio ¥@,—ér3,—« P,.)> 












also 


un 


als 


S; 


od 


80 



















Ueber Gleichungen siebenten Grades. 


also: 


S, = 8,8; — > Px, re) "yp yk re (Piro) Pree 


Nach III. ist nun, indem man aus den dort gegebenen Formeln 
genau so Hiilfsformeln ableitet, wie dies unter Il. geschehen: 


noch: : > (9,2,)°9,2, =3(4—a*) /2 (23) + (B*— a?) /5(5) 
+ (1+ 7) (1623) + @)78) 
= (28-4 5a? /2) (23) + (8? — «2) /8(5) + (84-202) 5), 
vy 3 (4—fY2) (23) + (a?- -B’) 3 (5) 
+ (1+ is ) (1623) + ©)V8) 


7 (ee o) r 


ie das 
1 Seite —(28-++ 5 B? 2) (23)+ (a? — B?)/8(5)+ (V8+-2 B*) (5), 
und nach (IL) 
S,S, = — 12B(23) — 12a(23), 
ie also kommt: 
S, =(— 40B-+-5B' 2) (23) — (40a+5.a/2) (23) 
+ (B38 —4a//2 — 2°) (5) + (a /8— 4p Y2 — 28°) (5) 
= (— 358 + 5a p2) (23) + (— 35a + 5B 2) (23) — 5ay/2(5) 
— 5p 2 (6), 
oder endlich: 
S, o« 7 = 
rental: — fe =O) + BO) + (7, B—«) 8) + (G5 —8) 2), 
sowie durch Vertauschung: 
- spy 8G) + 8) + (G5 « — 8) (23) + (46 — «) 23). 
4) 
4), § 5. 
Uebergang zu den Gleichungen siebenten Grades. 
Es gilt nun, das bisher Abgeleitete in anderer Weise auszu- 
sprechen. 
Man setze der bequemeren Bezeichnung wegen: 
Mathematische Annalen, XX. 








P. Gorpan. 


Prig = &(E* O11 + Or + * O55) 
+ BY2 (2* Oy + €* Qn + 8 Qs) = Yi 
und analog: 
a = B(e* O14, + &* Ooo + HF 055) 
+ ay 2 (8* Qi. + & Qo + 8* O41) = %, 


wo also die y, 2, durch die umkehrbaren Gleichungen zusammen- 
hiingen : 
Y_p_1 t+ Y-n_ot Yo y 2_pat t pot tp 

_ = ? ‘ k = ; 


V2 


57 


9 
2 


upd iibrigens: 
+ 
> YE = P 55 el Q, 


Dann verwandeln sich die Potenzsummen S,--- S;, 7, --- T. 
in folgende Ausdriicke: 


78, =17,= > y= > a, 


TS; = Po yx*, TS, — = y', TS, = = 4, 


17,= > «3, 1%,= > at, 11,— >) a’ 


Nun haben wir im vorigen Paragraphen die Elementarinvarianten 
durch diese S, 7 rational ausgedriickt. Andererseits haben wir (in der 
hier vorausgehenden Arbeit) die Aufgabe gelést, die 9;, und also auch 
die yj, 2 zu berechnen, wenn die Elementarinvarianten des Kegel- 
schnittes @ gegeben sind. Unser dermaliges Resultat erledigt also zu- 
gleich die folgende Aufgabe: 

Es sollen 2-7 Grissen yx, 2 berechnet werden, wenn zwischen 
thnen die Relationen bestehen: 


Y_p—1a + Y_p-o + 44-4 y 2p,yt2 pot 2% p4 
See See es ee ae... Rie. 
V2 J V2 ’ 


Yu-Da-0 


und iibrigens die Werthe der Potenesummen 8S, = T,, S,, S,, S, und 
T,, T,, T' gegeben sind. 

Zugleich erfahren wir, indem wir die Werthe der Fundamental- 
invarianten in den S,, J, in die Relation der vorigen Arbeit ein- 
tragen), dass zwischen diesen S,, T. eine dort niher charakterisirte 
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steigt, dass aber iibrigens die S,, T, wnabhiingig sind. 
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Relation besteht, die in den S,, T', nur bis zum sechsten Grade auf- 


Hiermit haben wir nun zugleich die Formulirung, unter der man 
zweckmiissigerweise die Gleichungen siebenten Grades mit einer Gruppe 
von 168 Substitutionen sich gegeben denkt, und die fertige Auflisung 
derselben. Ich habe nur noch einige Betrachtungen hinzuzufiigen, in 
denen es sich um einen Riickblick iiber das gewonnene Resultat, aber 
nicht mehr um eine Weiterfiihrung desselben handelt. 


§ 6. 
Allgemeines zur Gleichungstheorie. 


Kine Fragestellung, welche bislang in den Arbeiten iiber Gleichungs- 
theorie noch gar nicht zur Entwickelung gekommen ist, ist die, wie 
man jedesmal in zweckmidssigster Weise einen Affect definiren soll. Ge- 
wohnlich vergleicht man die aufzustellende Gleichung mit der allgemeinen 
Gleichung ihres Grades, Man denkt sich also jedenfalls die Coefficienten 
der Gleichung, d. h. die symmetrischen Functionen der Wurzeln, explicite 
gegeben und nimmtdann irgend eine, gewohnlich nicht niher definirte, 
Affectfunction zu Hiilfe, welche mit jenen symmetrischen Functionen durch 
eine (vermuthlich sehr hohe) Gleichung verbunden ist, die selbst eine 
Resolvente der allgemeinen Gleichung des in Betracht kommenden Grades 
ist. Man beruft sich dann ferner auf den Satz des Lagrange, dem- 
zufolge alle anderen Affectfunctionen rationale Functionen der einen, 
angenommenen und iibrigens der symmetrischen Functionen sind. 

Dieser Ansatz unterliegt in doppeltem Sinne der Kritik. Einmal 
gewinnt man auf diesem Wege keinen EKinblick in die wesentlichen 
Beziehungen zwischen den verschiedenen Affectfunctionen; denn die 
Formel, welche sich an den Satz von Lagrange anschliesst, ist in 
keiner Weise praktisch zu handhaben. Dann aber erscheint durch die 
Vergleichung mit der jeweiligen allgemeinen Gleichung desselben 
Grades die ganze Theorie in einer schiefen Perspective: Wenn wirklich, 
wie dies in den hdheren Fallen vermuthlich nicht zu vermeiden ist, 
eine iiberzihlige Anzahl von Affectfunctionen in Betracht zu ziehen 
ist, zwischen denen algebraische Relationen bestehen, so ist doch in 
keiner Weise eine Nothwendigkeit zu erkennen, wesshalb diese alge- 
braischen Relationen als Resolventen jener allgemeinen Gleichung des 
vorgegebenen Grades aufgefasst werden miissten. 

Was den ersten Punkt dieser Kritik angeht, so wird Jeder, der 
sich mit Invariantentheorie*) beschiftigt und den Unterschied zwischen 


*) Invariantentheorie im allgemeinen Sinne, der auch die Zahlentheorie 
umfasst. 


35* 
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dem ,,vollen Formensysteme“ und dem Systeme der ,,associirten Formen‘ 
(die nur rationale Darstellung erméglichen) erfasst hat, von Vorne- 
herein ein doppeltes Postulat formuliren. Einmal wird er verlangen, 
dass man das kleinste System der Affectfunctionen (natiirlich mit den 
zwischen diesen Functionen bestehenden Identititen) angebe, vermége 
dessen sich rationale Darstellung der iibrigen Affectfunctionen ermiég- 
licht. Dann aber wird er das umfassendere System zu kennen wiinschen, 
aus dessen Formen sich alle anderen Affectfunctionen als ganze Func- 
tionen zusammensetzen. — Der zweite Punkt unserer Kritik ist wohl 
fiir’s Erste noch zu unzugiinglich, als dass sich etwas Allgemeines 
iiber ihn behaupten liesse*). 


Es ist nun ebenso interessant als lehrreich, zu sehen, wie fiir 
die Gleichungen siebenten Grades mit einer Gruppe von 168 Sub- 
stitutionen beide Punkte vermége der Formulirung des vorigen Para- 
graphen und meiner sonstigen Entwickelungen auf das Eleganteste 
erledigt sind. 


Indem ich neben den y, immer zugleich die z, betrachte, kabe ich 
zuvorderst in den Potenesummen S, = T,, S,, S,, 8;, 7,3, T;, 7; das 
volle System der Affectfunctionen, vermige deren sich rationale Dar- 
stellung aller iibrigen ermiglicht. 

Dann aber wurde bereits bemerkt, dass die zw6lf Fundamental- 
invarianten durch die Potenzsummen 8S, = 7,, S, --- S;, 7, --.7; 
ersetzt werden konnten. Allerdings schoss dabei die Fundamental- 
invariante (4) iiber; aber diese haben wir friiher nur aus anderweitigen 
Zweckmiissigkeitsgriinden unter den Kreis der Fundamentalinvarianten 
mit aufgenommen; sie ist selbst eine ganze Function der iibrigen, wie 
die wiederholt angefiihrte Relation beweist. Statt der Potenzsummen, 
S,---+S,, T,++-T, kénnen wir natiirlich die Coefficienten der Glei- 
chungen siebenten Grades fiir y und z substituiren (wobei man sich 
immer erinnern mag, dass Ly = Lz—0 gesetzt wurde). Daher 
haben wir: 

Das System derjenigen Affectfunctionen, vermige deren sich alle 
anderen als ganze Functionen zusammensetzen, wird einfach von den 
Coefficienten der Gleichungen fiir y, und 2, gebildet. 

Und was nun endlich die Relationen angeht, die zwischen den 
Affectfunctionen des einen oder anderen Systems bestehen, so haben 


*) Die Bemerkungen des Textes richten sich gegen die Darstellungen der 
Lehrbiicher. Ich habe erst neuerdings bemerkt, dass sich Herr Kronecker im 
Monatsbericht der Berliner Akademie von 1879, sowie im Journal fiir Mathematik, 
Bd. 91, in ihnlichem Sinne iiussert. Immerhin diirften die Gleichungen 7'" Grades, 
wie ich sie im Texte behandele, das erste héhere Beispiel sein, an welchem jene 
Forderungen explicite durchgefiihrt werden. [Sept. 1882], 
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yrmen* 


V wir diese simmtlich in § 12. meiner vorigen Arbeit explicite angegeben. 
orne- 


Beschriinkt man sich auf S,---S,, 7,---7;, so hat man ausser 


angen, S, = T, nur eine Relation, und diese steigt in S;, 7’; nur bis zum 

uit den sechsten Grade. 

ermoége 

ermig- 

ischen, § 7. 

> Fune- Bedeutung der ternadren Formen. 

' “= Der Zusammenhang unserer Gleichungen siebenten Grades mit 

ae gewissen terniiren Formen ist im Vorhergehenden nur insofern hervor- 

2 i getreten, als wir, von jenen terniren Formen ausgehend, thatsiichlich 

mgt fiir zu Gleichungen siebenten Grades der betreffenden Art gekommen sind. 

83 Sub- Man kann fragen, wie man am raschesten die Nothwendigkeit dieses 

1 Para: Zusammenhanges einsehen kann. In dieser Richtung habe ich folgende 

anteste Bemerkung zu machen, mit der meine heutige Darlegung abschliessen 
mag. Jener Zusammenhang beruht offenbar darauf, dass die g(x: 

abe ich 


-” s aT 4 7 > 
T’, das Tan = B > Py, TQ.= B - eky,, TQ3= B > ek yy, 
é Dar- . 
ae .- Y cen fe, ea To... an. " g, 
‘023 = Ve be Hy, 103, = y= > eek» Or = FR a Yk 
2 2 2 
mental- V v v 
ae (wo wieder 
nental- ~tan fk aes mo i 
eitigen o-= V8 ’ doe Va ? 
rianten si ve 
n, wie é = cos ~~ + ¢ sin —- 
immen, . Be Geo , 2 
r Glei- zu nehmen ist), d. h. also die mit gewissen Zahlencoefficienten multi- 
an sich plicirten Lagrange’schen Ausdriicke vermége Ly, = sich bei den 
Daher 168 Vertauschungen der y wie die Coefficienten eines Kegelschnittes 
transformiren. Diese Thatsache aber lisst sich am Besten constatiren, 
ch alle wenn man g;, symbolisch durch 9; - 9, ersetzt und auf die @,, bez, 
on den o eben die terniren Substitutionen anwendet, welche oben (§ 1.) an- 
gegeben wurden. In der That verificirt man sofort, dass unsere @;, die- 
on dn selbe Umiinderung erfahren, wenn man einmal jene beiden terniren 
haben Substitutionen in der Gestalt verwendet: 
@, = £0,, Oc = 8'0,, 0; = £05; 
- oe V—T- 0 = (2 — &) , + (e — &) @, + (8° - &) Qs, 
sker im ae ; . F 
hematik, | —7- o, = (e — «*) eo, + (e® — €) @ + (8 — &) Q, 
Grades, a ee | g> — 6?) o.  — 54) o. 
oon V es) = ( — 2) a +( )e + ( ) Qs 
und wenn man andererseits die y in folgender Art permutirt: 
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Durch die Zusammensetzung dieser beiden letzten Permutationen 
erwiichst aber bekanntlich die Gruppe der 168. 

Von diesem Standpunkte aus lisst sich auch die Normalform, 
welche Herr Klein im XV. Annalenbande pag. 266 [Formel 12 da- 
selbst} mittheilt, einfach charakterisiren; sie entspricht der Annahme, 
dass die @,, @,, @,; nicht blosse Symbole, sondern wirkliche Gréssen 
sind. Man transformirt eine beliebig gegebene Gleichung auf diese 
Normalform, indem man statt der eben mitgetheilten 9;, solche @;, ein- 
fiihrt, fiir welche die genannte Annahme zutrifft. 


Erlangen, Ende Mai 1882. vol 
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Ueber das Polvierseit. 


Von 


A. Britt in Miinchen. 


Wenn die Elemente eines geometrischen Gebildes sich in Gruppen 
von tibereinstimmenden Kigenschaften anordnen lassen, so besitzt das 
Gebilde meist auch ein Interesse vom Standpunkte der Algebra, Es 
ist Hesse’s grosses Verdienst, durch Untersuchung liingst bekannter 
geometrischer Figuren auf diesen Zusammenhang die Algebra um 
wichtige Beispiele zur Gruppentheorie bereichert zu haben.- Aber auch 
umgekehrt lassen algebraische Siitze zuweilen eine geometrische Inter- 
pretation zu, die auf Figuren mit solehen Gruppeneigenschaften fihrt. 
Auf diesem Wege bin ich zu einer einfachen Configuration in der 
Ebene gelangt, welche, im Wesentlichen aus dem Polvierseit von 
Hesse*) und dessen Polarfigur, einem Polviereck, bestehend, mehr- 
fach Beziehungen der erwiihnten Art aufweist, die meines Wissens 
nicht bekannt sind. 

Gegeben sei ein Kegelschnitt K und ein Dreiseit in einer Ebene. 
Sucht man zu dessen Eckpunkten die Polaren in Bezug auf K, so 
bilden dieselben wieder ein Dreiseit, das bekanntlich zu dem ersten 
perspectivisch gelegen ist. Zieht man die Verbindungslinien ent- 
sprechender Eckpunkte und die Gerade, auf der sich entsprechende 
Seiten schneiden, so bilden diese 3+ 3-+ 3-4 1=— 10 Geraden ein 
Zehnseit, dessen Seiten sich mehrfach zu je dreien in einem Punkte 
schneiden und dessen 45 Eckpunkte mehrfach zu je dreien in einer 
Geraden liegen**), so zwar, dass sich die Seiten auf 20 verschiédene 


*) Crelle’s Journal fiir Mathematik, Band 20, 8. 285. Die Bezeichnungen 
,Polvierseit, ,,Polviereck“ entnehme ich Reye’s Geometrie der Lage, 2. Aufl., 
Bd. 1, 8, 191, 

**) Diese Figur ist auch im Hexagrammum mysticum nachweisbar, wo die 
60 Pascal’schen Linien sich, wie Herr G. Veronese (Accad. dei Lincei 1877) 
gezeigt hat, zu 6 Zehnseiten der oben angegebenen Art gruppiren lassen, deren 
dreifache Eckpunkte die 60 Kirkman’schen Punkte sind. 
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Arten zu Dreiseiten gruppiren lassen, welche, zusammen mit K, auf 
gleiche Weise der Construction zu Grunde gelegt werden kénnen. 

In der That: Sind S,S,S, die Seiten des gegebenen Dreiseits, 
S,,85,S,. die des Dreiseits der Polaren, S,,S8,,5,, die Verbindungs- 
linien entsprechender Eckpunkte der beiden Dreiseite (statt S;, werden 
wir auch §,; schreiben); ist ferner S, die Axe der Collineation, auf 
der sich beziiglich die Geraden S,S,,; S,8,,; S,S,, schneiden, und 
die zugleich Polare des Collineationscentrums (des Schnittpunktes von 
S,,S,48,,) ist, so gehen nach Construction durch einen Punkt je die 
Seiten: 

S,S3S14(Po5)3 Sy2Si3 S44 (P1)5 8S, 83(Pi4)5 
(1) S58, So4(P31)3 Sy3 81824 (P2)3 SS, 83) (Po4)5 
S,S,83,(P12)5 S31 832534(25)3 8483 5)2(P51), 
wo die Klammer die Bezeichnung jedes Schnittpunktes enthilt. Dabei 
bedeutet P; den Pol der Geraden S;, Pj, den von S;, in Bezug auf K. 

Diese Aufziihlung, die im Wesentlichen nur den Gang der Con- 
struction wiedergiebt, bleibt nun bei folgenden Vertauschungen uu 
geiindert: 

1. Wenn man die Indices 23, 31, 12 beziiglich mit 1, 2, 3 ver- 
tauscht. Man kann also, statt von dem Dreiseit S,8,8,, auch von 
dem S,,5,,5,. ausgehen. 

2. Wenn man in allen Indices die Ziffern 1, 2, 3, 4 in irgend 
einer anderen Anordnung benutzt. Man kann also statt von S,S,S, 
auch z. B. von S,S,S, ausgehen; oder, indem man eine Vertauschung 
2. auf eine 1. folgen lisst, von irgend dreien der vier Seiten S,,S,,8,,5,, 
u. s. w. Ueberhaupt kann man der Construction irgend drei von den vier 
Seiten des Zehnseits, die in der folgenden Aufzihlung in einer Zeile 
stehen, zu Grunde legen: 

S, 8, 8; S,, 
Sy 85,8125), 
(2) $1.85, 85, 
S41 51353, 8,, 
S34 Sy Sy5 5). 

Von den 10 Punkten P; Pj, (é, k = 1,---, 4) kann jeder als ein 
unendlich kleines Dreieck angesehen werden, in welchem drei von 
den 45 Eckpunkten des Zehnseits zusammengefallen sind, Dualistisch 
entsprechend lassen sich die 10 Seiten S;S;, als dreifache Seiten des 
von den 10 Punkten P,P, gebildeten Zehnecks auffassen. Bei der 
Aufstellung der folgenden Siitze, die siimmtlich auch in dualistischer 
Uebertragung ausgesprochen werden kénnen, wollen wir an die Figur 
des Zehnecks ankuiipfen. 
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Wenn man die iibrigen 45 —- 3-10 = 15 Seiten desselben con- 
struirt, so lassen sich dieselben in folgender Weise zu fiinf Dreiseiten 
von merkwiirdigen Eigenschaften gruppiren: 
Ay? Pos Pry Psy Pos 
A: PP, ; 
A, : Py; Ps ; 
A, : PsP, ; ; 
Ay: Py P, ; P,,P, } 
wo P,,P,, die Verbindungslinie dieser Punkte bezeichnet, u. s. w. 

Je zwei der Dreiseite A sind perspectivisch gelegen, Denn z. B. 
die Punkte P,,., P,,, P,,, welche auf der Linie S, liegen, (vgl. (1)), 
sind die Schnittpunkte je einer Seite des Dreiecks A, mit einer von 
A,, u. 8. w. 

Wenn man irgend einem der Dreiseite A;, als Dreieck aufgefasst, 
einen Kegelschnitt umzubeschreiben verlangt, welcher den gegebenen 
Kegelschnitt K in zwei Punkten (die auch zusammenfallen kénnen) 
beriihrt, so erhiilt man die vier Lésungen, welche diese Aufgabe zu- 
lisst, indem man die Schnittpunkte von K mit den vier Geraden sucht, 
die in der i" Zeile der Tabelle (2) verzeichnet sind; also z. B. fiir 
das Dreieck A, die Schnittpunkte von K mit S,S,8,S,. In der That, 
die Seiten des Dreiecks A, sind die Diagonalen eines vollstindigen 
Vierseits, dessen Eckpunkte P,, P,,; P.,P3,; Ps,P,. paarweise zu K 
harmonisch conjugirt sind, indem P,;, auf der Polaren S,, von P,, 
velegen ist, u.s. w. Dies ist aber gerade die Bedingung (v. Staudt, 
Beitriige zur Geometrie der Lage, § 369, S. 238) fiir die Verbindungs- 
linien der vier Paare von Beriihrungspunkten, welche die einem Dreieck 
umschriebenen Kegelschnitte mit einem gegebenen K besitzen kénnen. 

Da sich aus dem Dreieck der Diagonalen, wenn K bekannt ist, 
das Vierseit eindeutig bestimmt, so kann man unsere Figur auch aus 
einem der Dreiecke A entstehen lassen. 

Die finf Dreiecke A besitzen aber noch eine weitere merkwiirdige 
Beziehung zu dem Kegelschnitt K, die ich als das Ergebniss alge- 
braischer Betrachtungen*) hier ohne Beweis anfiihren will. 

Durch drei feste Punkte in der Ebene kann man bekanntlich sechs 
Kegelschnitte legen, die einen gegebenen Kegelschnitt K osculiren (in 
drei consecutiven Punkten schneiden), 

Ist nun ein Dreieck A, und ein Kegelschnitt K beliebig in der 
Ebene gegeben, so sind die sechs Punkte von K, in welchen die dem 
Dreieck 4, umschriebenen Kegelschnitte osculiren, zugleich Osculations- 
punkte fiir die vier anderen Dreiecken &, -- + &, wmschriebenen Kegel- 


p eS 
P,, 'P. ; 
P,P. : 


Pie Bee 
Pik 
Py, P, ; 
P,. 'P, 
P, mA 


; 


*) Diese Annalev, Band XX, 8. 351 ff. 
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schnitte, und zwar lassen sich diese Dreiecke nach dem Vorstehenden 
aus 4, und K durch folgende lineare Construction ableiten. 

Man suche zu A, das Polvierseit, dessen Diagonalen die Seiten 
von A, sind. Die Eckpunkte desselben liegen paarweise auf den Seiten 
von A,, und sind je die Doppelpunkte der Involution, die sich aus 
den Paaren der Schnittpunkte mit den beiden anderen Seiten und dem 
Kegelschnitt K bestimmt. Zu irgend dreien von den Seiten dieses 
Vierseits suche man die Pole in Bezug auf K und: betrachte das aus 
den Verbindungslinien der drei Pole und aus der nicht benutzten Seite 
bestehende Vierseit. Die Diagonalen desselben bilden eines der ge- 
suchten Dreiecke. 


Miinchen, im Juni 1882. 

















Grenzwerthe von Reihen an der Convergenzgrenze. 
Von 


Orro Héiper in Tiibingen. 


: 


a,x*—' sei eine Potenzreihe mit dem Convergenzradius 1; « 
vs °° 


denke man sich reell und positiv, <1, und dem Werth 1 sich be- 
liebig nahernd. 
\) 
Wenn die Summe > a, fir » = oo einen Grenzwerth hat, so 


ist bekanuntlich: 


(1) lim {> aye = bi Gy. 


2=1 


Auf der andern Scite kann die Potenzreihe auch einen Grenzwerth 
haben, wenn die Coefficientenreihe schwankt, Z. B. die Function 


7-7! —«z+2°?—2+.--- 


wiihrend die Reihe der Coefficienten 1—1--1— 1+ --- 


divergirt, und zwar so, dass sie stets zwischen +- 1 und O hin- und 


9? 
~ 


hat die Grenze 


herschwankt. Es fillt hier sofort auf, dass jener Grenzwerth : das 


arithmetische Mittel ist zwischen den Gréssen 0 und 1, zwischen denen 
die Coefficientensumme schwankt. 

Die Verallgemeinerung dieser Bemerkung fiihrt zu einer Kette . 
von Sitzen, 


2 
n 
Wenn > (ly = S, mit n = co keinen Grenzwerth hat, aber die 
1 
Grdssen 8,,8,,-+-+ einen Durchschnitt c haben, so dass 
 Sbat-> +4, 
lim = ¢ 
rza— WD n 
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re 
. . . , 7 sin ‘ 
ist, so hat auch die Function Ss a,x” fiir «= 1 eine Grenze, und 
1 
diese ist auch = c*). 
Weiter: Wenn kein Durchschnitt der s,, s,, --- vorhanden ist, 
setze man: 
ca 8 + 8+: --+8, 


n ? 


rte 8 + 8 +++ +8), 





ine! n ? 
1) 4 yt (y—) 
P _ yo +g +s +e 
p Se “?i ei. 
und nun gilt: Wenn lim s” = c, so ist: 


r—@n 


lim | S) a,x" oo Cc. 
Sie 4 


Diese Kette von Siitzen gilt auch fiir complexe Coefficienten. 


3. 


Kine Verallgemeinerung des Satzes (1) nach einer andern Seite 
hin, die fiir reelle Coefficienten gilt, ist folgende: 

Wenn die Grosse s, schwankt, aber zwischen endlichen Grenzen 
bleibt, so miissen bekanntlich zwei Gréssen G, und H, existiren, 
H, > G,, so dass zu jedem beliebigen Werth « eine Stelle der Reihe 
$;, Sy, S3,°*~+ gefunden werden kann, von der ab fiir alle folgenden 
Glieder 

G,—e<s,< H+. 

Wenn dabei die Grenzen G, und H, so eng als moglich bestimmt 
sind, so sind G, und H, das, was Herr P. du Bois-Reymond die 
Unbestimmtheiisgrenzen von s, nennt**), Dann ist stets auch 

» 
G,—é <>) aya"! < H, + ¢, 
1 
wobei die Ungleichung fiir ein beliebig kleines & muss giiltig ge- 
macht werden kénnen, indem wir « in einer geniigend kleinen Strecke 
bei « = 1 annehmen. G, und H, sind aber dann fiir die Potenzreihe 
nicht nothwendig die engsten Grenzen. Es muss dann fiir ihre 


*) Dieser erste Satz ist bereits von Hrn. Frobenius aufgestellt und be- 
wiesen worden: siehe dessen Arbeit ,,iiber die Leibnitz’sche Reihe“ im 89. Bande 
von Borchardt’s Journal , p. 262—264, 

#*) Siehe dessen allgem. Functionentheorie, pag. 269. 
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Schwankung in der Nihe von «1 noch zwei Grenzen geben, 
G, und H,, die unter Umstiinden zusammenfallen, wenn niimlich die 
Function einen limes hat. Es ist dann: 

G,<G,<H,<H,. 
Den Fall, dass s, einen lim hat, kann man hierin auch mit ein- 
schliessen ; 

Dann folgt aus G, = H, 

G, = H, =G, = d,. 
Dieser Satz gilt auch, wenn man s, setzt statt s,; ihn weiter zu verall- 
gemeinern, gestatten wenigstens unsere Beweise nicht. 


4. 


W ir beweisen im Folgenden die Siitze zusammen und setzen reelle 
Coefficienten voraus. 

Dabei werden wir uns stets der bekannten Formel fiir partielle 
Summation bedienen: 


el ~~) y n 
i) Spa = e {a. — Yv41) > Dy + dnt >’ m- 
v=1 o=%3 e=1 e=1 


). 


’ 


, 


Die Gréssen s,, Si, s:,---, die in Art. 2 definirt wurden, ge- 
niigen den Gleichungen: 


(9) (0) (d) 
Be Ut 83 3 Cs “! Sn isn (+0 
n ciate. 


und 
3 — ns@t) ~ 
n 


n 


1) ff) 


n—1 
Kommt einmal eine Reihe - e, - ++, die zwischen endlichen Grenzen 
schwankt, so ist 

i og <A 


(dem absoluten Betrag nach) fiir jedes n; also, da 


st" == ns” — (m — 1) 8, 
ist 
s1) <nA+t(n— 1A 
< 2nA; 
ferner : 
| <a + |e" 
< 2n?A + (n—1)2nA 
— 


4nv727A 


2’nv A; 
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allgemein : é 
nH | s%-*| < 2 nt A 
(TIT) Ss < 2°*n’A, a 
Gen, 1,2... ++, 9. 
Ferner ist 
An = Sn — Sn—1) 
also: 
° ; |@n| < 21+! nr A, 
woraus ersichtlich ist, dass unter den gegebenen Bedingungen die 
Potenzreihe a a’ fiir alle «<1 divergirt. Wenn ferner die 
1 
S$, S9,°++ keine Grenze haben, ist auch klar, dass die Convergenz 
nicht tiber 1 hinausgeht. 
6. 
Nach Formel (II) Art. 4 ist: 
n =) 
v—1 __ q 7—1 mv Re 
2% a = 2 S$, (a x”) + . Bea 
nach (II1) Art. 5 ist: 
lim (2"S,) = 0, 
also: ome 
nD ~) . 
a,2’—' = (1 — xz) 7, 8,2"-! 
a 2 
und, wenn die s, zwischen endlichen Grenzen bleiben: G; 
m—t1 2 
| : \ 
=(l — 2): s, 2”! + [Sm] at 
\2 ony 
"SS in 


an (1 a x) > a} -t. [Sm] 
1 


[s»] ist ein Werth zwischen der oberen und unteren Grenze von 


Sing Sm4ity* *" d 
Durch passende Wahl von m macht man 


G,—e< [sm] << A+, 
wenn G, und H, die Unbestimmtheitsgrenzen sind fiir die s,. Nun 


; st 
kann durch passende Wahl von 2, geniigend nahe bei 1, der Werth von 

“a 
x”—' so nahe an die 1, und der von (1 —z) Y's, a7 so nache an die 

: 8 


0 gebracht werden, als man will; so dass dann: 


G,-—®’“< > aa <H,+ ¢; 
1 
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é wird mit 1 — a oo klein. Ist speciell 


G,=— HH, =e, 
so ist 
nD 
lim {> aa-\ =. 
z=1 1 
7. 
die Wenn die s,, s,,--- schwanken, setze man: 
n n 
die Y yr—l : o! (yv—l y ’ an 
(1-2) 8, 2°—! a= (1 — 2) VS, (a—' — 2”) + nS, x 
reny, : , 
= (1— 2) > vs,a2’-' (wie oben) 
1 
m—1 o 
= (1—-z)* | dvsia + [si] > va” 44 
L i m 
"SS ™~— ra 
= (1 — 2)? Pm — [sn] ye var! + [sn] > var 
1 1 1 
m—1 m—1 
7 ¢ , ; ne 
= (1—z)? {ser — [Sin] > ee + [s,]. 
1 1 
Man kann nun die Schliisse wiederholen und findet dieselben 
Siitze fiir s,. Bei weiterer Verwandlung kommt: 
an n 
Y 0 » = ” s . 
(1 — x)? ps vs, a’ om (1 —a« > VS, \var! ale (y+ 1)a’} : 
1 1 
indem 
n 
> = ns; 
von I 
dies lisst sich aihnlich behandeln, wenn man es gleich 
Dp no 
4q ” 7%, ” 
(1— a) > vt 1) s,a”-! — (1—2)? D> VS, x? 
ul 1 1 
| Non setzat. 
1 von 8. 
wn die Um die in Art. 2 gegebenen Siitze allgemein beweisen zu kénnen, 
schicken wir einige andere voraus. 
Sei: 
D 
f(a) = > pr) sa", 
v=1 
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(v) eine rationale ganze Function r'°" Grades mit dem héchsten Coef- 
ficienten e, also: 
p(v) ew +. 
Die s, sollen wieder im Unendlichen zwischen den Grenzen G, 
und H, schwanken, so ist: 


G,-e-r!—e<(l—asyf(2) < H,-e-r! +a, 


wo wieder ¢ unendlich klein, wenn x unendlich nahe bei 1. 
Speciell ist: 


G,—H, =e, 
lim s, = ¢, 
so ist: 
lim {(l—ayttf(a)) =e-e-rt. 
Beweis: 
(1—ay#"f(2) 
a = o ’ ‘ _ @ (m) No ar a’ ay” ) 
a Soo) )S» er + |. * m(m—1)- a anbae it dat j 
m— m—1 
—=(1—2x)+! f ee @(m) | a” (ax)” | 
(I [Soo mat * [s. * m(m—1)-+-(m—r-+1) e da | 
; @ (m) | t, 
+ [= m(m—1)+ ++ (m—r-+ 5] oer! 
wobei 
» ee — ; — — 


m (m— 1) +++ (m- +1) 


Wir machen dieselben Schliisse wie oben und erhalten so den _ be- 
haupteten Satz. 


Ist wieder: 
tet: +8, ’ 


n Se 
P , 
8 +5, +--++8° ” 
—___—— = 5s 
n id 


so ist: 


Dlr) sr att = Suse {p(v)x” '— p(v+1)a°h , 
1 


1 


vorausgesetzt, dass die s, die in Art. 5 erwiihnte Bedingung erfiillen. 


Also: 








Abe 


you 


wel 


abe 


dai 


Al 


ul 


ul 
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Coef- ye (v) 3 g’ 1 = (1—2) doer” p(v) a" 
1 1 


n G, 


a Se {p(v +1) — p(v)} 2’. 


Aber o(v) soll, wie oben, vom r' Grade sein; o(v + 1) — (vr) ist 
vom * — 1", und zwar 


py + 1)— 9)—err-wit+t.-., 
Pe) = 89" *s 


wenn 


10. 


Sei nun: 


F(z) = > y(v)s,2"—, m (wie oben); 
1 


nw } aber die s, mégen schwanken, und es sei 
(x) | ” 
la” J lim s” =, 
r (an)? | dann folgt zuniichst aus dem in Art. 8 bewiesenen Satz: 
da” | cy 
lim {0 —ax)yt p(v)s” a’ | =c-e-r!, 
e=1 4 | 
Aber nach Art. 9 ist 
: (y-1) ,v-1 s (y) v—1 
y(v)s) a = (1 — 2) Ss) vp (v)x 
2 2 
n_ be- | 
(y) v—1 
— 2. S's v (ov +1) — 9))2", 
ae ) 
und es ist vermége Art. 8 und 9, weil 
vgp(v)=er tit... 
und 
»(p@ +1) — 9) Serre pe, 
li 1 — ayt St” oe \ mec: 1)!; 
im {( x) a* v p(v) x e-e-(r+1)!; 
und 
lim {0 _- ayn > sy (9(v +1) — wn) arh =e-e-r-r! 
fiillen. a 1 
Also: 
Mathematische Annalen. XX. 36 
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s=1 


ebenso beweist man nun, dass 


wD 
e-e-r! = lim fc — xy" > pay Parl 
z=1 
1 


u. s. f, 
Also ist stets: 


a) 
. 2) 
lim {( — x)rt > w(vsar-tl ave. cort, 
2=1 
1 
wenn 
lim gi? axe € 


—@ 


p(y) =e." +- 
11. 


und 


Specialisiren wir den Satz des vorigen Artikels, indem wir g(v)—1, 


r = 0 setzen, so kommt: 


lim {¢ — 2) Dae} = ¢. 


Definiren wir die s, hierin wieder als Summen der a,, so kommt: 


wo 
lim >? aly gr == ¢ . 
z=1 7 


der Satz des Art. 2 in seiner allgemeinsten Form. Setzen wir: 


oD 
P(x) = > $a", 
i 
a ae 
lim so'=c, 
—@ 


p(v) =(v— 1)---@—r+1)\(v—?»), 


lim {0 — «yt FI =c-r! 
2=1 da” 


so kommt: 


12. 


hi 1— S 2°-1!\ am ¢, 
tim % c 


& + &+---+48, a 
era meat 


Der Satz: 


wenn 


lim 


rn—@ 


lim {a — ay Dowgre | =e-e- f(r + 1)! —rerll =e-er}; 
1 








zeig| 


wen 


der 
dass 


so 1 


zWi 


wo 


wo 


ist. 


Ni 


wi 








er}; 





zeigt eine auffallende Analogie mit dem Satz von Dirichlet: 
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=~ 6 
lim Jw » is =C 
> 
w—0 ' yi te 
wenn 


lin SA TAeT::: +4 


no n 


pele) 


der in der Zahlentheorie eine Rolle spielt. Man kann also vermuthen, 
dass auch dieser einer Verallgemeinerung fahig sei. 


13. ' 
Fiir unendlich grosse » sei wieder 
G,—e<an< A, +e, 
so ist fiir unendlich kleine w (positiv reell) 


° C2) 
, a ’ 
G—&<w Sa < H+. 
1 


Beweis: Zuniichst ist die Convergenz gesichert, wenn die a 
zwischen endlichen Grenzen bleiben. Ferner ist, nach bekannter Methode 


mH 
1 * dx 1 
a < fe Se 
(» + 1)! e x +w yite 
Y 

ce) 4 a 

2 ° dz 5 ae 
én yite < | gite < > yi te 
el n n 


1 — 1 1 7 1 
— a” imms 
nite + > } pite a wn < D pitw ? 
n n 
woraus folgt: 


D 
SS ee 4 12] 
D gite wn” nite ? 


wo . 7 
0<O0< 1 
ist. Also: 
. — 1 
p -L =], 
lime {" > yi te 
Nun ist: 


m-1 


= a a cy 1 
>) v a - ’ v a 

be yite — pite + [an] w > / “plte ? 
1 1 


m 


woraus die Behauptung folgt. 
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14. 


Die a seien unter einer endlichen Grenze; und es sei auf irgend 
eine Weise bewiesen, dass zu jeden « ein 6 gefunden werden kann, 
so dass fiir alle w < 0 


“—" 
O~s<e F-a; <H+e. 
1 


Die G und H sind feste Gréssen, aber nicht nothwendig die Unbestimmt- 
heitsgrenzen der a. 
Dann gilt auch “ 


< ' —) % pv, w) . 
G—eé <o a c+ 
1 


wo € unendlich klein fir unendlich kleine w, wofern g(v, w) folgende 
Bedingungen erfiillt: . 

Fiir jeden ganzzahligen Werth von v (v=—1,2,3---) und fiir 
jeden reellen positiven Werth von w unter einer gewissen Grenze se’ 
g(v, w) definirt; fiir jedes specielle v sei 


im {w p(v, w)} = 0. 


1 
Wenn ferner = und w unendlich klein werden (unabhiingig von 
einander), so soll mg dem Werth 1 sich unbegrenzt niihern: 


lim o(v,w) =1. 
w=0 


Beweis: 


P. ap(v, w m1 a o(v, w) a, 
- Nv  P ) innes NI % » P( + >> ’ 
a 


pit w < pity yi te 


_ 


a (Pv, w) — 1) 


wa 
+ w > a Se 


™m 


m—1 


»(v, w) v 
=w {> - one a? Fe ‘=| + w > fe 
+ [a (9 (m, w) - 1)] > — : 


Man wihlt M und 0 so, dass fiir 
vy>WM, 
w<d 
g(v, w)—1 so klein ist, als man will; die @ sollen unter einer 
Grenze sein. Man setzt m > M fest und wihlt dann w so, dass 
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ao 
y_! 

w =— geniigend nahe an 1, w Ss 2 — zwischen G— eé und 
— pte 


-“ H 4 é fallt, und der erste Theil entail Klein wird. Dann ergiebt 
uve sich der bohantete Satz. 
15. 
Wir fiihren die Definitionen ein: 
mmt- 
a +a,+-- +a, 
= An, 
n 
ay + ay’ ++ + a, 
: —~-=4,, 
n 
yende 
so ist, wenn a, unter einer endlichen Grenze bleibt, auch a,’, aj’, - - - 
d fiir unter ‘Quien: aber nicht die a, im Afigumeinen. Doch convergirt 
e se? = Sy 4, ; 
in diesem Fall stets 4 te und es ist 
a) ! (d+1) 
y ay 
lla ~ 1-Fw pv w), 
y von 23 oH 2 ot 
wo die im vorhergehenden Artikel bezeichneten Eigenschaften hat. 
Beweis: Dnureh partielle Summation erhilt man: 
N\ a 3 ol OF aes = na, 
— pitw Vily I+wv (v + 1) yi+w i (n + 1)'+~ 
aber 
1 1 1 1 
v} I-++w ~ 1+-w Ise {! iui 11 
» (y+ 1) t ye 1 w 
(1+) 
le @ () (1 + w) (2 +) 1 
~->f—tt+=s— coe et 
oe ; (1+w)(2+w) 1 
=< ji +e ee mee vail 
Der Ausdruck in der Klammer hat die Eigenschaft von g(v, w), 
er lisst sich sogar fiir kleine =, w nach diesen Gréssen entwickeln. 
Hitten wir niimlich v( ie dash doe o entwickelt statt 
pte pee 1)! + 
einer - 1 
dass v yitw - ( ry 1)i+e , 
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so hiitten wir dieselben Glieder erhalten in der Kntwickelung nach 
- nur alle mit demselben Zeichen. Jeder Coefficient wird dann ent- 


wickelt eine ganze Function von w mit gleichzeichigen Coefficienten 
g g ’ 


é un 
wodurch jede Umstellung der Glieder gerechtfertigt ist. Man kann 
desshalb die Reihe auch nach w und : ordnen: 
1 
=1l+w——+4.... aber 
Dass die obige Bedingung fiir jedes specielle v erfillt ist, ist 
evident. also ; 
Also: 
1 = 1 i Pr, w) 
ferner : 
. Nan 
i ae : 


da a, unter einer festen Grenze, und w bei diesem Grenziiber- 
gang als constant zu betrachten ist. 
Hieraus und aus 


n n 
, & >» ‘ 1 1 na,’ 
== va —— . 
2 yitw - v ( yitw (» + 1)! + ) + und 


(n + 1)'tv 


7 a 
folgt die Convergenz von 7 —— é un 
v i ie 
& eit 


und die Gleichung diese 


Dp 


a? 4, —y ay p(v,w) 
e pitw > ae 2 yitw 


Kbenso , 
i (+1) g (0) 
ay > a\' di) 
Ss v,w) = ; > ae 
> yi te Pp ( ’ ) - yi te 
@(v, w) bedeutet hier genau dieselbe Function. kom 


16. 


Jetzt kénnen wir den Satz in voller Allgemeinheit beweisen. 


unte! 
Sei 


dann 
G,—e<aM<H +e, 


é und » wie oben, so ist nach Art. 13. 








ach 
snt- 


ten, 
ann 


ist 


ber- 
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y , X a) , 
G,—é <0 Doe <hte, 

é unendlich klein mit unendlich kleinem w, also nach Art. 14. 


Reng S) at? o(v,0) , 
G,-—é <w > ti. < H, + &. 


a”) ~(v,w) aly—") 
2 a +7. > “i+w? 
1 sd - <* 


(y—1) 


, . a, ”“ 
G—s"<w> ite <M +e 
1 


ek 


aber nach Art. 15, 


also auch 


Man hat also allgemein: Wenn 








a, + a,-+---+ 4, am a 
n — nn) 
= An, 


n 


| ay + ay +---+ a, ” 
| - 


und wenn a, endlich bleibt, und 
G,—e<aM<cH+¢, 
é unendlich klein mit unendlich grossem », so kann auch zu jedem 
é eine Grenze der w gefunden werden, derart, dass fiir alle w unter 
dieser Grenze 
ao 
re 
| ° v ’ 
G, —* + ps gite < A, + é. 
1 


Speciell: Fiir 


G, = H, = Cc, 
d. h. 
. Y) xe 0 
lim av) = 
rz— 
kommt 
to) 
im ” > 2 | =C 
Fn | — yttw | 


Der letzte Satz gilt auch fiir complexe a, Dann muss mod. a, 
unter einer festen Grenze bleiben. Der Mittelwerthssatz ist direct 
dann nicht anwendbar; man setzt (in Art. 13.): 


a, =c+ d,, lim 0, = 0, 


















O, Hitper. 
m—1 wo 


@ DD 
a, dv 
w > “ite — We SH “tw + w he She +w ae 


m 





Ab 
D wo 
é, X.Y mod. d, y 1 
be 24 i+w <2 ~~ I-+w = [mod. 9m] oe 
m v m » m id 
u. s. f. 
Beispiele. 
17. 
Wir haben oben schon das einfachste Beispiel erwihnt: die 
l—z#+2?— 23+... 
Die Ableitung dieser Reihe 
1 
——- = —1+ 22 — 32? a> — 5a! ose 
(a) + z+ 4x 5a! + 
giebt ein Beispiel fiir den Fall, dass auch die s, schwanken, und die 
s,’ einen Grenzwerth haben, denn: 
S$, Sy, Sy, Syy 55, °° == — 1, + l, = 2, + 2, = 3, "°% 
ek ee : 2 3 
4 85 89, 83,8), 8,,°°*, = — |, 0, — 3? 0, es ? 
allgemein 
Stn = 0, 
si o2 n +f. 1) 
in eT 
Also 
~ ” i . 
lim ss => ra) im 
—wD 
. de 
es stimmt also mit der allgemeinen Theorie. Be 
Be 
18. 


“a {sin (me) - any —R > ent |, 


(R bedeutet den reellen Theil). 
> et Zi gn ae el.g 
¢ i(1 — e**-a) ’ 
R ent g j are La e# o(1 _eo- ai») 
' “a i | (1 — 2(cos w) x + 2?) 


x sin « 
1—22 cosa+2?’ 
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Nis @ sin @ — sin « 1 
e=1 1—2aecosa-+2* 2(1— cose) 2 

















Aber 


n n—1 cos a — cos = le 
= > a= >) sinva = - , , 
1 0 2 sin nd 
a r= 
= pet : > ose ae F in 
: 2sin * 2nsin— %=1 . : 
2 2 


die Summe wird wieder endlich, desshalb 


. 1 a 
lim s, = — cotg = - 


rn=D 


Tiibingen, Marz 1882. 


die 


Nachtrigliche Berichtigung. 
In der Arbeit im XX. Band dieses Journals 8. 138 sind unter die Beispiele 
: . - . 1 1 — . i 
im Art. VI Functionen gekommen wie tg 7 und cotg = die in unendlicher Niihe 


des Nullpunktes Pole besitzen. Solche Functionen waren urspriinglich von der 
Betrachtung ausgeschlossen; doch gilt auch fiir sie der betreffende Satz, und der 
Beweis bleibt im Wesentlichen derselbe. 
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Ueber periodische Functionen zweiter Gattung. 
Von 


Orro RausENBERGER in Frankfurt a. M. 


An die periodischen Functionen im weiteren Sinne, wie ich die- 
selben in meiner Arbeit im 18. Band der Annalen definirt habe, 
schliesst sich eng eine weitere Gruppe von Functionen an, welche ich 
als periodische Functionen zweiter Gattung bezeichnen will. Dieselben 
geniigen einer oder mehreren Functionalgleichungen der Form 

F{y, (*)| = 4 [/@)], 

worin @,(z) und w,(z) im allgemeinsten Falle algebraische, in dem 
besonderen jedoch, den wir in der Folge allein beriicksichtigen wollen, 
lineare Functionen sind. Ich beabsichtige nun im Folgenden dieselbe 
Frage in Bezug auf die eben eingefiihrten Functionen zu beantworten, 
welche ich fiir periodische Transcendenten der ersten Gattung in der 
citirten Abhandlung gelist habe: Welche cindeutigen, einfach oder 
mehrfach periodischen Functionen zweiter Gattung mit einer end- 
lichen Anzahl von wesentlichen Discontinuitétspunkten sind 
moglich? Obgleich wir hierbei zu keinen wesentlich neuen ‘Transcen- 
denten gelangen werden, halte ich doch die Absolvirung dieser Frage 
schon deshalb fiir wichtig, weil wir erst nach derselben an die Unter- 
suchung der hoheren periodischen Transcendenten zweiter , Gattung, 
welche unendlich viele wesentliche Discontinuitiitspunkte besitzen, heran- 
treten kénnen. 


$1. 
Einfach periodische Functionen zweiter Gattung. 


1. Man sieht, dass die Function g,(x) denselben Umformungen 
und Reductionen unterworfen werden kann, wie bei den periodischen 
Functionen erster Gattung; aber auch die Function y,(x) ist derselben 
Transformationen fihig; denn setzen wir x, F'(2)= F',(x), so haben wir 


F, (9, (2)) = uF [o.(@)) = an) + ar y-1 1; (2). 
5) 


2. Durch Anwendung dieser Umformungen lassen sich alle ein- 
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fach periodischen Functionen F'(#) zweiter Gattung auf eine der 
folgenden 4 Normalformen zuriickfiihren : 
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(1) F(« + 1) = F(a) +1, 
(2) F(a + 1) =qF@), 
(3) F(p2) = F(a) +1, 
(4) F(px) =qF(@). 


Hierbei diirfen wir voraussetzen, dass mod. p < 1 ist. 

3. Eine Function der ersten Art ist f(x) =a; bezeichnet ferner 
F(x) eine beliebige Function dieser Classe, so haben wir 

F@ + 1) — f@+ 1) = F(@) — fe), 

d. h. F(x) — f(#) ist eine additiv periodische Function erster Gattung. 
Daher ist /’(#) im allgemeinsten Falle eine beliebige eindeutige Func- 
tion mit der additiven Periode 1, vermehrt um 2. 

4. Der Gleichung 


P(e + 1) = qF (2) 


f(a) = exto«2, 


geniigt 


und wir haben 
F(z+1) F(x) 
fKa+1) —— f(x)’ : 
sodass sich F(x) darstellt als eine eindeutige Function mit der additiven 
Periode 1, multiplicirt mit e789, 
5. Die Funetionen, welche die Gleichung 
F( px) = F(x) +1 
befriedigen, sind im Wesentlichen aus der Theorie der elliptischen 
Functionen bekannt. Setzen wir B 


n(p, %) = > (2 + v) 


so befriedigt : 

a 1 (p, 2) 

g f@) =~ © Tp, aw) 

(px) = f(x) +1, 
und es ist sehr leicht, hieraus mit Hiilfe der multiplicatorisch perio- 
dischen Functionen erster Gattung die allgemeinsten Transcendenten 
der gesuchten Art herzuleiten, Aus der Form derselben ist ersichtlich, 
dass sie fiir =O und = oo wesentlich unstetig werden; haben sie 
noch mehr wesentliche Unstetigkeitspunkte, so besitzen sie deren un- 
endlich viele. 

6. Die Gleichung 


die Relation 


F(px) = F(a) 


ist durch algebraische Functionen nur unter ganz beschrinkten Be- 
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dingungen zu befriedigen, wie aus einer Untersuchung hervorgeht, 
welche mit der von § 5,4 meiner friheren Abhandlung identisch ist. 


Wenn niimlich g = p” ist, so geniigt F(x) 2". In allen andern 
‘illen handelt es sich um transcendente Functionen, welche entweder 
2 oder unendlich viele wesentliche Discontinuititspunkte besitzen und 
die sich mit Leichtigkeit auf die Transcendenten zuriickfiihren lassen, 
welche Herr Hermite in einer Reihe von Arbeiten in den Comptes 
Rendus, 1877, Il (Sur quelques applications des fonctions elliptiques) 
behandelt hat. 
“(.2) 


n(P, &) 
flv'z)=af(e) 
und es hat wieder keine Schwierigkeit, die iibrigen Functionen dieser 
Art auf die vorliegende zuriickzufiihren. 
§ 2. 


Functionaltheoreme. 


f(x) = 
geniigt der Gleichung 


Fiir die beiden zuletzt gefundenen Functionenclassen lassen sich 
sehr einfache Functionaltheoreme aufstellen. Ist niimlich 


f(px) = f(a + 1), 
f(xy) — f(z) — fly) 


sowohl als Function von #, wie auch als solche von y die multipli- 
catorische Periode p, liisst sich mithin durch multiplicatorisch periodische 
Functionen von x und y ausdriicken. 

Haben wir dagegen 


so besitzt 


f(p *) = qf(@), 
_flay) 
f(x) fy) * ¥g 
Man erkennt sehr leicht, dass die Additionstheoreme der elliptischen 
Integrale zweiter und dritter Gattung sich auf specielle Fille dieser 
Functionaltheoreme zuriickfiihren lassen. 


so gilt das Gleiche fiir 


Functionen zweiter Gattung mit mehreren Perioden. 
1. Soll eine Function F(x) 2.oder mehreren Gleichungen 
FE, @)] = 1 FO), 
P(E, (2)) = ny (F(@)] 


u. 8S. W. 
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gleichzeitig geniigen und §, und &,’ sind vertauschbar, so erkennt man 
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sofort, dass y, und y,’ dieselbe Eigenschaft besitzen miissen; denn es 


muss 

FTE, &, (x)] = FE, §, (z)), 
also 

my F(x) = 4,0, F(x) 
oder 


m1 9, (%) = m9) (#) 
sein. Die hiernach méglichen Combinationen werden im Folgenden 
discutirt. 

a F(a+n)= F(a), 
F(x + ,) = m, + F(a).*) 

Diese in der Theorie der elliptischen Functionen auftretenden Tran- 
scendenten lassen sich aus den Functionen 

(px) = m, + f(x) 

2 08? 2ain - 


herleiten, wenn mane ™ fir x einsetzt und p=—e “  wihlt. Der 


Fall, dass . reell ist,, muss ausgeschlossen werden. 
b F(a+n)=F (a), 

F(a +m) = F(a), 

F(a + n,) = m, + F(z). 
Nicht méglich, wenn zwischen », ”,, », keine lineare, ganzzahlige 
Beziehung existirt, weil F(x) als Argument in eine Function mit der 
additiven Periode m, eingesetzt eine dreifach periodische Function 
hervorbringen wiirde. 


. Fatn)=—=m + F(a), 
F(a +n,) =m, + F(@). 
Bezeichnet f(x) eine Function mit der additiven Periode n, so 
muss F(x) nach Friiheren die Form haben 
F(a) = "2 + f(0); 
weiter folgt aus der zweiten Gleichung 


mx 4 =~ + f(e+n,) = a“. + f(x) + m, 


n 
oder 
f(a +m) =m, — “+ f@); 
d. h. f(#) muss eine Function der Art (a) oder, wenn m, — um =(0 
ist, eine doppeltperiodische Function sein. 


*) Der Symmetrie wegen fiihre ich nicht alle Reductionen soweit durch, als 
dies tiberhaupt méglich wire. 
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F(a +n) = E(e), 
F(a + n,) =m, + Fo), 
F(a + n,) =m, + F(a). 

Ist ohne lineare, ganzzahlige Beziehung zwischen n, n,, m, nicht 


moglich, weil durch Einsetzung von F(x) in eine Function mit den 
additiven Perioden m, und m, eine dreifach periodische Function her- 


vorgebracht wiirde. Dieser Schluss bleibt auch richtig, wenn = eine 


reelle, rationale Grosse ist; ist dasselbe irrational, so sind Niherungs- 
schliisse anwendbar. 


e F(a+n)=—m + F(z), 
F(x +) =m, + F(a), 
F(a + n.) = m, + F(a). 
Hier miisste wieder 
F(e) = = +f) 
sein und f(z) den 3 Gleichungen 
f(a +n) = f(x), 
f(e +m) =m, — "™™" + f(z), 
f(a + n,) = m, — a + /(«) 


geniigen, was nach (d) nicht mdglich ist, wenn nicht gleichzeitig 


mn 

m, — —' =0, 
n 
mn, 

m. — 2 = (0) 


n 
oder 
m:n = Mm, 2 Nn, = M,: N, 


wird, weil alsdann eine Constante die Stelle von f(x) vertreten kéunte. 
In der That geniigt = x -+- e¢ unendlich vielen Beziehungen dieser Art. 
fi. F(e«+n)= F(a), 
F(a + n,) = 4 F(a). 
Zuriickfiihrbar auf die Functionen 
f(px) = a f(a); 
Bedingungen wie bei (a). 
g F(a+n)—q F(a), 
F(x +n) =, F(a). 
rlogg 
Setzen wir F(x) = e 


n 


{(x), wobei f(a) wieder eine Function mit 
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der additiven Periode » bezeichnen mége, so ist nach Friiherem der 
ersten Gleichung in der allgemeinsten Weise Geniige geleistet; aus 


der zweiten wird 
__ mlog@ 


fe@+m)=—qe " f(x), 
d. h. f(x) ist eine Function der vorigen Art. 
Die Transcendenten (f) und (g) wurden bereits von Herrn 
Hermite in den oben citirten Abhandlungen aufgestellt und entwickelt. 


h F(a#+n)= F(a), 
F(a + n,) = F(a), 
F(x + n,) = q. F(x). 
Wiirde in eine Function mit der multiplicatorischen Periode g,(mod. q, S$ 1) 
eingesetzt eine dreifach periodische Function hervorbringen; Der Fall 
mod. g, = 1 ist leicht zu erledigen. 
i 6=F(a@+n)= F(a), 
F(a +) = 4, F(2), 
F(x +) = @ F(a). 


Die Unméglichkeit solcher Functionen folgt aus (g) und (h). 


k F(a+n)—q F(a), 
F(a + ,) = @¢,F (2), 
' F(a + n,) = q, F (2). 
Ebenso nach (g) und (i). 
lL F(p 2) = F(a), 
F(p,x) = m, + F(2). 
m F(p2)=—m + F(z), 
Fp, 2) = m, + F(a). 
n. F(px)= F(a), 
F(p,x) = q,F'(«). 
0 F(p x)= qF (2), 
F(p,2) = 4, FQ). 
Die 4 letzten Fille werden durch die Substitution « = e”'s? auf (b), 
(d), (h) und (i) zurtickgefiihrt und sind daher unméglich. 
2. Sind &,(x) und &,'(x) nicht vertauschbar, so lassen sich ganz 
analoge Untersuchungen anstellen, wie in § 8,5 meiner Abhandlung 


tiber allgemeine Periodicitiit. Wir gelangen zu dem Resultat, dass alle 
tiberhaupt existenzfihigen Functionen zweiter Gattung mit mehreren 
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nicht vertauschbaren Perioden — ganz wunwesentliche Ausnahmefille 
abgerechnet — unendlich viele wesentliche Discontinuitats- 
punkte besitzen miissen. 

Die Theorie der letztbezeichneten Functionen schliesst sich eng an 
diejenige der entsprechenden Functionen erster Gattung an. 


Zum Schlusse gestatte ich mir noch zu bemerken, dass man die G 
Bezeichnung periodische Functionen dritter Gattung fiir Functionen 
F(x) verwenden kénnte, welche einer Gleichung 


F (9, (#)] = g[«, F(@)] 
geniigen, worin g eine in x und F(z) algebraische Function bezeichnet. 
Die Gammafunctionen sowie mannichfache andere bereits bekannte 
Transcendenten wiirden hierher zu rechnen sein; iibrigens liegt es 
nicht in meiner Absicht, auf dieselben an dieser Stelle hier weiter ein- 
zugehen. 


Frankfurt a. M., Mai 1882. 
der | 








net, 
inte 
, es 
eil- 








Geodatische Linien und ihre Enveloppen auf dreiaxigen 
Flachen zweiten Grades. 


Von 


A. v. Braunmiint in Miinchen. 
(Mit einer lithogr. Tafel.) 


Einleitung. 


Nachdem es Jacobi*) im Jahre 1838 gelungen war, das Problem 
der geodiitischen Linien auf dem dreiaxigen Ellipsoide auf Quadraturen 
zuriickzufiihren, wodurch dasselbe zugleich fiir alle Flichen zweiten 
Grades gelést erschien, wurde das gleiche Resultat theils geometrisch, 
theils algebraisch von Joachimsthal**), 0. Bonnet**), Liouville}), 
Chasles}}), Cayleyj+t) und anderen begriindet. Die weitere Be- 
handlung der Quadraturen erfolgte jedoch erst 1861 durch Weier- 
strass*+), welcher auf die Summe der beiden Abel’schen Integrale 
erster Gattung (p = 2), die in der Gleichung der geoditischen Linien 
auftreten, das Jacobi’sche Umkehrproblem anwandte und dadurch 
elegante Formeln erhielt, welche die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes der geodiitischen Linie auf dem dreiaxigen Ellipsoide durch 
hyperelliptische #-Functionen von einem variabeln Parameter abhiingig 
machen. Diese Formeln wurden ohne Ableitung mitgetheilt, und 
Weierstrass bemerkt, dass sich fiir ein dreiaxiges Ellipsoid, das wenig 
von einem Sphiroid verschieden ist, rasch convergente Reihen zur 
Berechnung dieser Coordinaten angeben liessen, die er in einem spiitern 
Aufsatze mitzutheilen verspricht. Meines Wissens ist jedoch die Publi- 
eation dieser Formeln unterblieben. 


*) Am 28. December 1838 theilte Jacobi seine Lésung der Pariser Akademie 
mit, Vergl. Journal von Crelle, Bd. 19, pag. 309. — Vorlesungen tiber Dynamik, 
herausgegeben von Clebsch, pag. 214. 
**) Journal von Crelle, Bd. 26, pag. 155. 
**#) Journal de l’école polytechnique t. 19, pag. 137. 
+) Journal des Mathématiques, t. 9, Serie I, pag. 401—409 und t. 11, pag. 21. 
+t) Journal des Mathématiques, t. 11, Serie I, pag. 5, 105, 111, 
ttt) Proceedings of the London mathematical Society, Vol. IV, pag. 191—211. 
*+) Monatsberichte der Berliner Akademie, 1861, pag. 986—997. 
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Ich stellte mir nun im Folgenden die Aufgabe, die Weierstrass’- 
schen Formeln fiir eine allgemeine geodiitische Linie abzuleiten (§ 1 
und 2), die dabei auftretenden Constanten in eine fiir die numerische 
Berechnung bequemere Form zu bringen (§ 3) und iiberhaupt das 
Problem soweit zu férdern, dass es fiir eine Berechnung unmittelbar 
tauglich sei. In § 4 theile ich dann die Resultate einer solchen 
numerischen Rechnung mit, da es mir nicht uninteressant erscheint, 
die Brauchbarkeit der hyperelliptischen Functionen zu diesem Zwecke 
einmal an einem Beispiele gepriift zu sehen, zumal da Cayley bereits 
in zwei grésseren Arbeiten die numerische Bestimmung einer allge- 
meinen geodiitischen Linie auf dem einschaligen Hyperboloide*) und 
einer Linie durch die Kreispunkte auf dem dreiaxigen Ellipsoide**) 
mit directer Berechnung der Quadraturen ausfiihrte. 

Durch die letztere Arbeit veranlasst theile ich in § 5 Formeln mit, 
welche die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der geodiitischen 
Linie durch die Kreispunkte auf dem Ellipsoide direct von einem 
Parameter abhiingig machen. Kine numerische Rechnung wurde nicht 
beigefiigt, da ausser Cayley auch Rohn***) bereits eine solche 
bewerkstelligt hat. 

Die folgenden Paragraphen besprechen den Hauptgegenstand der 
vorliegenden Abhandlung. Ich greife namlich auf einen frithern Auf- 
satz von mir zuriicky). Anschliessend an die Bemerkung von J acobi +7), 
dass im Allgemeinen jede geodiitische Linie nur bis zu einer gewissen 
Grenze die Kigenschaft hat, kiirzeste Linie zu sein, und in Folge 
dessen ein Bischel geodiitischer Linien eine Enveloppe besitzen wird, 
untersuchte ich damals die Gestalten dieser Enveloppen auf den 
Rotationsfliichen zweiten Grades. Diese Untersuchung wird nun auf 
das dreiaxige Ellipsoid ausgedehnt. In § 6 werden die Integralglei- 
chungen einer Enveloppe aufgestellt, und Grenzen angegeben, zwischen 
denen der Beriihrungspunkt einer beliebigen Linie mit ihrer Enveloppe 
liegt. In § 7 wird die Lage dieser Beriihrungspunkte fiir specielle 
geodiitische Linien discutirt, zu diesem Zwecke ein Hiilfssatz bewiesen, 
die Definition der halben Periode einer geodiitischen Linie eingefiihrt 
und die Gestalt einer Enveloppe ins Auge gefasst. Zum Schlusse wird 
das gesammte Resultat in einem Satze vereinigt. § 8 enthialt dann 
die Folgerungen, die sich aus diesem Satze in Bezug auf die drei 
Hauptschnitte ergeben, wiihrend § 9 die Mittel angiebt, Punkte der 
Enveloppe durch hyperelliptische Functionen zu berechnen, 


*) aicsilitees of the London mathematical Society, Vol. LV, p. 371—380. 
**) Memoirs of the Royal Astronomical Society, Part. Il, Vol. XX XIX, p. 44. 
***) Mathematische Modelle, Miinchen, Serie [, Nr.5. (Verlag v. L. Brill, Darmstadt.) 
+) Diese Annalen Bd. XIV, p. 557—566. 
+t) Jacobi, Dynamik, pag. 46, 
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Die noch folgenden zwei Paragraphen sind dem dreiaxigen Hyper- 
boloid mit zwei Mantelflichen gewidmet. Ihre Veranlassung finden 
sie in einem vor Jahresfrist erschienenen Aufsatze von Herrn v. Man- 
goldt*), der mit meinen friiheren Untersuchungen in engem Zusammen- 
hang steht. In § 10 wird ein Satz beziiglich der Linien, die durch die 
Kreispunkte der Fliiche gehen , bewiesen, ferner werden die Beziehungen 
desselben zu der erwihnten Arbeit klar gelegt und endlich in § 11 die 
Gleichungen zur Berechnung der Grenzcurve aufgestellt, welche nach 
Herrn v. Mangoldt diejenigen Punkte der Fliiche trennt, die als Aus- 
gangspunkte geodiitischer Linien genommen Enveloppen veranlassen 
oder nicht. 


§ 1. 
Gleichungen der geoditischen Linien auf dem Ellipsoide. 


Als Ausgangspunkt fiir das Folgende dient uns das erste Integral 
der Differentialgleichung geodiitischer Linien, wie es von Jacobi*) 
yegeben worden. Nur in der Bezeichnungsweise schliessen wir uns an 
Liouville***) an. Es seien niimlich die Gleichungen des Ellipsoids 
und der dazu confoealen Fliichen 


a y? 22 
ee + ot — ht + ok: I, 
ae y? 2 

(1) a + —¥”)~—6CUR— =I, 
ot y? . 2 me 
v? h? — v® e—ys °° 


Aus diesen Gleichungen folgt die Bedingung 
c>o>k>uwr>h>v>d. 

Liisst mau w alle méglichen Werthe von u =k bis w = h annehmen, 
so bestimmen die beiden ersten dieser Gleichungen das eine’ System 
von Kriimmungslinien des Ellipsoides, welches von allen confocalen 
einschaligen Hyperboloiden ausgeschnitten wird, und man kann somit 
uw als Parameter der Kriimmunglinien dieses Systems auffassen. Die- 
selben liegen zwischen den Hauptschnitten » =k (wy Ebene) und 
u =h (xz Ebene). Lisst man v von vy =O bis v =h variiren, so 
geben die erste und dritte Gleichung das zweite System von Kriim- 


*) H. v. Mangoldt. Ueber diejenigen Punkte auf positiv gekriimmten 
Flichen, welche die Eigenschaft haben, dass die von ihnen ausgehenden geo- 
dittischen Linien nie aufhéren, kiirzeste Linien zu sein. Journal von Crelle- 
Borchardt. Bd. 91, pag. 23. 

**) Dynamik, pag. 214. 

***) Liouville. Note IIIf zu Monge’s Application de l’Analyse 4 la Géo- 
métrie, pag. 581. 
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mungslinien, das somit von den confocalen zweischaligen Hyperboloiden 
ausgeschnitten wird und zwischen den Hauptschnitten »—=h (xz Ebene) 
und v = 0(yz Ebene) liegt, v kann somit als Parameter des zweiten 
Systems aufgefasst werden. Beide Systeme vereinigen sich in den 
Kreispunkten, fir welche w = v = h ist. 

Mit diesen Bezeichnungen wird dann die Gleichung der geodiitischen 
Linien 


- “(et — u*) d(u?) “le? —v)a(v*) 
(2) J pe + PCIe) cys, 
i? 


Hier ist # eine durch Anfangswerthe zu bestimmende Constante, 
M? = (6? — w?) (k? — w) (u? — a?) (w? — he?) ee, 

wihrend N? aus diesem Ausdrucke hervorgeht, indem man pw mit » 
vertauscht. Da die Differentialgleichung der geodiitischen Linien vom 
zweiten Grade ist, so ist w’ die Constante der ersten Integration. Die 
geometrische Bedeutung dieser Constanten ergiebt sich aus einer Form, 
in welche zuerst Liouville die Gleichung (2) gebracht hat. **) 

Bezeichnet man nimlich mit i den Winkel, unter welchem eine 
geodiitische Linie eine Kriimmungslinie schneidet, so ist diese Gleichung: 
(3) uw cos*i + v* sin?i = w’?. 
Dieselbe wird fiir « = uw’, i = 0 befriedigt. Somiét ist uw’ der Parameter 
jener Kriimmungslinie, welche von der geodiitischen beriihrt wird. 

Giebt man also ein bestimmtes uw’, so sind dadurch alle unendlich 
vielen geoditischen Linien gegeben, welche die beiden Zweige der 
dem Werthe von w’ entsprechenden Kriimmungslinie beriihrend um 
die Fliche oscilliren, wiahrend sie in das ausserhalb dieser Zweige be- 
findliche Flichengebiet nicht eintreten. Giebt man in dem inzwischen 
liegenden FlichentheWe einen Punkt u,v, so gehen durch diesen 
Punkt immer zwei geodiitische Linien, deren Ausgangswinkel durch 


die Gleichung tg ¢ = + te, die aus (3) folgt, gegeben ist. 
Es gehen also durch jeden Punkt der Fliche zwei geodiitische Linien, 
die die Kriimmungslinie w’ beriihren. Nur fiir den Kreispunkt als Aus- 
gangspunkt wird dieser Winkel unbestimmt, da uw, = uw’ = ») = h ist; 
somit kann man durch ihn unendlich viele Linien unter beliebigen 
Winkeln ziehen, welche bekanntlich insgesammt durch den gegeniiber- 
liegenden Jaufen. 

Soll die geodiitische Linie reell sein, so muss, wie man aus dem 
Radikale M sieht, entweder k > uw >h oder h>w' > 0 sein. Im 
einen Falle beriihrt sie eine Krimmungslinie des ersten, im andern 
*) Salmon-Fiedler: Raumgeometrie II. Theil, pag. 162. 

**) Journal des Mathématiaues, t. 9, Serie I, pag. 403. 
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Falle eine des zweiten Systems. Den Uebergang vom ersten zum 
zweiten System geoditischer Linien (diese Unterscheidung wollen wir 
in Zukunft beibehalten) bildet dann die Linie durch die Kreispunkte. 
Wir setzen fiir das folgende voraus, uw’ liege zwischen k und h. 


§ 2. 
Einfihrung der hyperelliptischen #-Functionen. 


List man die Gleichungen (1) nach 2, y, 2 auf, so erhilt man die 
rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes auf dem Ellipsoide durch 
elliptische Coordinaten a und v ausgedriickt, in der Form: 


6 
T= hk . u . Vv, 
. oC et) ee ree 
(4)*) U= GV pane VHP) =), 
i /e—k 
7 e—h 


V(e—2) Pv). 


Bringt mau damit die durch die Gleichung (2) zwischen w und v ge- 
gebene Relation in Verbindung, so sind dies die Coordinaten eines 
Punktes der geodiitischen Linie. Nimmt man nun mit Weierstrass**) 
zu der Gleichung (2) noch eine thunlich gebildete 


42 


4 : 
. ! a +f = 


. 


hinzu, wo u= — J gan und ds das Bogendifferential der 
geodiitischen Linie bedeutet, so ist w fiir die Punkte der geodiitischen 
Linie variabel, und man kann auf (2) und (5) die Jacobi’sche Umkehr 
anwenden. Um die ferneren Entwicklungen mit den von Rosen- 
hain ***) gegebenen Formeln direct in Hinklang zu bringen, wenden 
wir auf diese beiden Gleichungen die Substitution an 


, ; » 1—Ate e—h? k®—w? ; R—w? a 
— ee, a tao ees Se ae aie 
u e hk i1— ea’ % @—h ° o—p’?? A o—p?’ Re? 
; k2 — 2 
?= o—p?’ 


wodurch die Gleichungen (2) und (5) tibergehen in: 


*) Liouville. Note III zu Monge’s Application etc. pag. 581. 
**) Weierstrass a. a. O. pag. 994. 
***) Rosenhain: Mémoirs des savants étrangers. t. 11. 









A. v. Braunmiinc. 


— eX, “1 — ota 
‘sg Vx, dz, + Vx, dz, =u, 


(6) 








a va ° 

. x ai . Xe ‘ 

—— =u 

By VX, “I Uae : 
1 


x 


wo X = 2(l — x) (1 — #x) (1 — A2z) (1 — ‘. 2”) ist, wiihrend die 
Gleichungen (4) die Form annehmen: . 


(1 — a%ay) (1 — 2%a9) 


io 
wee AU ghar) (1 — Pa)? 
P (1 — 22a) (1 — 2? 29) 
Pe i . 2 
() dee ee 
aa ft, — oe 





(1 — gay) (1 — ear.) * 
@,, 4, @, sind leicht zu bestimmende Constante. 


Schreibt man jetzt die ersten 5 Formeln der von Rosenhain 
a. a, QO. pag. 422 gegebenen Formeltafel in die bequemere Riemann’ sche 
Bezeichnungsweise um, so hat man: 





ad CT @ sid 
a Lo = — 
a) KAQKX, Ly 9 60) whe)” 
e(! )(w w) 
, o1) 
a reenag 1—2,) (1 — a) = 92(9%)( — 
rij iw 
! | ge eT (v| w) 
@) 49 — aie, Pd — te) — w(F 1) 
v sid 
re 
d) ink ( z;) ( A Ly) 9¢()°) (| 7 ion” 
nih 9 ; * (5 0) (ol w) 
e) -(1 — @?x,) (1 — e*z,) = 00 , 
010,03 98( 1) (ow) 


und wenn man diese symmetrischen Functionen von z,, x”, in die 


Gleichungen (7) einfiihrt, so folgt: 
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4a cu (3 ) (v| w) 
WR 2700,..? 
BE a (oo)eim 


01 

o )(o| w) 
=—yVe h (6? —h*) (wu *—h’) we (fl 
ee / WUE M) 909) oiw) ’ 


c=/or—k yj¢ o* —K*) (—a"?) | aie 


k? (k® — h?) 9 (° ) (v| ) 


r=Vo 











welche Gleichungen bis auf die Bezeichnung mit denen von Weier- 
strass a. a, QO. erhaltenen iibereinstimmen. Die -Functionen sind 
hier definirt durch die Gleichung: 


+b) 83 S640. DDO aan 


I; Jo 
Qu n= 2 (m + 4) (v — 1\e 4+2(n+) (w — #) x, 


wihrend die seit Richelot gebriuchlichen Bezeichnungen 4,?=1—4A?, 
1,2 = x? — 2? etc. verwendet sind. Sollen nun die Gleichungen (9) die 
Coordinaten eines Punktes der geodiitischen Linie darstellen, so miissen 
v und w linear abhiingig sein von der Constanten w’ und der Variabeln 
wu; man muss also haben: 
(10) . o=6,,,u+ Bi2W, 

w= B,,u+ By,.u. 
Die hier auftretenden Constanten sowie die Constanten p, g, et?¢m 
der #-Functionen miissen nun noch passend bestimmt werden. Ist 
dieses geschehen, so sind » und w nur mehr von der einen Variabeln 
w abhiingig, und wenn w von — oo bis + oo liuft, so geben die 


o's? 
Gleichungen (9) simmtliche Punkte der geodiitischen Linie. 


§ 3. 
Constantenbestimmung. 


Die vier Constanten B,,,, 8,2, Bo,;, B.,. sind von Weierstrass 
durch die Periodicitiitsmoduln der Integrale, die in den Gleichungen 
(2) und (5) auftreten, ausgedriickt. Diese Bestimmung kann jedoch 
durch eine fiir numerische Rechnung zweckmissigere ersetzt werden. 
Die Berechnung der erwahnten Moduln auf dem Wege der Quadratur 


*) Vergl. Thomae: Sammlung von Formeln, welche bei Anwendung von 
elliptischen und Rosenhain’schen Functionen gebraucht werden, pag. 9, Formel 
101a und Weierstrass a. a, O. pag. 994 und 995. 
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erfordert nimlich schon in giinstigen Fiillen eine grosse Gliederzahl, 
Wir driicken sie daher durch Quotienten von @-Functionen mit ver- 
schwindenden Argumenten aus, indem wir uns eines in dem Werke 
von Clebsch und Gordan: ,,Theorie der Abel’schen Functionen“ 
pag. 331 ausgesprochenen Gedankens bedienen. 

Aus den Gleichungen (6) erhilt man niimlich durch Auflésung 
nach dz, und dz, 


Ne Bove ue (1 — Q? 2%) 
as, —— Q*(ay — 2&4) . Q?(%_ — 2) dw 


dz, - (3 du — YX a * ay) dul 
(#4, — @q) 7%, — 2) 


Differentiirt man jetzt die Gleichungen a) und ec) in (8), fihrt fiir die 
auftretenden Differentiale dz,, dx, die obigen Werthe ein und setzt 


1 ; ; 
dann z,=0, z=, d. h. v=w=0, so gewinnt man die Formeln: 


10 ai vibe 
Ate b det —S Ce © dwet $9 Bi gy 1S aw 
2 @ . 


92°) a(t! e . 2 e %-@ 


9°(5; (51), 1 


, p~-5 —— 2 
2(0) 4 "Fe = dw = 5a VEO An Oe du— 5 Vi Qe hxQs du; 





hy hy 
I G2 


geleitete von @ ~ 9 2) (0 | w) annimmt, wenn man v = w= 0) setut, 


h, oY) ” (js m) 
wahrend @ | I fiir # I: I, (0| 0) gesetzt wurde. 


Lést man diese Gleichungen nach dv und dw auf und vergleicht 
die Coefficienten von du, du’ mit denen der Differentialquotienten der 
Gleichungen (10), so erhalt man: 


Ba a V8 {vintees 9'(19), a8 0° (0 ie 
bal V9 (91).—Va% 9 (1) of, 
bar — LV 2 {v# 95 1),—vateono (19), 
Po VS {veto (1), —V Eo (83),}. 


hierin ist # ( 


(11) 











), der Werth, welchen die nach v gebildete Ab- - 









liiss 


bek 


un 
get 
licl 


( 


s 









zahi. 

ver- 
erke 
nen“ 


sung 


r die 
setzt 


ieln: 


dw ; 


setzt, 


eicht 
| der 











Geoditische Linien. 565 





1 
A hat den Werth 2 “(1 1) (1 ( i) Gi “.. Dieser Werth 





00 
e1 


lisst sich noch fiir die Rechnung bequemer gestalten, wenn man die 


bekannte Formel 
, {01 *{/10 + f0O1 » flO 
(51), (19),-* (01), (14), 


a 01 10) « 
és m8 (05) #({ t) a 00) ) 03) *) beatat 


und @ (5 0)? #(41) mit den von Rosenhain a. a. O. pag. 418 
gegebenen Formeln —, #, 4, @ ausdriickt. Man erhilt dann niim- 


——— 
lich: = — 2x? 9(00 : - 5 oe Um aus diesen Formeln 
i 


die Constanten 6 zu berechnen, ist, wie man sieht, nur die Kenntniss 
von p,q, et ndthig.**) Diese kann man auf ihnliche Weise finden, 
wie man in der Theorie der elliptischen Functionen aus dem Modul x 
den Werth von qg bestimmt. Aus den 9 Gleichungen, die Rosenhain 
pag. 418 seiner schon Ofters erwihnten Abhandlung angiebt, und 
welche die Beziehungen zwischen den Moduln x, 4, @ und den @- 
Quotienten mit verschwindenden Argumenten bestimmen, wahlen wir 
diejenigen drei aus, in welche p, q und et?“ nur in ganzzahligen 
Potenzen eingehen. Zieht man aus diesen die positiven vierten Wurzeln 
und setzt sie in unsere ogg um, so lauten dieselben: 


oy VE 
(12) od o(; 1) Pr is. ‘no 0} 


~ 





2 9 (29 0 ‘2 Q2 


a FE 


@ (°°) a* dy? ey 








*) Thomae a. a. O., p. 17, Formel 146, und Rosenhain a, a. V., p. 433. 
**) Die von Thomae a. a. O., p. 12 angegebenen und p, 19 entwickelten 
Formeln zur Berechnung von p, g, e+" konnten nicht beniitzt werden, da sie 
mir nicht richtig zu sein scheinen. In den dort angegebenen Anfangsgliedern der 
@-Reihen miissen nimlich statt der Glieder 
Qrp? = ptq(e*-+e-2%) und erg? = 2pgt (e477) 
die Glieder 
zptq(e*@+e—4) und 2pq' (e174 e~ 4%) 
stehen, Hierdurch werden aber die Formeln pag. 17 weseutlich geindert. 
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Setzt man in den #-Functionen e* + ¢-*%» = 7, so sind die Anfangs- 
glieder derselben, welche fiir unsere spiiteren Zwecke geniigen : 


® (99) = 14 2p 20+ 2par-+ 2p'+-2g'+2 (pa'+p'a) (°—2)+ + 
# (10) = = 1—2p+2q—2pqr+ 2p'+29'-—2 ( pq'—p'q)(v?—2)+--:, 


(13) 4 49 
a ( 1) = 1—2p—29-+ 2pqr+-2p*+-2g'—2 (pq'+-p'g) (r°—2)+ ++, 





> (1) = 14-2p—2a—2par-+ 2p!-+-2q'-+-2 pg pty) (72) 


Bildet man hieraus und aus (12) mit Thomae die Gleichungen: 


tall [—4=—8oe \_ 4(¢2 9 
hs ite+pty ptr 2), 
(14) 1 = 7 ipePeee = q+ gp'(r — 2), 
oie’ 228 G8 8 oi 
ro 2 tat pty — Pa 


so folgt, wenn man noch gt — p* vernachlissigt*), leicht: 


ae —_ fale __ 
Go* + Po? tr? ’ 
ae | a 
(15) some Qo? + Py? tr? 
ae we 
Pq 


Bestimmt man hieraus den Werth von r, so ergiebt sich a,, vermdge 
der Gleichung a 
(16) et2@n — ers | 


2 a 


Welcher von den hieraus folgenden reciproken Werthen von a,, ge- 


o (5 D) (v | w) 





nommen werden muss, kann aus dem Quotienten — a » der 
a ( (v | w)? 
11 
Qe _ 92 
: +e ; #2 1,2 oy 
. : ; e ®: 
einerseits nahezu gleich — - eee a andererseits gleich V2 sitet ist, 
2 mt 
e¢ —é 


entnommen werden **). 


*) Ueber die Giiltigkeitsgrenzen dieser Formeln verg). § 4. 
**) Vergl. Thomae a. a. O. pag. 13. 
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§ 4. 
Numerische Berechnung einer geodiatischen Linie. 

Die in Gleichung (2) auftretende Constante u’ kann dadurch be- 
stimmt werden, dass man die geodiitische Linie durch einen bestimmten 
Punkt der zy-Ebene gehen liisst. Seine elliptischen Coordinaten sind 
dann «=k, v=-vy,. Dann ist 


— al d(v*) 
w so ° 





? 


Diese Constante verschwindet, wenn man v) mit h, d. h. den An- 
fangspunkt der geodiitischen Linie mit dem einen Endpunkte der 
grossen Axe zusammenfallen lisst. Hierdurch wird die Gestalt der 
Linie nicht particularisirt, wihrend die Rechnung sich vereinfacht, 
indem v = 6,,,u, w=, ,u wird; deshalb sei fiir das Folgende 
diese Voraussetzung gemacht. In den Gleichungen (6) ist dann das 
untere Zeichen zu nehmen, und w’ liegt zwischen k und h. Fiir die 
numerische Rechnung bediente ich mich des Axenverhiltnisses 


6? : (6? — h2): (e2? — hk?) = 3: V2:/Y1. 

Was die in § 2 gebrauchte Substitution anlangt, so sind fiir ihre 
Wahl drei Gesichtspunkte massgebend: einmal muss man trachten, 
die Werthe p, g, ¢ und namentlich den letzten, welcher eine rasche 
Convergenz der #-Reihe am meisten beeintrichtigt, méglichst klein 
zu machen, dann sind diejenigen #-Functionen zu vermeiden, welche 


7 vermége ihrer Bildung mehr Glieder beanspruchen, das sind die Reihen 
mit der Charakteristik i ach und endlich muss man suchen, fiir 
wu und w’ reelle Werthe zu erhalten. Diese drei Bedingungen er- 

2 Be fiillt die oben gewihlte Substitution fiir Werthe von uw’? zwischen 

der pre 4 (k? + h?) und w’? = k?, wihrend man fiir Werthe zwischen 
den Grenzen uw’? = h? und w*? = > (k* + h?) besser 

+" Sieiiban a 

1st, . Pe eo a 


wihlen wird. Begniigt man sich dann mit einer Genauigkeit von 4 
Decimalen, so geniigt die Gliederzahl in den Gleichungen (13) und 
die fiir die Rechnung néthigen Anfangsglieder der @-Functionen und 
ihrer Differentialquotienten sind folgende: 





*) Vergl. Thomae a, a. UO. pag. 19. 
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a (50) (v|w)=2 {a* coswa + fs cos 3wx 
noe (c-4»¢0s (20—w) a+ 2 cos (2v-+w) x) 
+ ra (c-%»2 cos(2v—3w)a-edan cos(2v-+-3w) n) +:: i ’ 
o 01) (o|mym2 fe" sinws — ¢* sn Swe 
ads ot (c-»2sin(2v—w) #— e*2 cos (2v-+ w) x) 
(17) 


(18) 


+p q* (e-Smsin (2v —3w)x—e sn (2v-+-3w) x) +: ? 
10 oJz. 7: 
(ii) w)=2 )p sinva—p sindvx 


1 
—p*gq (c-4»>sin (vo — 2w)x-+ sin (v-+ 2w) x) 


9 
+ p* q(e--sin(3v—2w)x-+ e+ sin (3v-+-2w) x) we 24 , 
00 
® (00) (v|w)=1-+ 2pcos2va+ 2qcos2wa 
+2 pq (e-*»2 cos 2 (v — w) 2+ e242 cos2 (v + w) x) eee 





1 9 1 9 


2 9 
, (10 > Ld . 
a ( 0) man fo’ q (e-42 — c%?) +p‘ q (e734u2 — cans) pons " 


! 1 
Reteied —pq* (e-@»2 — et) + yg" (e842 — e842) — ; f ‘ 


9 1 9 





Wahlt man endlich die specielle geodiitische Linie, die fiir 


wi? = = (kt + he) 


resultirt, so ergeben sich folgende Zahlenwerthe fiir die Constanten: 


o? = 1,7320-5, uw’? = 0,5249.4, x? = 0,5857-8, 
k? = 0,7320-5, A? = 0,4059-4, 


h? = 0,3178-3, 2 = 0,1715-7. 


(1 ry 44 4 ole 
& (; 1), =2% {> —3p*—p*g (e-em) 3p" q(e~ nein) 


1 § § 
, (01 m1 ry ri a See ' 
Lo: (91) ma fa! —34 pa! (eee) Spy (eden ff 
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Die Formeln (12) und (13) ergeben dann die Werthe 
a = 0,8717-8, 
B = 0,9068-8, 
y = 0,8686-4, 

und diese liefern mittelst der Formeln (14) und (15) 


Po = 90,0123 -3, p = 0,0123-2, 
Q = 0,0131-9, q = 0,0131-9, 
ry, = 0,0228-1, r = 140,3160. 


Die Kormel (16) lisst hieraus log et?» — 7,85291*) und log e—?% 
= 2,14709 folgen. 
Mit diesen Werthen erhilt man aus den Gleichungen (18) 


log & (11), = 0,25147, 


log (5 0) §,80319, 


log — 0 (01), — 9,77984, 


log 9 (91), = 0.88857, 
log (—A) = 0,97533. 
Hieraus fliessen mittelst der Gleichungen (11) die Werthe 
B;,, = 0,4288-3, 
Bo, , = 9,3648-3, 


Die Werthe von f,,, und #,,, kénnen im vorliegenden Falle entbehrt 
werden, da « =O ist. Die Logarithmen der in den Formeln (9) auf- 
tretenden Constanten sind dann der Reihe nach: 


log i ae ape = 926726 , 


——. 2 — R®) (u’? — h®) 
log Vo? — 2 / > Mw"). 0,16208, 





logo? — B  E- pa Et = 9,95861. 
Mit diesen Constanten kénnen nun zu jedem Werthe von w die Coordi- 
naten x, y, 2 mittelst der Gleichungen (9) und (17) berechnet werden. 
Die folgende Tafel ist jedoch so angelegt, dass der eine Winkel v als 
unabhingige Veriinderliche genommen und mittelst der aus (10) und 
or _Bedingang u' =0 folgenden Relation 6,,,w = 6,,,0—0 der 


*) Die Logarithmen sind siimmtlich Briggische. 
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zugehdrige Werth von w berechnet wurde. Der Vollstiindigkeit halber 
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sind die entsprechenden Werthe von « ebenfalls notirt. 


Die mit * bezeichneten Punkte sind die Beriihrungspunkte der 
geoditischen Linie mit der Kriimmungslinie yp’. 


sein muss, so erhiilt man die ihnen entsprechenden Werthe von u, 


indem man beachtet, dass in Gleichung (8) b) @ (03) (v|w) verschwindet. 


Da fiir sie x, = 1 





uU 


0 
0,2591.1 
0,5182.1 
0,7773.2 
1,1094.7* 
1,2955.3 
1,5546.4 
1,8137 .5 
2,0728 .9 
2,3319.5 
2,5910.6 
2,8501.9 
3,1092.9 
3,3847. 
3,6275.0 
3,8866.4 
4,1457.3 
4,4048 .0 
4,6638 .9 
4,9230.0 
5,1822.9 
5,412.5 
5,7551. 
5,9595 .0 
6,2185.7 
6,4777.1 











On wm 
i Ge 
20° 17°,015 
40 | 34,030 
60 | 51,044 
85,636 | 72,855 
100 85,074 | 
120 102,09 
140 | 119,11 
160 | 136,12 
180 153,13 
200 170,15 
220 187,16 
240 204,18 
261,27 | 222.27 
280 238,21 
300 255,22 
320 | 272,24 
340 —-| 289,25 
| 360 306,26 
380 | 323,28 
400 =| 340,30 
420 | 357,32 
444,23 | 377,93 
460 | 391,35 
480 | 408,36 
500 425,31 

















fi ed 

| 431607; o- | 0 
| 1,2641.8| 0,2135.7| 0,2121.7 
1,1052.5; 0,4221.7| 0,4107.0 
| 0,8352.2| 0,6136.1) 0,5752.1 
| 0,3469.3| 0,7990.4| 0,6921.2 
0,0336.5| 0,8667.4| 0,6947.0 
—0,3951.5| 0,8623.0| 0,6197.1 
/—0,7623.4 | 0,7909.5| 0,4712.8 
|—1,0342.9| 0,6562.6| 0,2790.6 
|—1,2031.7| 0,4747,5| 0,0694.8 
|—1,2717.3| 0,2572.4| —0,1393.6 
'—1,2406.9| 0,0101.9| —0,3335.2 
| —1,1059 .2| —0,2581 . 1] —0,4967.4 
|—0,8477.4| —0,5458.3 | 0,619.5 
| —0,5363 .0| —0,7712.8 | —0,6424.7 
—0,1536.0| —0,9474.6 | —0,5930.4 
| 0,2307.7 | —0,0308.8 | —0,4667.4 
| 0,5747 2) —1,0144.2| —0,2887.9 
| 0,8439.6, —0,9065.2| —0,0877.6 
1,0361.4, —0,7189.5| 0,1139.4 
1,1446.6| —0,4691.4| 0,2964.6 
| 1,1652.4|—0,1654.4| 0,4485.2 
| 1,0666.7) 0,2434.0| 0,5488.2 
| 0,9310.0| 0,5089.1| 0,5625.6 
0,6897.2) 0,8091.3! 0,5123.1 
| 0,3940.4 | 1,037.1) 0,3934.3 


| 
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§ 5. 
Specielle Falle. 

Fiir den speciellen Fall wu’ = k fiallt die geodiitische Linie mit dem 
Hauptschnitt in der 2y-Ebene zusammen, Denn je mehr sich uw’ dem 
Werthe & nihert, desto mehr riicken die beiden Aeste der Kriimmungs- 
linie von zwei Seiten an den Hauptschnitt heran, und-da die geodiitische 
Linie das Gebiet zwischen diesen Aesten nicht iiberschreitet , so muss 
sie in der Grenzlage mit dem Hauptschnitte selbst zusammenfallen; die 
Gleichung (2) geht dann in die Summe aus einem elliptischen Integral 
3. Gattung und einer Constanten iiber. Aehnliches gilt fiir den Haupt- 
schnitt der yz-Ebene. 

Fiir wu =h hingegen erhilt manu, wie bereits erwihnt, siimmt- 
liche durch die Kreispunkte gehende Linien, wahrend Gleichung (2) 
in die Summe zweier elliptischer Integrale 3. Gattung iibergeht. In 
der bereits in der Einleitung erwihnten Arbeit von Rohn*) wird nun 
diese Gleichung weiter behandelt, und schliesslich finden sich die recht- 
winkligen Coordinaten eines Punktes der Kreispunktslinie durch 
elliptische Functionen zweier Parameter ausgedriickt, die mit einander 
durch eine Gleichung verbunden sind. Nun lassen sich aber diese 
Coordinaten, wie im allgemeinen Falle, direct durch Functionen eines 
einzigen Parameters darstelleu , wenn man sich ahnlicher Formeln be- 
dient, wie sie Rosenhain im Eingang seiner Schrift beziiglich der 
Transscendenten 3. Gattung entwickelte**). Diese Formeln will ich 
im Folgenden angeben, da sie in engem Zusammenhang mit unsern 
Formeln einer allgemeinen geoditischen Linie stehen und auch fiir die 
Rechnung von Vortheil sein diirften. 


Fiir w’ =h wird Gleichung (2) 


(ot — wt) d(u?) e. =. 
uw 7 W? M, haat : 


2 


Mo 


Hiebei bedeutet » =, den Parameter des Schnittpunktes der Linie 
mit der yz-Ebene, wihrend Mj=— (o?— u*)(k? —u*)u? und Nj=(o? —v’) 
-(k?— v?)v? ist. Setzt man in dieser Gleichung wp? = /*?x,, vr? =k’ a,, 
so geht sie iiber in: 


*) Die erste Arbeit, in welcher Formeln zur Berechnung einer solchen Linie 
aufgestellt werden, mag wohl eine aus dem Nachlasse von Jacobi durch Luther 
in Schumachers astronomischen Nachrichten Bd. 41, pag. 210 publicirte Abhand- 
lung sein. 

**) Rosenhain a. a. O, pag. 376 bis 380. 
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pas “a - — #%) da _ 9 
(1 — a®a,) VX (1 — ata) VX, , 
is Ca ; 
X=—a(l—z)(l—#2), = a P= Fri thy = HP My. 


Verbindet man hiermit die Gleichung 


da, dx, 
=U UU. = U 
rt Siz itu =u, 





setzt x = sin am w, 4? — sin? am ¢ und bedient sich im Folgenden 
der bekannten Indicesbezeichnung der vier elliptischen #-Functionen*), 
so erhilt man leicht die Gleichung: 





2 mT i g 21(m — 8) By (Up — 2) O,(w' + 8) ix — ()*# 
(uw) gray + 318 Sepa eme Eye + )- 
Hieraus folgt, wenn man zur Abkiirzung (wu — w’) = “ =v und 

3 
Oi (w+e) 
9,(w—e) ~? setzt, 
e? = —@ Dy (Uy — 8) By (Ug— €) 


8 (Uy F 8) (a+ e) 
Wendet man nun auf diese Gleichung die Additionsformeln an, oder 
transformirt man kiirzer die von Rosenhain pag. 379 unter Nr. 27 
und 380 unter Nr. 28 gegebenen Formeln, indem man daselbst oer 
und statt e~° iiberall — ge—* setzt, so folgen die Formeln: 
—— __ 9(2) ee °F, (uw — 2) — e°O, (w+ 2) 
6 V2), — (2) ge" H(u— es) + e’@(ute) ’ 
2 a, aa ee (2) oe ° O,(w — 2) — e? O,(u + &) 
my V( %;)( Xo) #(e) oe (wu — s) +e’ @(u + «) ? 








Sl ai —daj~ 36) 2a — 9) ~ $e t 9 
ba 





Oe) ge" @u—) +e a(ute) ’ 
PN (ELT ae hee. & (0) #2 (2) 5(2)Ve be 23, (u) =a 
V (1—A?a,)(1—A?z,) = “BH _(0) 5 (0), (2) oe °# (w—s) +e o(u-+e) 


Wendet man dann auf die Gleichungen (4) uw? = v? =k? an und 
fiihrt aus obigen Formeln die hiedurch auftretenden symmetrischen 
Functionen von %,, 2, ein, so ergiebt sich fiir die rechtwinkligen 
Coordinaten eines Punktes der geoditischen Linie: 


*) Vergl. Jacobi, Werke, neue Ausgabe, Bd, I, pag. 501. Oder Rosen- 
hain a, a, O. pag, 368. 

**) Diese Gleichung stimmt bis auf die Bezeichnung mit der von Rohn 
a, a. O. entwickelten iiberein. 
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pe File) 0H (Ue) — Cue) 
Os) ge @U— 2) + eH (u+ 8)’ 

y = h? —h* 4, (e) 3 (e) O(0) Vo : 24; (w) 

y <1 8, (0) (0) (2) e°O(u—s) fe’ O(ute) ’ 

peeaperinitlity, Met t 

B(e) ge" H(w—e) +e? H(u+ 8) 





e= Vk? — h? 


Hierdurch sind, wie im allgemeinen Falle, die rechtwinkligen 
Coordinaten durch die eine Variable w ausgedriickt. 
Eine Vereinfachung erfahren diese Formeln noch, wenn man die 
Linie durch den Endpunkt der mittleren Axe gehen liisst, wodurch 
1 
dz 


dieselbe nicht specialisirt wird. Dann ist nimlich w = K = Vz” 


0 


as 13 und g@=1. Fiir die in der Formel von y 


somit v = (K — u) > (e) 


auftretende Constante cogil sich dann leicht ein vereinfachter Werth, 
so dass man hat: 


o 8, (2) e °O(u—e) — ce? (we) 
k @ (e) e's (u a, s) +e’ (w+ 8) ? 
_ 241 (4) 
e °#(u— 2) ec H(u+ 2) ’ 
— je (2) €~°,(w—e) —  O,(u+e) | 


C= 





y=hYor—h? c 9, (8) - 


ams Fe) eo" au—s) +e out &) 
§ 6. 
Gleichungen fiir eine Enveloppe geodatischer Linien und Discussion 
derselben. 


An die bereits in der Einleitung erwihnte Bemerkung von Jacobi, 
dass ein Biischel geoditischer Linien auf positiv gekriimmten Flichen 
im Allgemeinen eine Enveloppe besitzt, ankniipfend, hat 0. Bonnet*) 
gezeigt, dass dies bei allen geschlossenen positiv gekriimmten Flichen 
eintreten muss. Auf solchen Flichen sind also dann alle geodiitischen 
Linien nur bis zu einer gewissen Grenze, niimlich bis zum Beriihrungs- 
punkte mit ihrer gemeinsamen Enveloppe kiirzeste Linien. Fiir das 
dreiaxige Ellipsoid liisst sich eine solehe Enveloppe auf folgende Art 
durch Gleichungen bestimmen: 

Setzt man den Werth der Constanten wu’ in Gleichung (2) § 1. 


*) Sur ied propriétés des lignes géodésiques. Comptes rendus de 
YAcadémie des Sciences de Paris, t. 40, pag. 1311— 1313. 
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dadurch fest, dass man die geodiitische Linie durch den Punkt p = u,, 
v =v, gehen liisst, so nimmt die Gleichung die Gestalt an: 


ig y? 
(19) J Se). ug f sae | 


2 


Mo 


Hier hat man sich des unteren Zeichens zu bedienen, wenn u 
und v zugleich wachsen oder abnehmen, des oberen im Gegenfalle. 
Da durch den Parameter w?, der in M und N auftritt, die einzelnen 
Linien des Biischels mit dem Mittelpunkte u,, v, individualisirt sind, 
so hiitte man obige Gleichung nach uw’? zu differentiiren und aus dem 
Differential und der vorliegenden Gleichung uw’? zu eliminiren, um die 
Gleichung der Enveloppe in elliptischen Coordinaten zu erhalten. Die 
durch Differentiation resultirende Gleichung ist: 


y? 


¢ : 

20) F— Se) — | LF — A) dle) 

“ (uw? — w*) M (uw? — »?) N 
2 a. 


° 


= 0 


und da eine Elimination natiirlich explicite nicht médglich ist, so 
miissen uns die beiden Gleichungen (19) und (20) miteinander die 
Curve bestimmen. 

Aus dem Biischel geoditischer Linien greifen wir jetzt eine heraus, 
fiir welche uw’ zwischen den Grenzen vy = 0 und v =h liegen mige, 
dann ist » >, und lisst man die Linie von einem Punkte be- 
schreiben, der seine Bewegung in A beginnt, so wird, welche Werthe 
auch gw durchiiuft, das erste Integral in (20) sein Zeichen beibehalten, 
da es fiir die angenommenen Grenzen von mw weder Null noch un- 
endlich werden kann. Setzt man also den Anfangswerth beider Inte- 
grale als positiv voraus und liisst den die Linie beschreibenden Punkt 
von A gegen den Hauptschnitt der mittleren und kleinen Axe empor- 
steigen, wihrend er sich zugleich dem Hauptschnitte der grossen 
und kleinen Axe nihert, (in der Pfeilrichtung von A nach B in Fig. 2), 
so nimmt anfangs uw gegen h und v gegen 0 ab, die beiden Integrale 
haben also gleiches, positives Zeichen, und folglich ist in (19) das 
obere Zeichen zu nehmen. Wahrend nun das erste Integral stets 
positiv bleibt, wichst das zweite von Null fiir v = % beginnend bis 
+ oo*) (fiir v=’, Punkt B in Fig 2.), springt in diesem Punkte 
auf -- 0 tiber und langt in y= vy,’ (Punkt C) mit dem _positiven 





*) Das Integral wird in Folge des Factors Were: waar fir »=w’' unstetig 


(u'* — »! 


und zwar von der Ordnung ; , somit wechselt es in diesem Punkte sein Zeichen 


und springt von + © auf —  iiber. 
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s 
. ~ 
7 Periodicititsmodul J,—2 {49% ) an, Hierbei bedeutet 








(u@—w*) N 
vo =v, den andern Zweig der Kriimmungslinie v), auf welchem der 
Ausgangspunkt A nicht liegt. 
Zwischen v = uw’ und v = vy, hat also das zweite Integral negative 


ul Werthe; die Gleichung (20) kann also nur fiir solehe Werthe von v 
lle. befriedigt werden, welche nach der Culmination der Linie in v= w 
nen und vor Erreichung der Kriimmungslinie v,' liegen, also liegt der Be- 
nd, riihrungspunkt X der betreffenden geodiitischen Linie mit ihrer Enve- 
lem §— loppe zwischen diesen Grenzen. 

die Unter allen Linien, die von A ausgehen, befindet sich eine, die 
Die die Kriimmungslinie v) in A beriihrt, fir sie ist also w’ = 3; ich 


behaupte, ihr Beriihrungspunkt mit der Enveloppe tritt dann ein, 
wenn die Linie den zweiten Ast », der Kriimmungslinie tangirt. Denn 
nimmt man w’ wenig verschieden**) von », so liegt, wie eben gezeigt, 
der Beriihrungspunkt dieser Linie mit der Enveloppe nach v = w’ und 
vor v==v,. Nihert sie sich also der in A tangirenden Geodiitischen, 


, 80 so riickt w’ dem v, =v, unendlich nahe, und folglich nihert sich 

die der Beriihrungspunkt X zugleich mit dem Punkte B immer mehr dem 

Punkte C auf der Kriimmungslinie »,’, um in der Grenze mit ihm auf 

raus, vy zusammenzufallen. Das Gleiche gilt natiirlich auch fiir jene geodii- 

10ge, tische Linie des Biischels, welche in A die Kriimmungslinie u = p, 

7 os beriihrt; ihr Beriihrungspunkt mit der Enveloppe tritt dann ein, wenn 
erthe 


die geodiitische Curve den zweiten Ast uw,’ tangirt. 
ten, Nun scheiden aber diese beiden Geodiitischen das Biischel in A 
un- gleichsam in 4 Quadranten, und da jede mit der Kriimmungslinie a, 








Inte- oder »,, wie unmittelbar einzusehen, zwei Beriihrungspunkte haben 
unkt wird, da sie nach zwei Richtungen von A ausliuft, so sind hierdurch 
npor- 4 Enveloppenpunkte bestimmt, die analog den vier Quadranten die 
ossenl Kinhiillende in vier Theile scheiden werden. In der That: in jedem 
g- 2), solechen Punkte schliesseu sich zwei Zweige der Enveloppe tangential 
ograle an die Kriimmungslinie mu, resp. v)’ an, da man von A aus zu der 
}) das im Ausgangspunkte beriihrenden Curve zwei***) in verschiedene 
a Quadranten auslaufende, ihr unendlich benachbarte Linien ziehen 

is CN 
onkte *) Diesen Modul kann man durch partielle Integration so umgestalten, dass 
‘itiven er fiir » =’ nicht mehr o wird; man erhiilt dann: 

2 f° » (o2 — »*) (h? — v*) + (6? — 4) (# — 9?) 

JIo= —— ——____— « d(v*), 

nstetig u / Vu? — v2 V (a? — v2) (k2 — v2)3 (2 — 0298 
Ye 

eich und da uw’ < », ist, so muss Jy positiv sein. 


**) Vergl. v. Mangoldt, a. a. O. pag. 48, Anmerk. 
***) Vergl. § 1. am Ende. 
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kann, welche sich von zwei verschiedenen Seiten her an sie anschliessen 
(vergl. Fig. 2). Diese vier Punkte sind massgebend sowohl fiir die 
Gestalt als auch fiir die Lage der Enveloppe. Wir haben also zuniichst 
ihre gegenseitige Stellung in’s Auge zu fassen. 


§ 7. 

Aufstellung eines allgemeinen Satzes iiber die Lage des Beriihrungs- 
punktes einer geoditischen Linie mit ihrer Enveloppe und Gestalt 
der letzteren. 

Wir ee vorerst folgende Ungleichungen : 


(a) —uwdiu <2f o? — v? d(v?) 
em oe eae —h?) es (le — v®) (v0 — je? 


wo 0< w% e h ist ; 
- 


(b) 2 Voz — u? d(u*) — ; <2 d(v?) Voz — v2 
View — wept | VHA Hae) 9” 


Me 








wok>u, fr h ist. 


Dabei sind die Integrale so zu verstehen, dass die Integrationsvariable 
von der untern Grenze beginnend, die obere umliuft und wieder nach 
ihrem Ausgangspunkte zuriickkehrt. 

Um die erste Ungleichung zu beweisen, vergréssern wir das Inte- 
gral links, indem wir statt //o2 — u? Yo? — h? setzen, wihrend wir zur 
Verkleinerung des zweiten statt /o2 — v? )/o? — v,? einfiihren. Hier- 
durch gehen die beiden Integrale in elliptische der ersten Gattung tiber. 
Um diese beziiglich ihrer Grésse zu vergleichen, setzen wir links 

w= a 7S ae — Y und rechts v2? = az ao = ; 
dann gehen sie beide in vollstiindige Integrale mit dem niimlichen 


2 2 2 . . . 
Modul x? = sie =" iiber und anterscheiden sich nur durch die 


constanten Factoren, so dass man mit Benutzung der Jacobi’schen 
Bezeichnung fiir das vollstiindige Integral erster Gattung hat: 
2 ot — hh? 2 ot — v,? 
WV aoe 1 V Bae * 
was unmittelbar einleuchtet, da v, << h vorausgesetzt wurde. Also 
muss um so mehr obige Ungleichung (a) bestehen. 
Zum Beweise der zweiten Ungleichung sei das Integral links ver- 


gréssert, indem man statt //o? — wu? Yo? — u,? einfiihrt, und das 
Integral rechts verkleinert, indem man an Stelle von )/o? — v’ 


Vo? — h? setzt. Macht man dann resp. die Substitutionen 
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ssen oe I? wo? ro  » ep 
die fe IEP —ay Foes 
chst so erhilt man, wie oben, zwei elliptische Integrale mit dem gleichen 
h?(k® — Wo?) : : ‘ 
Modul x? = = 2 — he) , und es besteht die Ungleichung: 
2 r—- .- ) oe —h 
ngs- eV Ba A <a) woe *, 


tal piel. , , . 
- da uy > h ist. Somit ist auch die Richtigkeit der zweiten Ungleichheit 


um so mehr einleuchtend. 
Verfolgt man jetzt die geodiitische Linie, welche », im Ausgangs- 
punkte A beriihrt, indem man den Zweig betrachtet, der von A auf- 
jee? warts tiber den Hauptschnitt der grossen und kleinen Axe emporsteigt, 
so wird die eine Coordinate v des die Linie beschreibenden Punktes 
von v=, tiber vy =O nach v=», laufen (vergl. Fig. 2), um »,’ 
in A’ zu tangiren, das zweite Integral in Gleichung (19) hat dann 

0 


, 2 “3 : . 
2) 9! den Werth 2 od erlangt; inzwischen muss 
Vie— ¥) (i? - — v) (v%?— v?) v? 


2 


aber die andere Coordinate des Punktes von w = uw, tiber wu = h und 








able w#=k nach w=, gelangt und diesen Werth bereits iiberschritten 

ach haben, da der bis zu ‘ =u, erlangte Integralwerth 

inte- ea d(u?) 

r zur Vie — w + (u® — vo?) (u?— h®) w? 

lier- 

iber. nach der ersten tiniteasians in (20) noch kleiner ist als 

inks : . 

2) Voz— v2 

‘y) | wae 2— y2) (h? — v2) 92? 

chen ; 
2 den er doch eth soll. Also kann der Beriihrungspunkt der 
aie 


geoditischen Linie mit v,', d.h. der eine dieser vier ausgezcichneten 
chen Enveloppenpunkte, erst dann auftreten, wenn die Linie wu, (von oben 
kommend) bereits durchsetzt hat*), 

Genau ebenso zeigt sich, wenn man jenen a" der Linie in’s 
Auge fasst, der von A abwirts dem Hauptschnitte der grossen und 
Also mittleren Axe zustrebt, dass derselbe von unten kommend 4,’ bereits 
durchsetzt hat, bevor er v,' beriihrt. Die beiden Beriihrungspunkte der in 


vor *) Dieser Satz stimmt mit einem erst vor Kurzem in einer Abhandlung: 
das »Ueber Fadenconstructionen des Ellipsoides‘‘, diese Annalen Bd. XX, pag. 160, 
“a von Herrn Staude verdéffentlichten iiberein, Er war mir schon lange Zeit be- 


kannt, und da mein Beweis sich wesentlich von dem dort pag. 161 gegebenen 
unterscheidet, so erlaubte ich mir, ihn mitzutheilen. 
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A die Kriimmungslinie v, tangirenden geodiitischen Linie mit v,) oder 
die Beriihrungspunkte der Enveloppe mit dieser Kriimmungslinie liegen 
somit zu verschiedenen Seiten der Kriimmungslinie u,'. 

Fasst man ferner jene Curve in’s Auge, welche uw, im Ausgangs- 
punkte beriihrt, und zwar den Zweig derselben, welcher sich von A 
gegen den Hauptschnitt der mittleren und kleinen Axe erstreckt, so 
muss uw, bis es die Linie uw, tangirt, von mw, tiber k nach uw, gegangen 
sein; somit hat das erste Integral in (19) den Werth 


ke 
d(ut\ Vout 


62 — nu? 
a im 1 thew 
J VF — ww = wo!) ( — 


2 
Ho 








erlangt. Damit nun aber auch das zweite Integral den gleichen Werth 
bekommt, darf » von v, iiber 0 und hk laufend den Werth v,’ noch 
nicht erlangt haben, da sonst das Integral auf 


r 


2 ee Ver —o 
V (k® — v2) (h® — v2) (ug? — v2) v® 
0 


angewachsen wiire, welcher Werth nach der zweiten Ungleichung in 


(21) grésser als 
of, u®) Vo®—u* 
Vile — = rm — mg?) (u? — he) we? 


ist. Also tritt der fragliche Beriihrungspunkt der Linie mit wu,’ ein, 
bevor sie v, schneidet. Ganz ebenso folgt, dass der zweite Zweig der 
Linie, welcher von A gegen den Hauptschnitt der grossen und kleinen 
Axe strebt, uw, beriihrt, bevor er v, erreicht. Also liegen auch die 
zwei Beriihrungspunkte der Enveloppe mit uw, zu verschiedenen Seiten 
von Vy. 

Da nun die geoditischen Linien des Biischels continuirlich auf 
einander folgen, so sind diese vier charakteristischen Punkte durch 
vier Zweige mit eimander verbunden und zwar zu einer idhnlichen 
sternférmigen Figur wie auf den Rotationsellipsoiden. Je ein solcher 
Zweig kommt durch alle diejenigen Linien zu Stande, welche von A 
aus in einen der oben erwihnten vier Quadranten eintreten. Dabei 
ist nach diesen Betrachtungen klar, dass siimmtliche geodiitische 
Linien, die eine Kriimmungslinie des Systemes v tangiren, ihre Enve- 
Joppe erst dann beriihren, wenn sie den Werth uw, iiberschritten 
haben, dass hingegen zwei unendlich benachbarte Linien des ersten 
Systems, welche eine Kriimmungslinie uw beriihren, schon zusammen- 
treffen, bevor sie noch v, erreicht haben. Die Linie durch die Kreis- 
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oder punkte, welche zu beiden Systemen gehiért, geniesst natiirlich auch 
egen beide Eigenschaften. fa 
Geht eine geoditische Linie von einem Punkte der Kriimmungs- 
ngs- linie w, oder v, aus, beriihrt dann w’, das zum einen oder andern 
a System gehéren kann, durchschneidet w, resp. v, abermals und er- 
, 80 streckt sich bis zum zweiten Aste der Kriimmunglinie u,' oder v,, so 
igen nenne ich das so beschriebene Stiick der Linie ihre halbe Periode*) 
(Fig 2 das Stiick ABD). Mit Einfiihrung dieser Bezeichnung kann 
man dann die durch obige Untersuchung gewonnenen Resultate in 
folgendem Satze vereinigen: ,, Alle geoddtischen Linien eines Ellipsoides, 
die von einem Punkte ausgehen, bilden eine Enveloppe und zwar treffen 
die Linien des ersten Systems ihre Enveloppe vor Vollendung ihrer 
rerth halben Perioden, wéhrend dies fiir geodétische Linien” des zweiten 
a Systems erst nach Vollendung ihrer halben Perioden eintritt.“**) 
§ 8. 
Grenzen, bis zu welchen die drei Hauptschnitte des Ellipsoids kiirzeste 
Linien sind. 
_— Bezeichnet man der Kiirze halber die drei Hauptschnitte mit ihren 
= elliptischen Coordinaten (vergl. § 1.) und verlegt den Biischelmittel- 
punkt A in irgend einen Punkt des Axenschnittes w =k, so ist die 
Lage dieses Punktes auf demselben durch einen gewissen Werth », 
bestimmt. Die v, im Ausgangspunkte beriihrende geodiitische Linie 
tangirt dann y, nach Vollendung ihrer halben Periode, die Enveloppe 
ein, liegt symmetrisch in Bezug auf den Axenschnitt, zwei ihrer Spitzen 
g der befinden sich auf demselben, wihrend die andern zwei auf »,’ liegen. 
einen Riickt A in den Endpunkt der mittleren Axe, so fallen », und »,’ 
h die mit v = 0 zusammen, und die zwischen ihnen sich bewegende geodii- 
Seiten tische Linie geht in den Axenschnitt selbst iiber, derselbe ist daher 
geoditische Linie; da er aber seine Enveloppe nach Vollendung seiner 
h auf -halben Periode, das heisst nachdem er uw = k durchsetzt hat, beriihrt, 
durch so ist er in einer Ausdelmung hiirzeste Linie, die grisser als die halbe 
lichen Peripherie der von ihm ausgeschnittenen Ellipse ist. Da ferner fiir 
olcher dieselbe Lage von A wy mit uw =k zusammenfiallt, diese Linie aber 
von A vor Erreichung der halben Periode die Enveloppe beriihrt, so ist der 
Dabei Axenschnitt w =k in einer Ausdehnung kiirzeste |Linie, die kleiner 
itische als der halbe Ellipsenumfang ist. 
Enve- *) Vergl. meinen Aufsatz a, a. O. pag. 558. 
aritten **) Dieser Satz entspricht genau dem in meinem Aufsatze pag. 561 fiir beide 
ersten Rotationsellipsoide gegebenen. Das dreiaxige Ellipsoid besitzt eben zwei Systeme 
mmen- geoditischer Linien, wovon das eine die Eigenschaften der Linien auf dem ver- 
Kreis- lingerten, das andere die der Linien auf dem abgeplatteten Ellipsoide geniesst. 
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Wandert jetzt A auf »==0 weiter, so wird seine Lage durch 
eine gewisse Kriimmungslinie mw, festgelegt, und die Grenzpunkte, 
bis zu welchen die mw, beriihrende Geoditische kiirzeste Linie ist, d. h. 
die auf ihr liegenden Enveloppenspitzen treten stets auf, bevor sie 
v = wieder trifft. Langt daher A im Endpunkte der kleinen Axe 
an, so folgt, dass der Hauptschnitt « —h von diesem Punkte aus 
gerechnet in einer kleineren Ausdehnung kiirzeste Linie ist als der 
halbe Ellipsenbogen betriigt, wihrend der Schnitt v = 0 die nimliche 
Eigenschaft behielt, die er fiir den Endpunkt der mittleren Axe als 
Ausgangspunkt der Linien besass. 

Riickt der Biischelmittelpunkt auf # =—h gegen den Endpunkt 
der grossen Axe, so wird seine Lage bis zum Kreispunkte durch eine 
Coordinate v = v, bestimmt, und die Greuzpunkte der v, bertihrenden 
Linie liegen also nach Vollendung der halben Perioden, d. h. nachdem 
die Linie bereits v = h wieder durchschnitten hat, wihrend die beiden 
andern Spitzen dem Hauptschnitte angehdren und so liegen, dass der- 
selbe stets in einer kleineren Ausdehnung kiirzeste Linie ist, als die 
halbe Ellipsenperipherie; er rechnet ja von v=O bis y=—h zum 
Systeme der Kriimmungslinien uw. Dabei zeigt sich ferner, dass die 
Enveloppe sich immer mehr zusammenzieht, bis A den Kreispunkt 
erreicht, in welchem Falle siimmtliche Geodiitischen des Biischels A 
durch den entgegengesetzten Kreispunkt laufen, welcher dann die 
Enveloppe repriisentirt. 

Bewegt sich A noch weiter gegen den Endpunkt der grossen 
Axe, so wird seine Lage durch einen Werth uw =u, festgelegt, und 
folglich liegen die Spitzen auf der mw, tangirenden geodiitjschen Linie 
stets vor Vollendung der Periode, d. h. bevor sie w = h zum zweiten 
Male trifft, wihrend « =; in einer die Liinge des halben Ellipsen- 
bogens iibertreffenden Ausdehnung kiirzeste Linie ist, da dieser Haupt- 
schnitt vom Kreispunkte bis zum Endpunkte der grossen Axe der 
Schaar der Kriimmungslinien v angehirt. 

Fallt endlich der Biischelmittelpunkt mit dem Endpunkte der 
grossen Axe zusammen, so folgt, dass w = k in einer Liinge kiirzeste 
Linie ist, die die halbe Ellipsenperipherie nicht erreicht. 


Fassen wir diese Resultate in einen Satz, so folgt: ,Die beiden 


Hauplschnitte der grossen und mittleren, der mittleren und kleinen Axe 
sind von irgend einem ihrer Punkte aus gerechnet in einer Ausdehnung 
kiirzeste Linien, welche beziiglich die halbe Ellipsenperipherie (dieser 
Schnitte) nicht erreicht oder iibertrifft. Der Axenschnitt der grossen 
und kleinen Axe hingegen iibertrifft als kiirzeste Linie aufgefasst die 
halbe Ellipsenperipherie an Liinge, wenn man von einem Punkte aus 
euhlt, der dem durch zwei Kreispunkte begrenzten Stiicke angehért, 
welches den Endpunkt der grossen Axe enthiilt, wiihrend er von seinen 
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iibrigen Punkten aus gerechnet in einer Linge, kleiner als der halbe 
Ellipsenumfang , kiirzeste Linie ist.“ *) 
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§ 9. 
Bestimmung der Enveloppe durch hyperelliptische Functionen. 


Will man Gleichungen, um die einzelnen Punkte einer Enveloppe 
rechnerisch zu bestimmen, oder will man mit andern Worten angeben, 
wie weit irgend eine vorgelegte geodiitische Linie, von irgend einem 
Punkte aus gerechnet kiirzeste Linie ist, so kann man sich diese leicht 
folyendermassen verschaffen. Fasst man niimlich die Gleichungen 


in’s Auge: 
2 ‘ 2 
a) | ~— 4 7 he aco) 


Fa(u®) (2 — 2) (ot) (@— 99) ye 
b) fi (u? — »’*) M +f (?—)N > 
R 


von denen die erste mit Gleichung (5) iibereinstimmt, wiihrend die 
zweite mit Gleichung (19) zusammenfillt, indem die Constante «” nur 
von der Wahl des Ausgangspunktes abhiingt, so kann man mit Hilfe 
von a) die zweite Gleichung, die aus zwei hyperelliptischen Integralen 
zweiter Gattung besteht, in die Form bringen: 


0 log 0 (v | w) 0 log @ (v|w) 
8) Av} Aiea OO (6 Or) _ oa 


ov ow 


v und w hingen durch die Gleichungen (10) von u ab. Die Con- 
stanten lassen sich durch #-Quotienten mit verschwindenden Argu- 
menten ausdriicken in Verbindung mit den Gréssen B,,, des § 3.***) 

Giebt man nun einen bestimmten Werth von yw’, d. h. wiblt man 
eine geodiitische Linie des Biischels aus, so sind damit die Constanten 
in Gleichung (23) bestimmt. Lost man daher diese Gleichuyg nach u 
auf und fiihrt den gefundenen Werth uw, in die Gleichungen (9) der 
geodiitischen Linien ein, so hat man die rechtwinkligen Coordinaten 
des Bertthrungspunktes der Linie mit ihrer Enveloppe. 


*) Diesem Satze entspricht ein iihnlicher fiir die beiden Rotationsellipsoide, 
lautend: ,,Der Aequatorkreis eines verlingerten Ellipsoides ist in einer Aus- 
dehnung, kleiner als der Halbkreis, der Aequator eines Sphiiroids aber in einer 
Linge, grisser als derselbe, kiirzeste Linie. 

**) Weierstrass a, a. O. pag. 995 giebt eine Ahnliche Gleichung zur Be- 
stimmung der Linge eines geoditischen Bogens. 

***) Vergl, L. Schleiermacher: ,,Ueber die Bewegung eines schweren 
Punktes auf dem verlingerten Rotationsellipsoide. Inauguraldissertation, Erlangen, 
pag. 18, 
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§ 10. 
 Geodatische Linien auf dem zweischaligen Hyperboloide. 

Auf dem zweischaligen Hyperboloide giebt es, wie auf dem 
Ellipsoide, zwei Schaaren Kriimmungslinien, die von den confocalen 
Ellipsoiden und den einschaligen Hyperboloiden ausgeschnitten werden; 
die elliptischen Coordinaten eines Punktes: der Fliche sind somit nach 
den Gleichungen (1) 6 und mw, wihrend vy constant bleibt*). 

Die von den einschaligen Hyperboloiden ausgeschnittenen Kriim- 
mungslinien durchziehen die ganze Fliche und kénnen analytisch 
durch das Unendliche von einem Mantel auf den andern fortgesetzt 
werden, wihrend die Kriimmungslinien des andern Systems geschlossene 
Curven sind, die auf je einem Mantel verlaufen. Fir 6 =u =k er- 
halt man den Axenschnitt 2 = 0 (vergl. pag. 559), d. h. derselbe gehdrt 
den Kriimmungslinien beider Systeme an, wihrend das eine System 
durch die Kreispunkte in das andere iibergeht. Analytisch besteht 
also zwischen den Verhiltnissen auf dem Hyperboloid und dem Ellipsoid 
beziiglich der Kriimmungslinien kein Unterschied. Dasselbe gilt, wie 
man sich leicht tiberzeugt, von den geodiitischen Linien. Die Differential- 
gleichung derselben ist: 

(ot — vt) d(o? . (nt — 9%) d (ut? 
(é- “ (6*) 3 (w a (u*) ont, 
S82 aus (6? — k?) (6? — p ?) (oe? —h?) (o?— v*) oe, 
M? = (u?— k*) (yu? — w’?) (u? — h?)(u? — 2”) p?. 
Sie zeigt, dass jede geodiitische Linie auf der einen Flichen- 
halfte nach zwei Richtungen hin in’s Unendliche liuft. Einer der 
beiden Zweige beriihrt seine zugehérige Kriimmungslinie w = uw’ oder 
o6=wp auf derselben Flichenhilfte, wo er beginnt, wiihrend der 
zweite durch’s Unendliche fortgesetzt den andern Ast der Kriimmungs- 
linie auf dem zweiten Flichenmantel tangirt. Betrachtet man also 
die beiden Flichenmintel als zusammengehirig, so oscilliren die Linien 
ebenso um die Fliiche wie im Falle des Ellipsoides. 

Da nun uw’ =k werden kann, so wird es auch eine Linie geben, 
die die Kriimmungslinien der beiden Systeme zugleich berthrt, was 
nur im Kreispunkte eintreten kann, und da ferner us fiir alle Punkte 
der Geodiitischen constant bleibt, so folgt, dass auch auf dieser Fliche 
die von einem Kreispunkte auslaufende Linie durch den entgegengesetzten 
Kreispunkt gehen muss. Daraus ist es aber evident, dass sich zwei 
unendlich benachbarte geodiitische Linien, die von einem Kreispunkte 





wo: 





*) Durch Herrn F. Klein wurde ich aufmerksam gemacht, dass es eine 
Collineation giebt, welche ein zweischaliges Hyperboloid und die geodiitischen 
Linien auf ihm in ein Ellipsoid mit seinen geodiitischen Linien verwandelt, woraus 
dann unmittelbar die Uebereinstimmung der folgenden Resultate mit den fiir das 
Ellipsoid gewonnenen ersichtlich ist. 
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auslaufen, niemals auf dem Flichenmantel schneiden kénnen, auf 
welchem der Ausgangspunkt liegt. Dieser Satz wurde von Herrn 
v. Mangoldt in dem bereits in der Einleitung erwihnten Aufsatze 
durch Transformation der Gleichung (24) mit elliptischen Functionen 
(was fiir w —k méglich ist) avalytisch bewiesen*). Nach seiner Be- 
zeichnung sind dann die Kreispunkte Punkte erster Art, wahrend er 
unter Punkten zweiter Art solche versteht, durch welche zwei unend- 
lich benachbarte geodiitische Linien gehen, die sich treffen, bevor sie 
das Unendliche erreichen. 


§ 11. 


Grenzcurve auf. dem Hyperboloid fiir den Bereich der Punkte, die zu 
Enveloppen Anlass geben. 


In meiner bereits mehrfach erwaihnten Abhandlung habe ich darauf 
aufmerksam gemacht, dass beim zweischaligen Rotationshyperboloide 
der Fall eintreten kann, dass die ganze Enveloppe, die ja immer existirt, 
wenn man die beiden Flichentheile als zuf&mmengehdrig betrachtet, 
ganz auf dem zweiten Flichenmantel liegt, der den Biischelmittelpunkt 
der erzeugenden geodiitischen Linien nicht enthalt. Im gewéhnlichen 
Falle hingegen liegt die dem Ausgangspunkt zugekehrte Spitze mit ihm 
auf demselben Mantel, wihrend die andern drei sich auf der zweiten 
Flichenhilfte befinden. Der Zwischenfall ist natiirlich dann vorhan- 
den, wenn die dem Biischelmittelpunkt zunichst gelegene Spitze gerade 
auf den unendlich fernen Kreis der Fliche fallt. Der Biischelmittel- 
punkt, der zu einer sulchen Enveloppe Anlass giebt, wird dann wegen 
der Symmetrie der Fliiche stets auf einem gewissen Parallelkreise r, liegen, 
fiir dessen Berechnung ich damals eine Integralgleichung aufstellte**). 

Herr von Mangoldt fasst nun in der angefiihrten Abhandlung 
nur einen Mantel der Fliiche ins Auge und betrachtet nur diejenigen 
Schnittpunkte unendlich benachbarter geoditischer Linien, welche auf 
demselben Flaichentheile mit dem Biischelmittelpunkte liegen. Deshalb 
ist fiir ihn der erwihnte Parallelkreis die Grenze, welche die Punkte 
erster und zweiter Art von einander trennt. Die Punkte erster Art 
liegen in dem den Scheitel der Fliche einschliessenden Theile, wiihrend 
die zweiter Art in dem fiussern Raume liegen. Der Radius dieses Grenz- 
kreises r, findet sich a. a. O. pag. 40 durch Einfiihrung elliptischer 
Functionen berechnet, Die hierzu verwandte Gleichung unterscheidet 
sich nicht wesentlich von der erwihnten Gleichung in meinem Aufsatze. 

Nun iiberzeugt man sich durch ihnliche Betrachtungen wie beim 
dreiaxigen Ellipsoide leicht, dass der Verlauf der Enveloppe auf dem 
dreiaxigen Hyperboloide mit zwei Mantelfliichen wenig verschieden ist 


*) v. Mangoldt a. a. O. pag. 49 —52, 
**) A. a. O. pag. 564. 
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von dem Verlauf derselben auf dem Rotationshyperboloide, so dass also 
auch auf jener Fliiche eine Grenzcurve fiir die Lage der Punkte erster 
und zweiter Art existiren wird*). Die ungefihre Gestalt dieser Curve 
bei verschiedenen Axenverhiiltnissen der Flache wurde von Herrn 
v. Mangoldt angegeben. Es liisst sich aber auch, und zwar aus- 
gehend von denselben geometrischen Betrachtungen, die ich friiher fiir 
das Rotationshyperboloid angestellt, eine Gleichung zur Bestimmung 
dieser Curve angeben. 

Wie bei der Rotationsfliiche, so erhilt man auch hier die Punkte 
-der Grenzcurve, wenn man fragt, welche Punkte als Biischelmittel- 
punkte geoditischer Linien genommen, Enveloppen erzeugen kénnen, 
deren dem Ausgangspunkte zuniichst gelegene Spitze gerade auf der 
unendlich fernen Kriimmungslinie der Fliche liegt. Diese Kriimmungs- 
linie gehért natiirlich zum Systeme 6. Die Spitze muss aber auch noch 
auf einer andern Kriimmungslinie, niimlich auf uw,’ liegen, wenn uy 
den Zweig von mw, bedeytet, auf welchem der Ausgangspunkt nicht 
liegt. Denn gw, wird ja im Biischelmittelpunkte von einer geodiitischen 
Linie tangirt, deren Bertihrungspunkt mit u,’ =u, die Spitze festlegt 
(vergl. Ellipsoid § 6). Fiir alle Punkte der Grenzcurve liegt also u, 
stets zwischen up =k und uw = h. 

Die Integralgleichung der geodiitischen Linien ist dann fiir 6, und 
#, als Coordinaten des Ausgangspunktes : 


(25a) ffe- me) + feagaer 0. 


6. 


Da wir nur diejenige Linie ins Auge fassen, welche die uw, im Aus- 
gangspunkte beriihrt, so haben wir statt w’ in dieser Gleichung a, 
zu setzen, und da sich die auf wu,’ = a, gelegene Spitze im Unend- 
lichen befinden soll, so muss fiir sie 6 = co sein; ihre Lage bestimmt 
sich somit aus der Gleichung 

20 Ie 

‘(oe — d(v*) *(u? — v2) d(v® 
(25) Je + 2 fe — 0. 

i Ke 
S, und N, sind die Werthe von S und N fiir w = w,. Liisst man in 
dieser Gleichung my alle Werthe von k bis h durchlaufen, so er- 
hilt man aus ihr jedesmal einen zugehdrigen Werth 6,, welcher mit 
#, einen Punkt der Grenzcurve festlegt. 
Es sei jetzt 
(po? — h*) v? — (uo? — v?)h? 2 ue—h® k—v 
(uo? — I) —(ue— ot)? * at— et BW? 





Co == p? = 


*) v. Mangoldt a. a. pag. 48. 
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Geoditische Linien. 


© an ME ®. ois Oe. #:, 
ea ee ee he 


Dann geht (25b) iiber in 
ae, + 2 * dary nae 
VX, J yx, °? 
z 


wo X =2(1— a) (1 — x#*x) (1 — A?x) (1 — 9?) ist und 2,° dem 
Werthe 6, entspricht, 

Um diese Gleichung nach 2,° aufzulésen, betrachten wir, wie in 
§ 1, das Gleichungssystem: 


dx, ‘dx, = 
tit +f VX, 


2 


“(1 — ata) dary (1 — Atay) dary 
Ae ) Om 4, 
J Vx, VX, 





(26) 





z 

Transformirt man die #-Charakteristiken in den Gleichungen (8) § 2 
1 x 

2? T = 1, 80 erhilt man aus den 


Gleichungen b), d) und e) folgende drei: 


auf die Anfangswerthe x, = 


0 
a aie 
“A 
ai a (l—2) (l—”) = (is 
Ms (v | w) 
*@ _ (1 —A?a,) (1 — A2ay) 11) 1 
9 —ea ~ Ax.) = 
(27) AO hy . =e (0 |)” 


o({ 1) | w) 
ss ae oer. Mahe! 
(1— eta) ( ea) 02(9%)(o|w) 





010, ae 





Macht man jetzt wieder die beiden unbeschriinkt variablen Gréssen v 
und w von uw und w’ abhingig, indem man 


v = B,,,U + B,,oW, 
wW = Bo, + Br,oW 
setzt, und die 6 auf dieselbe Art bestimmt, wie dies in § 3 fiir das 
Ellipsoid geschehen, so sind, da w’ constant, ja in unserm Falle sogar 
Null ist, » und w nur mehr von der einen Variabeln « abhiingig, und 
die obigen Formeln gehiéren den Punkten einer geodiitischen Linie zu. 
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Die geodiitische Linie, welche wir ins Auge fassen, berihrt im 





















Unendlichen die Krimmungslinie u,’; fiir diesen Punkt ist 2, = ar 


%,=1, somit «0, und aus der ersten Formel (27) folgt (; 0) (v | w)==0. 


Diese #-Function verschwindet aber nicht bloss fiir « = 0, sondern so 
oft w=, wird. Denkt man sich also jetzt umgekehrt die Linie im 


unendlich fernen Berthrungspunkte mit u, (a, = a La = 1) beginnend, Ue 


so wird # (i0) (v| w) alsbald verschwinden, wenn die geediitische 


Linie den andern Zweig uw, der Kriimmungslinie tangirt, d. h. in dem 
gesuchten Punkte der Grenzcurve. 
Bestimmt man also aus der Gleichung 


10 
(28) a ( 0) (v|w) =0 aa 
die Wurzel u,, so legt diese den Schnittpunkt der Kriimmungslinie wy 
mit unserer Grenzcurve fest. (1) 
Ferner folgt aus der oben gebrauchten Substitution und der dritten ode 


und zweiten der Gleichungen (27) 


(2) 
. = appa OP Vel w 
a ee EV GSS " 
2 (11) @ Iw) . 
und w, in diese Gleichung eingetiihrt, liefert den verlangten Parameter ei 
6,, der mit mw, einen Punkt der Grenzcurve festlegt. Natiirlich wiire 
es auch leicht, die rechtwinkligen Coordinaten dieses Punktes als (3) 
Functionen von w darzustellen. ea 
Durch die Gleichungen (28) und (29) ist somit die Grenzcurve 
vollkommen bestimmt. (4 


Miinchen im Juli 1882. 
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Ueber eine Eigenschaft der partiellen Differentialgleichungen. 








Von 
Leo K6niGsBerRGER in Wien. 


Sei eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung mit zwei 
unibhingigen Variabeln gegeben 


. 7] 02 
® rleys2, 2, 2) 0 
oder 
‘ oz F) oz \—-1 PY 
(2) io) +f; (x,y, a, “t) 35) atte fila, Y, 2, 9) = 0, 
worin die Functionen /,, f,, ---, fa rationale Functionen der Gréssen 


L,Y, 2, oe sind, und habe dieselbe ein particuliires Integral z, mit 
einer anderen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 
Oz a2 

(3) F(a, Y,%, Oa? $y) = 9% 
oder 

az, a 02\( 02\e-1 7 Oz\ 
(4) =) + F, (2, Y¥,%, 5a) Gay + ip ane + F,(2, Y,4, 5x) =0 
gemein, so wird, wenn man mit den linken Seiten der Gleichungen 
(2) und (4), als Polynome in is 
Aufsuchung des gréssten gemeinschaftlichen Theilers verfihrt, die 
Operation entweder zu einem gemeinsamen Theiler fiihren, welcher 


aufgefasst, nach der Methode der 


‘ : es nd — ° 
ein ganzes Polynom in & ist, dessen Coefficienten rational aus 


L,Y, 2, oe zusammengesetzt sind, oder es wird sich ein Rest ergeben, 
der selbst eine rationale Function von 2, y, 2, a ist. Im ersten Falle 
wiirde, wenn 2 < w angenommen wird, der Grad des gréssten gemein- 
schaftlichen Theilers in Bezug auf te kleiner oder gleich 4 sein, im 


zweiten Falle miisste, da z, ein den Gleichungen (2) und (4) ge- 
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meinsames Integral sein sollte, eben diese Function eine rationale 
- : Oz : : 
Function von 2, y, 2, oe verschwinden lassen d. h. das Integral einer 


Differentialgleichung von der Form sein 


, é 
(5) - Q (a, Y, 2, #) = 0. 
Nehmen wir somit an, dass die Gleichung (2) in Bezug auf a 
mit Adjungirung der Gréssen ~, y, 2, as algebraisch irreductibel ist, 


und dass ferner das den Gleichungen (2) und (4) gemeinsame Integral 
nicht schon einer gewdhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung 
in zg und 2 geniigt, in welcher y nur als Parameter in algebraischer 
Verbindung erscheint, so wird bei der oben vollzogenen Operation der 
Aufsuchung des gréssten gemeinschaftlichen Theilers das Polynom (2) 
ganz in dem Peclynome (4) enthalten sein miissen, und somit jedes 
Integral der Differentialgleichung (1) auch der Differentialgleichung 
(3) geniigen. Wir erhalten somit den folgenden Satz: 

Wenn zwei partielle Differentialgleichungen erster Ordnung mit 
zwei unabhiingigen Variabeln ein Integral gemein haben, und es ist 


einerseits die eine dieser beiden Differentialgleichungen in Bezug auf 


den Differentialquotienten nach der einen Variabeln in algebraischem 
Sinne irreductibel, andererseits das gemeinsame Integral so beschaffen, 
dass es nicht einer gewdhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung 
nach der anderen unabhingigen Variabeln geniigt, in welcher die erste 
unabhingige Variable algebraisch enthalten ist, so wird die eine Diffe- 
rentialgleichung alle Integrale mit der anderen gemein haben. 

So hat z. B. die Differentialgleichung 


. 02 02 
(6) t* eo 
deren allgemeines Integral durch 
(7) a= ey — 2) 


dargestellt wird, worin g eine willkiirliche Function bedeutet, das 
durch Specialisirung von 


9e-aHer** 
hervorgehende particulire Integral 
(8) 4,= e-¥ 
mit der partiellen Differentialgleichung 


(9) | a 


gemein; da aber das Integral (8) auch schon der gewodhnlichen Diffe- 
rentialgleichung 
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dz 
ae 


geniigt, so wird nicht jedes Integral von (6) auch (9) geniigen miissen, 
wie es z. B. in der That bei dem Integral ¢ = e*(y — x) nicht der 
Fall ist. Andererseits erhilt man durch passende Wahl der willkiir- 
lichen Function g das particulire Integral der Differentialgleichung (6) 


(10) ze-¥ = log z — az, 

welches wegen 
ae Fe eee 
Ox ze-¥—1 7’ Oy ze ¥—1 


auch der partiellen Differentialgleichung geniigt 


2 oe P_os og 
(11) ay 4 Niel Be —— Fe + (55) = 95 


CE : 
da nun aber 2, als Function von 2 in (10) aufgefasst, nicht einer in y 
algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung Geniige leistet, weil 


oder 


ist, ausserdem die Gleichung (6) in Sake algebraisch irreductibel ist, so 


wird jedes Integral der Differentialgleichung (6) auch der Gleichung 
(11) geniigen, wie dies z. B. fiir das Integral (8) der Fall ist; in der 
That lisst sich die linke Seite von (11) als ein Product in der Form 


darstellen 
, Gal 


eho 4 oe 
Ox 


Behalten wir nun die Differentialgleichung (1) bei, und habe 
dieselbe mit einer Differentialgleichung m'' Ordnung 


7 dz be a oz a” zZ a” zZ Pod 
(12) F (« é Y; a, Ox ? oy a ee oa” ’ aa™—" dy ’ Ay £*) =0 


ein Integral 2, gemein, so folgt aus (2) durch Differentiation nach 2 
und y 


(13) E (oy "4 (a— If, iy) ee the os a 
+ Q, («, Y, 4, £, e\(e zy i? 


Oz Cz 
+ gaz, y, 2, Oa’ dat =0 


Mathematische Annalen. Xz, 









L. Komaspencee. 

und 

aa) [a(#Y 4 a—nA (EY +. + 
+4,(.9,9, 52) Sey aeay Ge) +: 
+ v(a,y, 2, a ze, ft) =o, 

oder mit Hiilfe von (13) 

a) [a(S 4a—ni(Byi + +A) 
+1 (298) 35> Garr gy) = 


worin @, y, x rationale Functionen bedeuten. Differentiirt man ebenso 
(13) und (15) nach x und y, so erhilt man 





a—1 4-2 
[a ae) +a—nAG s) +: ‘+ h- | ts 
Oz ez . eZ 
+ @, (x, y, 2) da’ oar? a oy) = 9, 


2 az 


[ay +a— ney +: +44] 58, 


de Oz Oz 8 
+ 0, (x,y, 2,2, pyr a aah 


oa?’ Oat’ dy 


(16) 


[a(Zy + a—pnyrt- +A] 2 


. 0s @e Oz Oz 
\ + o;(z,y,2, da’? Oa’ Oa’ O )=0, 


ox*? oy 





worin @,, @,, @, wiederum rationale Functionen vorstellen u. s. w. 
Setzt man nun die aus (13), (15), (16) u. s. w. entnommenen 
Werthe von 
oe ee Az Os Oe | 
dxdy’ dy’ Gatdy’ Gudy®’ By? 
in die Gleichung (12) ein, so geht dieselbe nach Multiplication mit 
einer entsprechenden Potenz des Ausdruckes 








Oz \a-1 , oz \-2 7 
(«) (se) +@-v4AG) +--+ 
in eine Gleichung von der Form iiber 
’ dz O8% Oz dz \" 
(17) Fy («,9,#, oa? Sane * oe.) (2) 
a2 G2 Oo” 2 az \*-" 
+ Ff, (c, 9, #, dau’? oa? °°” a) (2) ++: 









Oz Oz Oz 
+F, (2,9, 4, Qa’? One?’ °” «) =0, 
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und da die Gleichungen (2) und (12), also auch (2) und (17) ein Inte- 
gral gemein haben, so werden wir wieder iihnliche Schliisse wie oben 
auf die beiden letzteren Gleichungen anwenden kénnen. 

Verfihrt man nimlich mit den linken Seiten derselben nach der 
Methode der Aufsuchung des gréssten gemeinschaftlichen Theilers, so 
_wird sich entweder allgemein fiir jedes z ein Polynom von der Form 





02 Oz Oz 02 é 
(B) Po («, ¥:2,95> Oat? or) (3) 
de Be a2 as \o—1 
+91 (x, Y,4, Ou’ om? °” as.) (2) + 
oz Oz Oz 
_ vale, Y"1 Ga) Gat? * fs) =0 


ergeben, welches ein Theiler von (2) und (17) ist, oder es bleibt bei 
der Fortsetzung der Division ein Rest von der Form 


oz Bz os 
(7) o(x,y,«, Gu’ Oa’ ’* ), 


~~ ae 
da™ 

worin @ eine rationale Function bedeutet. Nun kann aber das Polynom 

in 9 auf der linken Seite der Gleichung (2) im algebraischen Sinne 

keinen Theiler von der Form (8) haben, indem einerseits die Ab- 

leitungen von zg nach # genommen in (2) nicht von einer héheren als 

der ersten Ordnung vorkommen, andererseits (2) als in Bezug auf 


aS 


Oz 
iy 
der oben angewandten Operation ein Rest von der Form (y), so wird, 
wenn ¢, ein den beiden Differentialgleichungen (2) und (12), also 
auch — von Functionen, welche den Ausdruck («) zu Null machen, 
abgesehen — ein den beiden Differentialgleichungen (2) und (17) ge- 
meinsames Integral bedeutet, der Rest der Division, also der Ausdruck 
(vy), wenn 2 =, gesetzt wird, verschwinden, und nimmt man daher 
mil an, dass g, nicht ein Integral sei, welches einer gewdhnlichen Diffe- 
rentialgleichung m'** Ordnung mit der unabhiingigen Variabeln x ge- 
niigt, in weleher y algebraisch enthalten ist, so wird jene Operation 
einen der Null identischen Rest liefern mtissen und somit jedes Inte- 
gral von (2) auch (12) befriedigen. Wir erhalten daher die folgende 
Verallgemeinerung des oben aufgestellten Satzes: 

Wenn eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung mit zwei 
unabhiingigen Variabeln mit einer partiellen Differentialgleichung m‘ Ord- 
nung ein Integral gemein hat, und es ist jene Differentialgleichung erster 
Ordnung in Bezug auf den Differentialquotienten nach der einen Varia- 
beln in algebraischem Sinne irreductibel, andererseits das gemeinsame 
Integral so beschaffen, dass es nicht schon einer gewdhnlichen Differential- 
39* 


algebraisch irreductibel vorausgesetzt wird; ergiebt sich aber bei 


1en 
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gleichung m'*” Ordnung nach der anderen unabhiingigen Variabeln ge- 


zich 
niigt, in welcher die erste unabhiingige Variable algebraisch enthalten cone 
ist, so wird die partielle Differentialgleichung erster Ordnung alle Inte- pa 
grale mit derjenigen m” Ordnung gemein: haben. alyel 
So wird z. B. die Differentialgleichung (6) mit der partiellen Bed 
Differentialgleichung zweiter Ordnung wane 
_@e  G8\(@s _ 4 Os ; as as _ jenei 
(18) Ou dy a) Ga 2 Ox ? 2) ¥ aa oy ay) =e bleit 
das particulire Integral kiirl 
2, = e[y — x + log(y — x) + sin(y — 2)] gese 
ter 

gemein haben, welches, wie leicht zu sehen, nicht einer gewohnlichen . 
Differentialgleichung zweiter Orduung, sondern erst einer solchen , 
dritter Ordnung von der Form geniigt va 
: ein 
dz dz az ae 
a(c, Y, 2, dz’? dz? sx) = 0; 
wn 
es folgt somit aus dem eben bewiesenen Satze, dass jedes Integral stat 


der Gleichung (6) der Gleichung (18) geniigt, also z. B. das aus (7) 
specialisirte 

a = e*[(y — x)’ + tangy — 2)], 
wie durch Einsetzen unmittelbar sich ergiebt. 

Man kann aber den oben bewiesenen Satz auch auf zwei beliebige 
partielle Differentialgleichungen ausdehnen, und es fiihrt eine einfache 
Ueberlegung, die der oben angestellten ganz analog ist, zu folgendem 
Theorem : 

Wenn eine partielle Differentialgleichung wu” Ordnung mit zwei 
unabhingigen Variabeln mit einer partiellen Differentialgleichung v' Ord- 

" nung, worin v>u ist, ein Integral gemein hat, und es enthilt die 
erstere Differentialgleichung den Differentialquotienten wu” Ordnung nach 
der einen Variabeln und ist in Bezug auf diesen in algebraischem Sinne 
irreductibel, wihrend das gemeinsame Integral der Bedingung unter- 
liegt, nicht einer partiellen Differentialgleichung v'* Ordnung zu ge- 
niigen, in welcher die partiellen Differentialquotienten, nach jener einen 
Variabeln genommen, die wu Ordnung nicht erreichen, so wird die 
partielle Differentialgleichung uw‘ Ordnung alle Integrale mit der par- 
tiellen Differentialgleichung v‘” Ordnung gemein haben. 

Wendet man endlich Betrachtungen an, wie ich sie in meiner 
Schrift: ,,Allgemeine Untersuchungen aus der Theorie der Differential- 
gleichungen‘* fiir gewohnliche Differentialgleichungen eingehend erértert 
habe, so kommt man zu dem folgenden noch allgemeineren Satze: 

Besteht zwischen einem Integrale z, einer partiellen Differential- 
gleichung wu" Ordnung und einem Integrale z, einer partiellen Diffe- 

rentialgleichung v' Ordnung, worin v > u ist, eine algebraische Be- 
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ziechung, in welche auch die unabhiingigen Variabeln eintreten diirfen, 
und enthélt die erstere Differentialgleichung den Differentialquotienten 
wu Ordnung nach der einen Variabeln und ist in Bezug auf diesen in 
algebraischem Sinne irreductibel, wihrend das Integral 2, derselben der 
Bedingung unterliegt, nicht einer partiellen Differentialgleichung v“" Ord- 
nung zu geniigen, in welcher die partiellen Differentialquotienten, nach 
jener einen Variabeln genommen, die u Ordnung nicht erreichen, so 
bleibt jene algebraische [elation erhalten, wenn man fiir z, ein will- 
kiirliches Integral der Differentialgleichung wu’ Ordnung setzt, voraus- 
gesetzt dass fiir 2, ein passendes Integral der Differentialgleichung 
v' Ordnung substituirt wird, 

und dieser Satz bleibt giiltig, wenn in jene algebraische Beziehung 
auch noch die partiellen Differentialquotienten der Integrale z, und 2, 
eintreten, und gestattet die gleichlautende Verallgemeinerung auf 
Systeme partieller Differentialgleichungen mit beliebig vielen unab- 
hiingigen Variabeln, zwischen deren Integralen algebraische Beziehungen 
stattfinden. 


Ischl im August 1882. 
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